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Resumo

O termo Teoria da Prova foi introduzido por Hilbert para identificar o estudo sobre provas
formais. Pesquisas nessa drea podem ser classificadas em: a) Teoria da Prova Redutiva
ou Interpretacional, cujo objetivo é demonstrar, entre outras coisas, a consisténcia da
matematica utilizando somente métodos finitistas, e b) Teoria da Prova Estrutural, onde
caracteristicas estruturais das provas formais sao investigadas por meio de sistemas de-
dutivos como Deducao Natural e Célculo de Sequentes. Prawitz, por meio da Teoria da
Prova, definiu uma Teoria dos Significados para constantes logicas e propos regras es-
quematicas de introducao e de eliminacao para caracterizar os conectivos proposicionais.
Schroeder-Heister estendeu as definigoes de Prawitz e formalizou o uso de regras como
hipdteses, tornando possivel a utilizacao de calculos para suposicoes separados de céalculos
para constantes logicas. Nao estamos interessados na investigacao de regras esquematicas
para dar significado a constantes 16gicas. Pretendemos, na verdade, definir procedimen-
tos de normalizagao esquematicos, baseados em tais regras esquematicas, com objetivo de
identificar condicoes suficientes para um sistema ser normalizavel. Tais resultados sao per-
tinentes a Teoria Abstrata da Prova, termo usado para identificar o estudo das condigoes
abstratas e gerais para a andlise prova-tedrica de sistemas formais. Teoria Abstrata da
Prova nao estuda céalculos logicos especificos, mas familias de calculos instancias de regras
esquematicas. A nossa proposta, portanto, baseia-se em regras esquematicas que podem
ser instanciadas por regras concretas, em particular, por regras que introduzem operado-
res modais. Provamos, também, Teoremas de Normalizacao Fraca e Forte para sistemas
esquematicos definidos em funcao de nossas regras esquematicas, obtemos condigoes su-
ficientes para que um sistema instancia destas regras seja normalizavel, definimos um
procedimento que normaliza dedugoes concretas e comparamos nossas provas de norma-

lizacao esquematica com provas de normalizacao para sistemas definidos na literatura.

Palavras-chaves: Teoria da Prova. Teoria Abstrata da Prova. Sistemas de Deducao

Natural. Sistemas Esquematicos de Deducgao Natural. Teoremas de Normalizacao.
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1 INTRODUCAO

O termo Teoria da Prova foi introduzido por Hilbert [20] para identificar o estudo das
provas formais. Pesquisas nesta area podem ser classificadas em: a) Teoria da Prova
Redutiva ou Interpretacional, cujo objetivo é demonstrar, dentre outras coisas, a con-
sisténcia de teorias matemadticas utilizando somente métodos finitarios; e b) Teoria da
Prova Estrutural ou Geral, onde caracteristicas estruturais das provas formais sao inves-
tigadas por meio de sistemas dedutivos tais como sistemas de Dedugao Natural e Célculo

de Sequentes [14].

No contexto da Teoria da Prova Estrutural, as andlises de propriedades es-
truturais de provas lidam, dentre outras coisas, com o estudo do tamanho de provas,
provas de confluéncia para dedugdes, existéncia de provas e equivaléncias entre elas, como

também com provas de Teorema de Normalizagao [49].

A Dedugao Natural, definida em 1935 [14] por Gentzen, foi um dos trabalhos
pioneiros realizados na Teoria Estrutural da Prova'. A fim de definir um formalismo que
refletisse o raciocinio matematico, Gentzen isolou as operacoes dedutivas essenciais e as
desmembrou até obter um conjunto de inferéncias consideradas atomicas. Ainda no ano
de 1935, Gentzen [14] definiu o Célculo de Sequentes, um metacélculo para a relacao de

derivabilidade no sistema de Deduc¢ao Natural.

Dizemos que uma dedugao estd na forma normal se nao ocorrem certos tipos
de desvios, os segmentos maximos. A eliminagao de segmentos maximos é consequéncia
do Principio da Inversao definido por Prawitz [38] que diz que “nada se ganha se inferimos

uma formula através de introdugao para usé-la como premissa maior de uma eliminagao”.

O Teorema da Forma Normal atesta que toda deducao em Deducao Natural
possui uma forma normal. O Teorema de Normalizacao Fraca afirma que obtemos a
forma normal de dedugoes por meio de operacoes denominadas de redugoes. Por fim, o

Teorema de Normalizagao Forte diz que a forma normal de uma deducgao é obtida apds

!Conforme Prawitz menciona em sua tese [38], Lukasiewics foi quem primeiro expressou a idéia de
construir um sistema de Deducao Natural. Ele sugeriu que o raciocinio informal matemético deveria ser
levado em consideragao em sistemas logicos. Os primeiros resultados obtidos nessa diregao sao creditados

a Jaskowski [22].
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um numero finito de reducoes independentemente da ordem em que sao aplicadas. Atual-
mente, a propriedade da Unicidade da Forma Normal, que afirma que duas sequéncias de
reducoes quaisquer levam uma deducao a uma mesma forma normal, é provada a parte do
Teorema de Normalizacao Forte. A propriedade da Unicidade também é conhecida como

propriedade de Church-Rosser.

Prawitz, por meio da Teoria da Prova, definiu uma Teoria dos Significados
para as constantes légicas da légica proposicional intuicionistica [40]. Em sua opinido, as
regras de introducao de Deducao Natural dao o significado de tais constantes légicas. Ele
definiu, também, regras esquematicas de introducao e de eliminacao em Deducao Natural
com intuito de investigar se sentencas definidas em funcao de operadores introduzidos
por regras instancias de sua regra esquematica de introdugao sao equivalentes a sentencas
definidas exclusivamente pelos operadores usuais proposicionais { L, A,V,—}. Ou seja,
na sua terminologia, ele investigou por meio de suas regras esquematicas a Completude
dos operadores usuais { L, A,V,—} com relagdo aos demais operadores introduzidos por

regras instancias de suas regras esquematicas.

Schroeder-Heister, em [43], estendeu as defini¢oes de Prawitz e propos esque-
mas que permitem o uso de regras como hipoteses, possibilitando que um calculo para

suposicoes seja utilizado de forma separada do calculo para constantes logicas.

Em [7], Chi introduziu regras esquemadticas no estilo das regras de Prawitz.
Sua regra esquematica de introducao é a mesma de Prawitz, como podemos verificar em
[40]. Entretanto, Chi propoe uma nova regra esquematica de eliminagao visto que a regra
usual de elimina¢do da implica¢do, como definida por exemplo em [38], ndo é instancia

da regra esquematica de eliminacao de Prawitz.

Nao estamos interessados na definicao de regras esquematicas para estudar o
significado de constantes légicas. Pretendemos, na realidade, definir procedimentos de
normalizacao baseados em regras esquematicas com o objetivo principal de identificar

condigoes suficientes para um sistema de Deducao Natural ser normalizavel.

No nosso entendimento, tais resultados sao pertinentes a Teoria Abstrata da
Prova, termo que foi utilizado no First World Congress and School on Universal Logic
[36], em 2005, para identificar o estudo de condigbes abstratas para andlises estruturais
de provas formais. Métodos prova-tedricos foram apresentados naquele Congresso sob um

ponto de vista abstrato e destacamos duas de suas questoes que mais de perto se vinculam
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aos objetivos deste trabalho:

(1) Como definir uma estratégia geral para eliminacao do corte?

(2) Como definir um procedimento de normalizagao geral para as regras esquematicas

de introdugao e eliminacao de Schroder-Heister [43]?

Nesta tese, seguiremos de perto a ordem de apresentacao dos conceitos da tese
de Prawitz [38], pois consideramos ser a estratégia mais adequada. Assim, em conformi-
dade com os objetivos da Teoria da Prova, as deducoes esquematicas serao objeto de

estudo em si.

Os sistemas esquematicos servem de modelo para definicao de outros sistemas
de Dedugao Natural encontrados na literatura, denominados, nesta tese, de sistemas con-
cretos. Na nossa visao, sera necessario que nossas definicoes esquematicas sejam indepen-
dentes de definigoes relacionadas com sistemas concretos, pelos motivos que exporemos
nos capitulos a seguir. Ressaltamos, também, que resultados obtidos no nivel esquematico
sao validos para sistemas concretos de Deducao Natural, por serem estes sistemas casos
particulares daqueles. Para ilustrar, citamos a prova do Teorema de Normalizacao Forte.
Provamos o Teorema de Normalizagao Forte para um sistema esquematico definido neste
trabalho e, dessa forma, sistemas de Deducao Natural definidos em funcao de regras
instancias ou definidos em funcao de regras equivalentes a instancias das regras esquema-

ticas sao garantidamente normalizéveis fortemente.

Abaixo enumeramos exemplos de sistemas modais cuja provas de normalizacao

forte sao validas a partir de nossa prova esquematica:

a) O sistema 154 de Bierman e de Paiva [4] para a 16gica modal intuicionistica S4 com

a constante 0.

b) O sistema C'S4 de Martins e Martins [28] para a légica modal classica S4 com as

constantes O e <.

c) O sistema Cgy de Prawitz [38] para a légica modal cldssica S4 com a constante

logica O.

d) O sistema NS4 de Medeiros [31] para a légica modal cldssica S4 com a constante

0.
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Escolhemos os sistemas de Biermann e de Paiva [4], de Prawitz [38] e de
Medeiros [31] por serem referéncias no assunto e frequentemente citados na literatura.
Com relacao ao sistema de Martins e Martins, o escolhemos por ser um sistema de Deducao
Natural para a légica modal classica com as constantes O e & para o qual a normalizacao

fraca foi provada em [28].

Com base em nossas provas de normalizacao e na equivaléncia entre sistemas
construidos a partir de nossas regras esquematicas e sistemas definidos na literatura,
mostraremos na secao 7.2 que algumas provas de normalizagao para estes ultimos sistemas
devem ser corrigidas. Como exemplo, citamos a prova da normalizacao fraca para o
sistema C'S4 de Martins e Martins [28], a prova de normalizagdo fraca da versao do
sistema Csy de Prawitz com as constantes O e < e a prova de normalizacao forte do

sistema I de Prawitz [39].

Quanto a resultados ja obtidos na Teoria Abstrata da Prova, relacionados ao

tema desta tese, citamos, além do trabalho de Schroeder-Heister [43], os seguintes:

e Em [42], Schroeder-Heister propos regras esquemadticas de introducao e de elimi-
nacao para tratamento de quantificadores arbitrarios. As regras de introducao e
de eliminacao para os quantificadores universal e existencial sao instancias de suas

regras.

e Em [7], Chi definiu sistemas abstratos em Dedugao Natural, Célculo de Sequentes e
Lambda-Calculo. Ela provou, também, dentre outras coisas, o Principio da Inversao
para suas regras esquematicas, o Teorema da Normalizacao Fraca em Lambda-

Célculo e uma versao esquemaética do isomorfismo de Curry-Howard.

e Em [44], Schroeder-Heister definiu regras esqueméticas utilizando Célculo de Se-

quentes.

e Em [18], Haeusler definiu um Gerador de Provadores de Teoremas corretos e com-

pletos baseado em regras esquematicas.

e Em [37], Poupel e Pereira formalizaram as regras de Schroeder-Heister definidas em

[43] utilizando Teoria das Categorias.

e Em [19], Haeusler e Pereira definiram um sistema esquemaético em Lambda-Calculo

isomorfo ao sistema de Schroeder-Heister definido em [43].
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e [2]: Avron formalizou a idéia de regras-hipdteses em Célculo de Sequentes.

Da lista de referéncias apresentada acima, destacamos o trabalho de Haeusler
[18]. Ele definiu um sistema de Dedugao Natural em fungao de uma versao das regras
esquematicas de Chi para especificar um Gerador de Provadores de Teoremas. Hauesler
definiu uma linguagem de programagao para especificar o seu provador e fez isso no nivel
esquematico, de modo que é possivel construir um provador para sistemas definidos a
partir de regras instancias de suas regras esquematicas baseando-se no caso esquematico

geral.

Outro trabalho que nao utiliza regras esquematicas no estilo proposto por
Prawitz mas que se relaciona com objetivos desta tese é o artigo de Paulson [33],[34] no
qual ele expoe uma metalogica que fundamenta o provador de teoremas Isabelle. Ele
utiliza um fragmento da légica de alta ordem (HOL) [33] como base para o provador
de teoremas e propoe uma generalizacao da estratégia de resolucdao. A sua metaldgica
permite que regras de inferéncia de logicas denominadas de légicas-objeto sejam tratadas
como axiomas. Ele prova também a corretude e completude do seu provador com relacao
as logicas-objeto. Assim, exibindo, sob certo aspecto, uma estratégia similar ao que
pretendemos e expomos nesta tese, a sua aplicacao permite trabalhar com légicas que se
beneficiam da especificacao de um método de resolugao unico, no seu caso, definido em

uma metaldgica de alta ordem.

No nosso caso, conforme mostraremos na secao 6.2, proporemos um nor-
malizador de dedugdes em sistemas de Deducao Natural definidos em fungao de regras
instancias de nossas regras esquematicas. Primeiramente definiremos um mapeamento
entre as formulas da deducao apresentada ao normalizador e as férmulas esquematicas.
Depois construiremos uma deducao esquematica correspondente a dedugao apresentada ao
normalizador. Por fim, se valendo de nossa prova de normalizacao fraca para um dos sis-
temas esquematicos definidos nesta tese, encontraremos uma prova normal para a dedugao
esquematica e construiremos uma dedugao normal correspondente a prova originalmente

apresentada ao normalizador por meio do mapeamento comentado acima.

A seguir, destacamos os objetivos principais desta tese e descrevemos como

este trabalho estd organizado. Os objetivos principais sao:

a) Definir regras esqueméticas.
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b) Definir sistemas de Deducao Natural baseando-se nas regras esquematicas e, exclu-

sivamente, em conceitos esquematicos.

¢) Provar os Teoremas de Normalizacao Fraca e Forte para os sistemas esquematicos

propostos.

d) Determinar condicoes suficientes para a normalizagao de sistemas de Dedugao Na-

tural concretos.

e) Comparar as provas de normalizacao forte e fraca de sistemas concretos definidos a
partir de instancias de nossas regras esquematicas com provas de sistemas concretos

equivalentes encontradas na literatura.

f) Definir um procedimento que normaliza dedugdes em sistemas concretos definidos a

partir de regras instancias de nossas regras esquematicas.

Finalizando, expomos como esta tese esta organizada. No capitulo 2, definire-
mos conceitos preliminares utilizados no restante da tese, apresentaremos as regras es-
quemdticas definidas por Prawitz em [40] e por Chi em [7] e definiremos os sistemas
esqueméaticos de Deducio Natural S e S'. No capitulo 3, mostraremos exemplos de sis-
temas de Deducao Natural concretos definidos em funcao de regras instancias das regras
que definem S. No capitulo 4, provaremos a normalizacio fraca para os sistemas S e S’
e, no capitulo 5, provaremos um Teorema de Normalizagao Forte para o sistema S. No
capitulo 6, apresentaremos um procedimento para normalizar dedugoes que se baseia na
prova do Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema S e, no capitulo 7, analisaremos
condigoes suficientes para normalizagao de sistemas e relacionaremos resultados encontra-
dos na literatura com nossos resultados esquemaéticos. Na conclusao, sumarizaremos esta

tese e exporemos trabalhos futuros.
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2 SISTEMAS ESQUEMATICOS DE
DEDUCAO NATURAL

Neste capitulo, apresentaremos, na se¢ao 2.1, definicoes que serao utilizadas no decorrer
desta tese. O nosso roteiro seguird, de certo modo, o exposto na tese de Prawitz [38].
As definigoes terao como objetivo final a especificacao de dois sistemas esquematicos de
Dedugao Natural com base nas regras esquematicas de Deducao Natural definidas nas

secoes 2.3 e 2.4.

Na segao 2.2, apresentaremos as regras esquematicas de Prawitz [40] e de Chi
[7] que servirao de base para a definigdo de nossas regras introduzidas nas defini¢oes 2.5

e 2.14.

Na secao 2.3, definiremos o que é o sistema esquematico de Deducao Natural S.
Na secdo 2.4, definiremos o sistema esquemético S* cujas regras sao versoes simplificadas
das regras que definem o sistema S. O sistema S servird de base para a construcao de
um procedimento, apresentado na secao 6.2, que tem por objetivo normalizar deducoes

realizadas em sistemas de Dedugao Natural concretos.

Por fim, na conclusao deste capitulo, sumarizaremos os principais resultados

obtidos.

2.1 Definicoes Preliminares

Consideramos que algo ¢ esquematico se ele pode ser utilizado como modelo para constru-
¢ao de outras entidades. As entidades construidas sao denominadas concretas e herdam as
propriedades do modelo esquematico utilizado. O modelo esquematico, portanto, abstrai
propriedades de varias entidades concretas. Dito de outro modo, as entidades concretas

sao instancias do modelo esquemaético.

Como exemplo, considere C' um modelo esquematico para construcao de uma
cadeira e que especificamos, por meio do modelo C', que uma cadeira tem, obrigatoria-

mente, um assento e quatro pernas para sua sustentacao, e, opcionalmente, um encosto. O
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modelo esquemaético C' tem as mesmas propriedades de um subconjunto de todos os tipos
de cadeiras concretas. Todas as instancias deste modelo terao exatamente um assento e

quatro pernas para sua sustentacao e, além disso, poderao ou nao ter um encosto.

Na nossa terminologia, o ato de instanciar regras permite a construgao de
regras de inferéncia de Deducao Natural utilizando uma linguagem dita concreta e tendo
como modelo regras esquemaéticas. Dizemos, nesse caso, que a regra esquematica tem um
nivel de abstragao maior do que a regra concreta construida. Dizemos que uma regra é
concreta se ela nao é modelo para construcao de outras regras. Dizemos que uma regra é

esquematica se ela pode ser utilizada como modelo para construgao de regras concretas.

Prawitz, em [38], introduz uma defini¢ao de instancia diferente da que propo-
mos nos paragrafos acima. Ele diz, por exemplo, que (A, ...., A,,/A) é uma instancia da
regra de introducao da conjuncao, se (A, ...., A,/A) tem a forma indicada pela figura da
regra de introdugao da conjuncao. Portanto, segundo ele, (A1, ...., A,,/B) é uma instancia
da regra de introdugao da conjuncao, se n =2 e B é A; A Ay. No caso desta definicao de
Prawitz, o resultado do ato de instanciar é uma regra especificada na mesma linguagem
da regra de inferéncia original. Dizemos que regras construidas dessa forma sao instancias
horizontais e denominamos de instancias verticais as regras concretas construidas tendo

como modelo regras esquematicas.

Sistemas esquematicos de Deducao Natural sao definidos em funcao de regras
de inferéncia esquematicas que utilizam uma linguagem esquematica. Sistemas concretos
de Deducao Natural sao definidos em funcao de regras concretas instanciadas vertical-
mente a partir de regras esquematicas e utilizam linguagem concreta. Citamos, como
exemplo de um sistema concreto de Deducao Natural, o sistema de Deducao Natural para

a légica intuicionistica definido por Prawtiz em [38].

Informalmente, deducgoes esquematicas sao obtidas de modo semelhante ao
modo como dedugoes sdo obtidas nos sistemas definidos por Prawitz em [38]. Iniciamos
uma dedugao esquematica inferindo uma consequéncia a partir de hipéteses por meio de
uma regra esquematica. Assim como Prawitz, indicamos esta inferéncia escrevendo as
hipéteses sobre uma linha horizontal e a féormula inferida imediatamente abaixo desta
linha. A partir desta férmula inferida e de outras férmulas inferidas de modo similar,
ou mesmo de outras hipéteses, inferimos uma nova consequéncia aplicando uma regra de

inferéncia esquematica. Continuando desta forma, obtemos uma configuracao final que
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tem o formato de uma arvore de féormulas onde as folhas sao chamadas de hipdteses e
a raiz € a conclusao da deducao. Nas secoes 2.3 e 2.4, formalizaremos os conceitos de

~ s . / .
deducao esquemadtica para os sistemas S e S, respectivamente.

As nocoes de ocorréncia de formulas esquematicas, de formulas esquemaéticas
ocorrendo imediatamente acima de uma férmula, de féormulas esquematicas ocorrendo
imediatamente abaixo de uma férmula, de formula esquematica acima de uma féormula,
de férmula esquematica abaixo de uma férmula sao obtidas diretamente da explicacao

informal de deducao esquematica.

Usaremos a letra grega II para representar uma arvore de féormulas e ¥ para

uma sequéncia de arvores de férmulas.

Duas ocorréncias de formula esquemética tém o mesmo formato (shape) se elas
sao ocorréencias da mesma férmula esquematica. Dizemos que dois conjuntos de férmulas

esquematicas tém o mesmo formato, se suas férmulas tém o mesmo formato.

As defini¢coes de descarte e de dependéncia de hipéteses sao similares as de
Prawitz [38]. Conjuntos de férmulas esquematicas podem ser descartados. Neste caso,
todas as férmulas esquematicas que os compoem sao descartadas na aplicacdo de uma

mesma regra.

‘(@] significa uma ou mais hipéteses ou conjunto de hipdteses de mesmo for-
mato de «, no caso de o ser uma férmula, ou de mesmo formato das féormulas que per-
tencem a «, no caso de « ser um conjunto de férmulas. Hipdteses ou conjuntos de hipoteses
marcados com um rétulo a como, por exemplo, em ‘[a]”’ sdo descartados na aplicacao de

uma regra marcada também com a letra a.

Uma férmula esquemaética folha é uma ocorréncia de férmula que nao esta ime-
diatamente abaixo de nenhuma outra. Uma férmula esquematica final é uma ocorréncia

de féormula esquematica que nao esta imediatamente acima de nenhuma outra.

Por fim, se E é uma férmula esquemaética em II, a subdeducao esquematica de
IT determinada por E é a arvore obtida de Il a partir da remocao de suas ocorréncias de

formulas esquematicas com excecao de F e das demais formulas esquematicas acima de

E.
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2.2 Regras Esquematicas de Prawitz e de Chi

Nesta se¢ao, mostraremos as regras esquematicas de Prawitz e de Chi. Prawitz pretendia,
prioritariamente, provar a completude dos operadores proposicionais intuicionisticos

{N,V,—, L} com relagdo aos que podiam ser caracterizados pelas regras esquematicas
que ele definiu [40], conforme comentamos na introdugao desta tese. O seu esquema de
eliminacao, porém, nao era forte o suficiente para ter a regra de eliminacao da implicacao

como instancia, como Schroeder-Heister expos em [41].

Em [43], Schroeder-Heister modificou as regras esqueméticas de Prawitz, pos-
sibilitou o uso de regras como hipéteses, estendendo o formalismo de Dedugao Natural, e
provou a completude dos operadores intuicionisticos. Além disso, a regra de eliminacao
da implicagao usual é instancia de sua regra esquemadtica de eliminagdo. Chi, em [7],
propos regras esquematicas de introducao e de eliminagao que nao utilizam regras como
hipoteses, mas que sao instanciadas corretamente pela regra de eliminacao da implicacao.
Ela provou também a completude dos operadores intuicionisticos para uma versao do sis-
tema proposto por Schroeder-Heister [43] que utiliza regras como hipéteses. Mostraremos
abaixo as regras de introducao e eliminagao de Prawitz, o problema com sua regra esque-

matica de eliminagao e a regra esquemaética de eliminacao de Chi.

Prawitz formalizou s regras esquematicas de introducao e uma regra esquemati-
ca de eliminacao para o operador esquematico ®. As s regras de introducao, para s > 0,

sao da seguinte forma:

(H e [H e (H e (G L L ) [H, )7 [y, ) [Hy g 17
i . a
O(Fy, .. Fy, . F)

G,
= Q1 (1),

onde i = 1,..,s, j=1,..p; e I=1,..,h}, e F;, G} e H}; sdo férmulas esqueméticas definidas
por variaveis sintaticas para sentencas e por operadores sentenciais. Note que, diferen-
temente de nossa definicao introduzida em 2.2, na abordagem de Prawitz, operadores
sentenciais fazem parte da definicao de suas férmulas esquemaéticas. No nosso entendi-
mento, esta abordagem de Prawitz mistura nocoes esquemaéticas e concretas dentro do
contexto esquematico. Com relagdo ao nossos objetivos, em especial com relagao ao es-

tudo prova-tedrico de sistemas esquematicos de Deducao Natural definidos com base em
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nocoes exclusivamente esquematicas, optamos por defini¢oes de féormulas esquematicas
mais precisas e diferentes destas apresentadas por Prawitz, conforme introduziremos na
definicao 2.2. Vale ressaltar, porém, que para os resultados de completude de operadores

pretendidos por Prawitz suas defini¢oes nos parece a mais adequada.

A regra

ar

MaLay M

¢ uma regra de inferéncia que estd, na terminologia de Prawtiz [40], de acordo com a
regra esquemdtica de introdugao (1), onde ®=A, s=1, p;=2, hi = hi=0, Gi=F,=al e
Gi=Fy=a3. Chi diz que a regra (2) é uma instancia da regra (1). Apesar de nao ficar
claro, no nosso entendimento, o que Chi denomina de instanciar e o que Prawitz quer dizer
quando menciona que uma determinada regra esta de acordo com outra, utilizamos no
restante deste capitulo o termo instanciar para a construcao de regras do tipo (2) a partir
de regras do tipo (1). Ressaltamos também, que, conforme comentamos na introdugao,
na nossa terminologia, a regra (2) é uma instancia concreta da regra (1) e definimos o

conceito de regra concreta na secao 3.1.

O esquema de introdugao de Prawitz, de um modo geral, mostra que a in-
troducao de operadores proposicionais segue de premissas que podem ser deduzidas de
hipéteses descartadas ou nao pela aplicagao de uma regra. A regra de introducao da im-
plicacao definida usualmente, como por exemplo em Prawitz [38], é um exemplo de regra

cujo formato esta de acordo com formato da regra esquematica de introdugao.

Com relagao a regra esquematica de eliminacao definida por Prawitz, nos
parece razoavel afirmar que ela teve como modelo inspirador a regra de eliminacao da
disjuncao, definida como por exemplo em Prawitz [38]. Mostramos abaixo a regra esque-

matica de eliminacao de Prawitz:

Iy I; I

& =i s

O(F, ... JF)  Fo.. F .. F
i dF (3)

Na regra (3) mostrada acima, cada uma das s dedugbes que concluem a
ocorréncia de féormula F' estd vinculada a uma regra de introdugao de ®(Fy,...., F,) da

seguinte forma: hipoteses que ocorrem sobre a i-ésima ocorréncia de formula F' podem



2.2 Regras Esquematicas de Prawitz e de Chi 17

ser descartadas se forem da forma /\kghi Hi, — Gy, ""/\kgh;;i H, . — G, para G e

Hi

b.n definidos como em (1) e onde A é uma iteragdo de conjungoes. Além disso, se
(2] p'L

h; = 0, entao a iteracao de conjuncoes de implicagoes ¢ substituida pelo consequente G;

da implicacao.

Abaixo, mostramos uma regra instancia de (3):

[ea]®[ag]®
i

Mo, a3) B
B

/\E(a),

ondes=1,p =2 hi=h=0,Gi=Fi=0] ,Gy=F,=a)e F=0.

Note, entretanto, que a regra de eliminagao da implicacao obtida como instancia
da regra esquematica de eliminagao mostrada em (3) ndo é uma regra de eliminagdo pro-

priamente dita, mas uma versao em Deducao Natural da regra do corte:

[= (1, )]

Em [7], Chi define regras esquematicas de modo que todas as regras de in-
feréncia de um sistemas de Deducao Natural para a légica proposicional intuicionistica
sao suas instancias, incluindo a eliminacao da implicacao. A sua regra esquematica de
introducao é igual a definida por Prawitz, enquanto sua regra esquemaética de eliminacao

é formalizada por:

Iy I I
O(Fy, . Fy, o B Hby CHECHS L F F F
o DE,

onde as férmulas F}, H; F e os indices 7, k, j e | sao definidos como na regra esquemé-

7h; ’
tica de introdugao (1) e as hipdteses Gé- que podem ocorrer em ['; sao descartaveis pela

aplicacao da regra.

A regra de eliminacao de Chi tem o formato usual da regra de eliminacao
da implicagao e da regra de eliminagao da disjuncao, como definidas, por exemplo, em

[38]. Note que a regra esquemética de eliminagao de Chi tem como instancia a regra de
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eliminacao da implicacao apresentada abaixo que é equivalente a regra de mesmo nome

definida por Prawitz em [38]:

2.3 Sistema Esquematico de Deducao Natural S

Nesta secao, estenderemos as regras esquematicas de Chi e proporemos trés grupos de
regras esquemadticas: a) regras de introdugao; b) regras de eliminagao; e c¢) regras para o

absurdo.

Utilizaremos as regras de Chi como base para nossa proposta, pois a formali-
zacao de Schroeder-Heister é mais complexa por usar regras como hipoteses e por buscar
resultados de completude de operadores, o que nao é o nosso proposito. Lembramos,
também, que sistemas de Deducao Natural usualmente nao permitem o uso de regras como
hipdteses e, portanto, utilizar o padrao de Chi, de certo modo, facilitara comparagoes entre
sistemas concretos definidos em funcao de nossas regras esquematicas e sistemas definidos

na literatura.

A linguagem esquematica L serd utilizada na especificacao das regras esque-
maticas. Ela contém, como constantes logicas, os conectivos esquematicos sentenciais @ e
¢ de aridades, respectivamente, n e 1 e a constante sentencial para o absurdo esquematico

7. Além disso, ela inclui simbolos proposicionais esquemaéticos K, com e sem indices.

Em nossa abordagem, conforme comentamos na introdugao, as defini¢oes es-
quematicas sao independentes das definicoes concretas. Por este motivo optamos por
utilizar uma notacao sintatica diferente do L para o absurdo esquematico porque o L,
como veremos a frente neste capitulo, é uma constante sentencial para o absurdo que pode

fazer parte de uma linguagem concreta.

Formulas esquematicas atomicas e féormulas esquematicas sao definidas do

seguinte modo:

Definicao 2.1. (Férmula Esquemdtica Atémica) E é uma formula esquemdtica

atomica em Lg se, e somente se, I € um simbolo proposicional ou E € T.



2.3 Sistema Esquematico de Deducao Natural S 19

Defini¢ao 2.2. (Férmula Esquemdtica) Uma formula esquemdtica E € definida in-

dutivamente por:

a) Uma formula atémica em Ly € uma formula esquemdtica.
b) Se E é uma férmula esquemdtica, entao EE € uma formula esquemdtica.

c) Se Ey, .., E, sao formulas esquemdticas, entao ®(E1, .., E,) € uma féormula esquemdti-

ca.

Asletras E, F', G, H, I e J, com ou sem indices, sao utilizadas para representar
formulas esquematicas. As letras gregas A, I', = e A representam conjuntos de férmulas

esquematicas.

Seja F uma férmula esquematica nao atomica. Entao E é da forma £FE; ou da
forma ®(F, .., E,) e £ e ®, respectivamente, sao suas constantes 16gicas principais. Se £ é
a constante l6gica principal de uma féormula esquematica E, entao dizemos que E é uma
formula esquematica negativa. Se a constante légica @ é a constante légica principal de

uma férmula esquematica F, entao dizemos que F é uma féormula esquematica positiva.
Definigao 2.3. (Subféormula Esquemdtica) A nogio de subformula esquemdtica é
definida indutivamente por:

a) Seja E uma formula esquemdtica, entio E é subformula esquemdtica de E.

b) Se ®(Ey, .., Ey, .., E,) € subformula esquemdtica de E, entdo Ey, .., Fy, .., E,

sao subformulas esquemdticas de E.
c) Se £E é subformula esquemdtica de Ey, entdo E é subformula esquemdtica de E;.
O conjunto das subférmulas esquematicas préprias de uma férmula esquema-
tica E é o conjunto das subférmulas esquematicas de £ menos E.

Definigao 2.4. (Grau de uma Férmula) O grau de uma formula E € definido como

o numero de constantes logicas esquemdticas em E, excetuando-se a constante logica T.

As figuras de regras esquematicas consistem de uma introducao e de uma elimi-
nacao para as constantes esquematicas ® e £&. Além disso, ha duas figuras de regras para

o absurdo esquematico 7, uma para permitir que sistemas de Deducao Natural concretos
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para a logica classica sejam instancias de nosso sistema esquematico e outra para permitir
que sistemas de Deducao Natural concretos para a logica intuicionistica sejam instancias
de nosso sistema esquematico. Assim, conforme introduziremos na defini¢ao 2.9, o sistema
esquematico de Dedugao Natural S serd definido em fungao das seguintes figuras de regras

esquematicas mostradas abaixo:

Definig¢ao 2.5. (Regras Esquemdticas) As regras sao indicadas abaizo pelas figuras 1

ab:

a) regras de introdugdo:

1) s regras esquemdticas de introdugao, onde o indice i varia de 1 a s. Abaizo

mostramos a i-ésima regra:

EARAYE [E5] (A5 (B0 [A,)°
P X b
AN G } G . Gi|
1 = 1 ’ 2Dl (4)

1 s 1 s
¢<H1,17 “7Hps,h§s7G1’ cey Gps)

A regra i tem p; premissas e, além disso:

a) 2% € um conjunto finito de férmulas esquemdticas H;,l,..,H;’ll,‘.,H]?,h;_,
para hj- > 0, que podem ser descartadas pela aplicagao da regra;
b) A% € um conjunto finito de formulas esquemdticas Ejvl,..,Ej’ZQ,..,Ej’e;,

para eé. > 0, que também podem ser descartadas pela aplicacao da regra.

2) Regra esquemdtica de introdug¢ao da nega¢ao:

[H]*
b))
T
T¢I,
7] §la).
b) Regras de eliminagdo:
3) Regra esquemdtica de eliminag¢do:
(AT (G [ [Ge (G )
! z
O(HL,, . H® . ,G,.,G5) Al.A°El =3 F . F
1,1 ps,hs 0 1 Ds 1-—=ps @E(a) (5)’
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onde:

a) A" é um conjunto finito de férmulas esquemdtica M, -leig)) .M, para

m? >0, que podem ser descartadas pela aplicacdo da regra.

4) Regra esquemdtica de eliminag¢ao da negagao:

¢EH H
B §E(@).

¢) Regras para o absurdo:

5) Regra esquemdtica para o absurdo cldssico:

[EH]
b

T

H C(a).

6) Regra esquemdtica para o absurdo intuicionistico:

% Ti-

Denominamos de premissas esquematicas intermediarias as formulas esque-
maticas do conjunto A; da regra esquematica de introducao. As demais ocorréncias de
formulas que ocorrem imediatamente acima da linha de inferéncia denominamos de pre-
missas. Dizemos que as premissas intermediarias dos conjuntos A§- estao associadas a pre-
missa j da regra i. As premissas Gé» das regras esquematicas de introdugao podem depen-
der das féormulas esquematicas dos conjuntos E; e A; e de outras hipéteses denominadas
hipéteses permissiveis. Cada regra esquematica de introducao é composta de quantidades
finitas nao definidas de premissas intermediarias, de hipdteses intermediarias, de premis-
sas, de hipoteses permissiveis e de hipdteses que podem ser descartadas pela aplicacao
da regra. Conforme podemos verificar no item a.1) da definigao 2.5 introduizida acima,

existe uma quantidade s finita nao definida de regras esquematicas de introducao.

A conclusao de nossa regra esquematica de introducao, a férmula esquematica
O(H 1171, o H;sﬁ%s G st), é diferente da conclusao da regra esquematica de introdugao
de Prawitz [40] e Chi [7], nestes casos, a férmula esquemética ®(F1, .., F,,). Diferentemente
de nossa abordagem, Chi [7] e Prawitz [40] garantiram que as premissas e hipdteses de sua

regra esquemdtica de introdugao, vide item a.1) da defini¢ao 2.5 acima, sdo subférmulas
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da conclusao por meio da checagem do resultado da instanciagao de férmulas esquemati-
cas. Ou seja, eles definiram uma relacao de subféormula que existe entre a conclusao de sua
regra esquematica de introdugao e as premissas e hipoteses utilizando niveis de abstragao
distintos !. Com o nosso formato, garantimos que as hipdteses esqueméticas que podem
ser descartadas e as premissas esquematicas utilizadas na i-ésima regra esquematica de
introducao sao subférmulas esquematicas proprias da conclusao. Além disso, o grau da
formula esquematica que é conclusao da aplicacao da regra é maior do que os graus das
premissas e das hipoteses descartaveis. Esses fatos possibilitaram o estudo prova-tedrico
de sistemas esquematicos em um nivel de abstracao que independem de conceitos que
pertencem ao contexto do estudo prova-tedrico de sistemas instancias de regras esquema-
ticas, pois, do contrério, nao teriamos, por exemplo, como garantir que o Indice de uma
Deducao? diminuird apds a aplicacdo de uma reducdo, como mostraremos na prova do

Lema 4.23 na segao 4.2.

Todas as premissas e hipoteses de todas as s regras esquematicas fazem parte
da definigao da férmula ®(H{ 1, .., H;S’hzsm NE G, ) que é conclusao de uma i-ésima regra
esquematica de introdugao qualquer. A regra para introducao da disjuncao do sistema
intuicionistico definido por Prawitz [38], por exemplo, é um exemplo concreto onde isto

também ocorre.

No nosso esquema de introducao, mantemos a mesma intuicao por tras das
regras esquematicas de introducao de Prawitz, ou seja, a introducao de conectivos logicos
segue de premissas que podem ser deduzidas de hipoteses descartadas ou nao pela aplicagao
de uma regra. Além disso, o padrao de nossas regras esquematicas de introducao assemelha-
se ao padrao da regra Promotion definida por Bierman em [5] para um sistema de Dedugao
Natural para a légica linear e da regra definida por Bierman e de Paiva [4] de introdugao
do operado modal para a necessidade, o operador 0. Mostramos abaixo estas duas regras.
Acreditamos que, dessa forma, obtemos uma quantidade maior de sistemas instancias de
nossas regras esquematicas do que, por exemplo, a quantidade obtida a partir da instan-

ciagao das regras de Chi [7].

IConforme j4 comentamos, Prawitz ndo define de modo claro, no nosso entendimento, o que é uma
instancia de sua regra esquemadtica. A nossa interpretacdo do seu texto descrito em [40] nos levou a

conclusao descrita nesse paragrafo.

2A nocao de Indice de uma Deducao sera introduzida na definicao 4.19.
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Regra de Bierman:

A} % .. [!Aie%]a
I
AT, 1AL, A
’ ' 1 Promotionq)
1A
Regra de Bierman e de Paiva:
[OAL] .. [DA] L]0
b
OAf, ...04;, A
: — O/a)
OA

Como consequéncia de nossa abordagem descrita acima, regras concretas ins-
tanciadas com base em nossa regra esquemaética de introducao podem utilizar premis-
sas que dependem exclusivamente de férmulas de determinados formatos. A regra Of
mostrada acima é um exemplo de regra que pode ser construida a partir de nossas regras
esquematicas e cujas premissas dependem exclusivamente de ocorréncias de férmula de
formato OA, para uma féormula A qualquer. Na secao 3.2.3, mostraremos outros exemplos

de regras que tém esta caracteristica descrita nesse paragrafo.

Com relacao a regra esquematica de introdugao da negagao, denominamos a
formula esquemaética H de hipotese descartada pela aplicagao da regra, 7 de premissa e

&H de conclusao da aplicacao da regra.

De forma similar ao que foi dito para a regra esquemaética de introducao,
utilizamos nas regras esquematicas de eliminacao, além dos formatos usuais da eliminacao
da disjungao e da eliminagao da implica¢ao como definidas por Prawitz em [38], o padrao
da regra Promotion de Bierman e de Paiva [5]. Regras instancias construidas com base
na regra esquematica de eliminacao podem utilizar premissas que dependem de férmulas
de determinados formatos, como por exemplo, a regra de eliminagao do operador modal

<& de Bierman e de Paiva [4] mostrada abaixo:
[OBj]*...[OBL,]* [A]
)
CA OBj,..,0B!, B
B

CEq)

Também como ocorre com relacao a regra esquematica de introducgao, a uti-
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lizacao do padrao da regra Promotion na regra esquematica de eliminagao implica que o
formato de suas instancias sao diferentes dos formatos das regras de eliminacao usuais e
obtemos, provavelmente, uma quantidade maior de sistemas instancias de nossas regras

esquematicas do que, por exemplo, obtemos a partir das regras de Chi.

Denominamos a férmula esquematica ®(Hj ,, .., HS b Gi,..,Gs.) daregra es-
quemética de eliminacao de premissa maior. Denominamos as férmulas M{, .., M} .., M" .
do conjunto A’ de premissas esquemdticas intermedidrias. Dizemos que as premissas inter-
medidrias do conjunto A’ estdao associados a i-ésima premissa menor. As férmulas esque-
maticas do conjunto A’ podem ser descartadas pela aplicacao da regra e sao denominadas
de hipoteses intermedidrias. Denominamos as férmulas esquemaéticas dos conjuntos E;
de premissas menores vinculadas e as férmulas F' de premissas menores. As premissas
menores da regra esquematica de eliminacao nao podem depender de outras férmulas
esquematicas, além das hipoteses G;_ e das hipoteses intermediarias. A nocao de Regras

de Deducao para a regra esquematica de eliminagao introduzida na defini¢ao 2.8 explicita

esta restricao.

Na regra esquematica de eliminacao da negacao, denominamos a férmula es-
quematica ¢ H de premissa maior, H de premissa menor e o 7 de conclusao da aplicacao

da regra.

Conforme comentaremos na se¢ao 3.1, instanciar, no nosso entendimento, signi-
fica construir uma regra concreta cujas féormulas sao definidas em uma linguagem dife-
rente da linguagem das férmulas da regra esquematica que serviu de modelo para sua
construcao. Dizemos que instancias construidas desta forma sao instancias verticais.
Conforme ja comentamos na segao 2.1, Prawitz, em [38], definiu um outro tipo de instan-
ciacao que utiliza a mesma linguagem das regras originais. Denominamos as instancias
definidas deste modo de instancias horizontais e mostraremos, na secao 3.2, exemplos de

tais instancias para alguns sistemas concretos.

Definiremos abaixo como instancias horizontais da figura da regra esquematica
de introdugao introduzidas na definigao 2.5, item a.1), devem ser apresentadas e, na se¢ao
3.1, definiremos procedimentos para construcao de suas instancias verticais. A definicao

de instancias horizontais para as demais regras esquematicas é feita de modo similar.

Defini¢ao 2.6. (Instdncia Horizontal da Regra esquemdtica de Introducgdo)

Dizemos que (Eh,....,E,/E) é uma instancia horizontal de uma regra esquemdtica de
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pi
introdugado, a i-ésima regra, por exemplo, paran = ni+p;, ny=y e;, B e E formulas es-

j=1
quemdticas, se (Ey, ..., B, /E) tem a forma da figura da regra esquemdtica de introdugcao.
Portanto, dizemos que (Ey, ...., E,/E) é uma instancia da regra esquemdtica de introdugdo

se.

a) E, .., E,, sdo premissas intermedidrias esquemdaticas;
b) Enii1, s Enygp, sG0 premissas esquemdticas.

c) E € uma férmula esquemdtica e tem a forma

1 1"

! / 1 11
@(EH’ .oy Em/7 El g ey Em”7Enl+17 “ey En1+pi7 El g vy Em///), Ond€.’

/ !/ ~ , e ~
c.1) Ej, B sao formulas esquemdticas que podem ou nao ser descartadas por
todas as s regras que sao instancias horizontais da regra esquemdtica de in-

troducao que tem como conclusao E.

1 " ~ . S . ~ . A .
c.2) Ey,.,E , sio as premissas esquemdticas das regras 1,..,i—1 que sao instancias
m

horizontais da regra esquemdtica de introducao e que tem como conclusao E.

1" 1" ~ . s, . ~ . A .
c.3) E;, .., Em/// sao as premissas esquemdticas das regras i+1,..,s que sao instancias

horizontais da regra esquemdtica de introducdo e que tem como conclusao E.

Dizemos que as féormulas F4,..,E,, para n > 0, que sdo premissas de uma
instancia horizontal de uma regra esquematica introduzida na defini¢ao 2.5, sao vizinhas

uma das outras, ou seja, A; é vizinha de A;, para i,j < n e ¢ diferente de j.

As instancias horizontais da regra esquemadtica de introducao tém uma quan-
tidade fixa nao definida de premissas intermediarias e de premissas. O mesmo ocorre nas
instancias da regra esquematica de eliminacao com relagao a premissas menores vincu-

ladas, premissas menores e premissas intermedidrias.

As hipdteses que podem ser descartadas e premissas de todas as instancias
horizontais da regra esquematica de introdugao que concluem uma férmula esquematica
E fazem parte da definicao da féormula esquemaética E. Exemplificamos abaixo como isso

ocorre, utilizando regras concretas para facilitar a explicacao.

Considere as instancias horizontais concretas, (A;/ V (A1, Az)) e (Ay/ —
(A1, Ay)), respectivamente, das regras de introdugao da disjungao e da implicagao, como

definidas em Prawitz [38]. Com relacao a instancia (A;/V (A1, Az)), observe que a férmula
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Ag estd na definicao de sua conclusao, mas também é premissa desta outra instancia
(As/ V (Aq, Ag)) da regra de introducao de A; V As.
Com relagao a instancia (Ay/ — (Aj, A2)) da introdugao da implicacao, note
que nao temos como saber se a hipétese A; foi descartada ou nao pela aplicacao da regra.
Considere, neste outro exemplo apresentado a seguir, que exista na linguagem

de uma logica concreta qualquer, o conectivo logico concreto — definido por estas duas

figuras de regra de introdugao:

[é]“ [lz]“
C D
— Iy, — 1(q).
— (4, B,C, D) (@) — (4, B,C, D) (@)

Sejam, respectivamente, (By/ — (Ay, A, B1, Ba)) e (Bs/ — (A1, As, B1, Bs))
duas instancias horizontais. De modo similar ao que comentamos com relagao as regras
para introducao da disjuncao e da implicacao, a premissa By e a hipétese A, da segunda
instancia também faz parte da definicao da férmula que é conclusao da primeira instancia.
Fato semelhante ocorre com relacao a By e A;. Além disso, nao é possivel sabermos se as
hipoteses Ay, na primeira instancia, e A,, na segunda instancia, foram ou nao descartadas

pela aplicagao da regra.

Explicagao semelhante pode ser realizada com relacao as instancias horizontais
das regras esquematicas de introducao. Por este motivo, dizemos que as regras esquemati-
cas de introducao sao regras esquematicas improprias porque podem descartar hipoteses,
porém esta informacao nao pode ser recuperada a partir da analise de suas instancias

horizontais.

Além da regra esquematica de introdugao, as regras esquemaéticas de elimina-
¢ao, do absurdo cléssico e a regra para introducao da negacao também sao impréprias. As
regras esquematicas para eliminacao da negacao e absurdo intuicionistico nao descartam
hipoteses, portanto, suas instancias horizontais as definem completamente e sao denomi-

nadas de regras esquematicas préprias.

Note, porém, que uma regra concreta pode ser prépria mesmo sendo uma
instancia vertical de uma regra esquematica impropria. Para tanto, basta que ela tenha
sido construida sem que haja descarte de hipéteses utilizadas em dedugoes de suas pre-

missas.
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Por existirem regras de inferéncias impréprias, conforme explicamos nos pa-
ragrafos acima, definimos o conceito de regras de deducao esquematicas. Uma regra
de deducao esquemdtica é uma regra que permite que uma féormula esquematica seja
concluida a partir de premissas que também sao deducgoes. Lembramos que na definicao
2.5 introduzimos as defini¢oes de figuras de regras esquematicas. De modo similar ao feito
por Prawitz em [38] com relagao as suas regras de inferéncia, a partir das figuras das regras
definimos suas instancias esquematicas horizontais e, conforme explicamos nos paragrafos
acima, nao € possivel, a partir das instancias esquematicas horizontais associadas as figuras

de algumas regras, inferir a dependéncia entre sua conclusao e suas hipdteses.

Abaixo definimos como instancias de regras de dedugao esquematicas para a
regra de introducao e de eliminagao devem ser especificadas. Definimos instancias de
regras de deducgao esquematicas para as regras esquematicas de introducao da negacao e
absurdo classico de modo similar. Denominamos as regras de deducao esquemaéticas para
a regra de introducao de regras de deducao esquemaéticas de introducao. De modo similar,
denominamos as regras de deducao esquematicas para a regra de eliminacao de regras de

deducao esquematicas de eliminacao.

Definigao 2.7. (Instdncia de uma Regra de Deducdao esquemdtica de In-

troducdo)

A forma de uma instancia da regra de dedug¢dao esquemdtica de introducao deve

ser especificada por:

PL<< T, A} >, < AL > <TG >,..,<T}, Gl >,

<AR(Hiy, . Hy e ,Gh, oGy ) >>, onde A=T UL UT, UT] —{Z], ATH U U(T, —

E;i’A;i}) e G; nao € igual a T, para 1 < j < p;.
Defini¢ao 2.8. (Instdncia de uma Regra de Deducao esquemdtica de Elimi-

nac¢ao)

A forma de uma instancia de uma regra de dedugao esquemdtica de eliminacao

deve ser especificada por:

PE: << F,(I)(Hil,..,H;Svhzs,G},..,G;S) > <THA > <IN > <TLEH> L <

Is 25 > <TLF>  <I*F><AF>> onde A=TUT",  T*UT{U..UT}

A=TuUr?, ., F'SUP%U..UF;S implica que as premissas da regra esquematica de

eliminacao dependem exclusivamente das hipoteses, intermedidrias ou nao, descartaveis.
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Isto ocorre, também, em todas as instancias horizontais de suas regras concretas. Note,
entretanto, que pode ser o caso de uma premissa menor de uma instancia de uma regra de
deducao concreta de eliminacao nao utilizar nenhuma hipétese intermediaria ou mesmo
nao utilizar nenhuma hipétese. De modo andlogo, é possivel que uma instancia de uma
regra de deducao concreta de introducao nao utilize nenhuma hipdtese intermediaria,
assim como é possivel que uma outra instancia desta mesma regra concreta de deducao

dependa exclusivamente de hipdteses intermediarias descartaveis.

Finalizamos este capitulo introduzindo as defini¢oes de sistema esquematico

de Deducao Natural e de deducao esquemaética:
Definicao 2.9. (Sistema Esquemdtico de Dedug¢ao Natural S)

O sistema esquemadtico de Dedugao Natural S considerado neste trabalho é de-
terminado pelas regras de deducao esquemdaticas de introducao, de introducao da negacao,
de eliminacao e do absurdo classico, além das regras esquemdticas proprias de eliminacao
da negacao e do absurdo intuicionistico. As regras de deducdo esquemdticas de introducao,
de introducao da negagao, de eliminacao e do absurdo cldssico e as regras esquemdticas
proprias de eliminacao da negagao e do absurdo intuicionistico sao definidas em fungdo

das figuras de regra introduzidas na definicao 2.5.
Defini¢ao 2.10. (Deducao esquemdtica)
Dizemos que 11 € uma deducao esquemdtica em S que depende das formulas

de um conjunto I' e que conclui E, se:

a) E € uma deducao de E que depende do conjunto {E'}.

b) Se Il;, para 1 < 1 < n, € uma dedugcio de E; que depende de T';, entao 11 igual
1--1dn
E ¢ uma deducao de E que depende de A, caso um dos itens abaizo sejam

verdadeiros:
b.1) (E, ..., E,/E) é uma instancia horizontal de uma regra esquemdtica propria e
A =T41U..UL,.

b.2) << I't,Ey >,..,< T, E, > < A E >> ¢ uma instancia de uma regra de

deducao esquemdtica.

IT é uma deducao esquematica no sistema S de E a partir de I', se, e somente

se, II é uma dedugao em S de F que depende de I' ou de um subconjunto de I'. E é
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dedutivel a partir de I' no sistema S, se, e somente se, existe uma dedugao em S de E a
partir de I'. Nesse caso escrevemos I' g F para indicar que E é dedutivel a partir de I’
em S. Por fim, uma deducao de E que depende de I' onde I" é um conjunto vazio é uma

prova de F.

2.4 Sistema Esquematico de Deducgao Natural s’

~ . . o ~ / ez
Nesta secao, definiremos o sistema esquemaético de Deducao Natural S° que servira de base
para a especificacao de um procedimento que normaliza dedugoes, conforme mostraremos
na secao 6.2. Nao utilizaremos o sistema S como base para a defini¢ao deste procedimento

pelos motivos expostos abaixo.

A nossa prova de normalizacao fraca para o sistema esquematico S’ se basears
em uma abordagem semelhante a que Prawitz utilizou na prova de normalizacao fraca
para o sistema I de Dedugao Natural para a légica intuicionistica [38]. A diferenga entre
a prova para o sistema S e a prova para S é que, na prova da normalizacdo para o
sistema S, definimos uma ordem de escolha dos desvios que serdo removidos e, portanto,
uma estratégia para encontrar uma sequéncia de reducao especifica que normaliza uma
deducdo em S’. Por um outro lado, na prova de normalizacio fraca para S, mostramos
apenas que existe uma sequéncia de redugoes que normaliza dedugoes em S, mas nao

definimos uma estratégia de escolha de desvios a serem eliminados.

A prova da normalizacéo do sistema S’ e a identificacdo de uma sequéncia es-
pecifica que normaliza uma deducdo em S’, portanto, possibilitara a definicdo do procedi-
mento apresentado na secao 6.2 que normaliza dedugoes realizadas em sistemas concretos
definidos em funcio de regras instancias das regras que definem o sistema S'. Como tra-
balho futuro, pretendemos modificar a prova de normalizagao do sistema S para utilizar
uma estratégia semelhante & utilizada na prova de normalizacdo de S' e adaptaremos o

normalizador de deducoes para se basear nesta nova normalizacao do sistema S.

A linguagem esquematica L’E é utilizada na especificacao das regras esque-
méticas do sistema S'. De modo diferente da linguagem Ly do sistema S, ela contém
somente o conectivo esquemaético sentencial & como constante logica, além de simbolos
proposicionais esquematicos. Nao h&a, portanto, um conectivo esquematico sentencial

especifico para a negacao esquematica.
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Formulas esquematicas atomicas e férmulas esquematicas sao definidas para o

sistema S” do seguinte modo:

Definicao 2.11. Formula Esquemdtica Atomica E é uma formula esquemdtica a-

A . / 7 -, .. sy s,
tomica em Ly se, e somente se, E é um simbolo proposicional esquemdtico ou € T.

Definigao 2.12. (Formula esquemdtica) Uma formula esquemdtica E é definida in-

dutivamente por:

7 A . ’ 7 7’ /g
a) Uma formula atomica em Ly € uma formula esquemdtica.

b) Se E, .., E, sao formulas esquemdticas, entao ®(E,,.., E,) € uma formula esque-

mdtica.

Definigao 2.13. (Grau de uma Foérmula) O grau de uma formula E € definido como

o numero de constantes logicas esquemdticas em E, excetuando-se a constante logica T.

. 7 ! . ~ ~
As figuras de regras do sistema esquematico S, mostradas abaixo, sdo versoes
das figuras das regras esquematicas de introducao e de eliminagao do sistema S, expostas

no capitulo 2, definicao 2.5.
Definicio 2.14. (Regras esquemdticas para Definicdo do Sistema S') As regras

sao indicadas abaizo pelas figuras 1) e 2):

1) s regras esquemdticas de introducao, onde o indice i varia de 1 a s. Abaizo mostramos

a 1-€sima regra:

= EFES
DD I
G G G,

1 s 1 s q)[(a)
@(H1717 cey Hp37hgs 5 G17 .oy Gps)

A regra i tem p; premissas e =t é um conjunto finito de férmulas esquemdticas

J
Hi . Hi, . . H

i g Hy s que podem ser descartadas pela aplicagao da regra.

2) Regra esquemdtica de eliminag¢do:

[G1%.[G},]* [G5)e.. (a5,
1 38

1 s =1 —=s
¢l,..Gy) =hE.  F . F

™

(I)(Hil,..,Hs

ps,h5 .0

QE ().
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As defini¢coes de instancias horizontais, de instancias das regras de deducao
para @1 e ®F e de regras esquematicas improprias sao similares as respectivas defini¢oes
para o sistema S. A diferenca principal entre a forma das instancias da regra de deducao
para a regra ®FE de S e a forma das instancias da regra de deducao para a regra ®F

/ 7/ ~ Ve . . A . . .
de S é que, neste caso, nao é exigida dependéncia exclusiva de suas premissas menores
com relacao as hipdteses descartadas na aplicacao da regra. O sistema esquematico de

Deducao Natural S* é definido do seguinte modo:
Definigio 2.15. (Sistema Esquemdtico de Deducdo Natural S')

O sistema esquemdtico de Deducdo Natural S € determinado pelas regras de
deducao esquemdaticas de introducao e de eliminac¢ao definidas em funcao das figuras de

regras introduzidas na definicao 2.1/

. . o~ ~ s, . !/, . .
Por fim, salientamos que a definicao de deducao esquemaética em S ¢é similar

a introduzida na definicao 2.10 para o sistema S.

2.5 Conclusao

Neste capitulo, introduzimos a definicao de nossas regras esquemdticas e, seguindo o
mesmo roteiro de Prawitz [38] para definigdo de sistemas de Dedugao Natural, apresenta-
mos formalmente dois sistemas esquematicos de Dedugao Natural. A principal vantagem
desta nossa abordagem é que, visto que nos baseamos em uma sequéncia de defini¢oes
bem conhecida na literatura, futuros resultados prova-tedrico relacionados a sistemas es-
quematicos do tipo definidos nesta tese e novos resultados dentro da Teoria Abstrata da

Prova serao, na nossa opiniao, facilitados.

Nossas definigoes esquematicas sao independentes de definigoes relacionadas a
sistemas concretos. Consideramos este fato uma vantagem devido ao que explicamos a
seguir. Prawitz, no artigo [40], define suas regras esquematicas com objetivo de provar
uma completude dos operadores proposicionais usuais com relagao aos que podiam ser
definidos em funcao de suas regras esquematicas. Diferentemente de nossa abordagem
e na nossa opiniao de modo apropriado para suas intencoes, ele define conceitos es-
quematicos baseando-se, também, em conceitos concretos. Como exemplo, lembramos
que a sua definicao informal de férmula esquematica considera a utilizacao de conecti-

vos sentenciais. Além disso, ele tentou provar esta completude comentada acima em
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um sistema que é definido, conjuntamente, em funcao de regras esquematicas e regras
proposicionais usuais. Porém a regra de eliminacao da impliacagao nao era instancia de
sua regra esquematica de eliminagao. No nosso caso, definimos formulas esquemadticas
baseando-se exclusivamente em constantes logicas esquemaéticas. Isto, no nosso entendi-
mento, torna os sistemas esquematicos independentes de suas instancias. A importancia
deste ultimo fato é que, se aceitarmos que um sistema tenha regras de nivel de abstracao
distintos, como serd o método de instanciar regras? Utilizaremos somente as regras es-
quematicas? E se o sistema esquematico, definido conjuntamente por regras esquematicas
e regras proposicionais usuais, incluir regras para a introducao da disjuncao usual, como
instanciaremos um sistema proposicional modal sem a disjun¢ao? Para quais propositos
utilizaremos regras em conjunto e para quais objetivos nao utilizaremos regras esquema-
ticas e concretas em conjunto? Como definiremos conceitos utilizados em uma Teoria
da Prova Esquematica, como por exemplo, como definiremos o conceito de instancias de
regras de inferéncia? A necessidade de responder a estas perguntas nos indica, no nosso
entendimento e para os nossos objetivos, que a separacao de conceitos é a estratégia mais
adequada. O que comentamos neste paragrafo exemplifica o queremos dizer com o ato de
definir de modo autocontido uma Teoria da Prova para sistemas esquematicos de Deducao

Natural.

Um outro exemplo que podemos citar é o seguinte. Chi, em [7], define o con-
ceito de subférmula baseando-se em instancias de sua regra concreta. Caso adotassemos
esta definicao de Chi, a justificativa, na prova de normalizagao para o sistema esquematico
S, especificamente na prova do Lema 4.23, de que ap6s a eliminacao da férmula maxima
do tipo a.z.1 diminuiremos o grau da formula maxima teria que ser feita com base no ar-
gumento de que as premissas e hipoteses das aplicacoes de regras concretas de introdugao
que sao instancias de nossas regras esquematicas sao subférmulas das conclusoes das res-
pectivas aplicagoes destas mesmas regras. Argumento semelhante deveria ser utilizado,
caso utilizdssemos as defini¢oes de regras esqueméticas de Prawitz [40]. Ressaltamos,
também, que as regras esquemaéticas de Chi e de Prawitz possibilitam que regras instancias
obedecam ou nao a restricao da subférmula que comentamos acima. Isto implica que, de-
pendendo da propriedade que estivéssemos tentando obter para um sistema esquematico,
terifamos que optar por alguma das possiveis relacoes que existem entre a conclusao de
regras concretas e premissas e hipoteses. Devido a esta dificuldade, principalmente, en-

tendemos que a definicao de conceitos independentes torna o sistema esquemaéatico mais
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bem definido quando comparamos com as abordagens de Chi e de Prawitz especialmente

quando buscamos provas de propriedades no contexto esquematico.

Além do que esta exposto nos paragrafos anteriores, na abordagem de Prawitz,
assim como também ocorre na abordagem de Chi [7], nao fica claro o que ¢ instanciar uma
regra esquematica. Novamente, se o objetivo de regras esquematicas é o estudo de comple-
tude de operadores, entao entendemos que tal abordagem ¢ a mais adequada. Porém, se
considerarmos que a definicao de regras esquematicas tem por objetivo a definicao de sis-
temas esquematicos, a prova de propriedades para estes sistemas e a consequente garantia
da validade destas propriedades para sistemas instancias, entao é necessario definirmos
precisamente como suas instancias sao construidas. Isto é importante, no nosso modo de
ver, para que nao haja dividas do tipo se uma regra é ou nao instancia das regras esque-
maticas, como ocorre, por exemplo, com relacao a regra para o absurdo intuicionistico.
Caso contrario como poderemos nos certificar se um determinado sistema intuicionistico
herda ou nao propriedades provadas para um sistema esquematico? Outra vantagem de
definirmos precisamente procedimentos que instanciam regras esquematicas, conforme co-
mentamos novamente na conclusao do capitulo 3, é que tais procedimentos possibilitam

a automatizacao da construcao de regras concretas.

Por fim, ressaltamos que, diferentemente de nossa abordagem, as regras esque-
maticas de Chi e de Prawitz nao sao instanciadas por sistemas modais. Dessa forma, além
da importancia da logica modal para a Ciéncia da Computacao conforme exemplificaremos
na sec¢ao 3.2.3, lembramos que a quantidade de sistemas que herdarao propriedades prova-
tedricas obtidas no contexto esquematico serd, provavelmente, maior do que a quantidade
de sistemas que herdariam propriedades caso nosso estudo tivesse por base as regras es-

quematicas de Chi ou as de Prawitz.
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3 SISTEMAS CONCRETOS DE
DEDUCAO NATURAL

Neste capitulo, apresentaremos sistemas, ditos concretos, de Deducao Natural definidos
em funcao de regras construidas pela execucao dos procedimentos introduzidos na secao

3.1

Regras concretas sao especificadas tendo por base as regras esquematicas dos
sistemas S e S introduzidas nas definicdes 2.5 e 2.14. Focaremos nas regras concretas
construidas a partir do sistema .S por possibilitar uma quantidade maior de comparagoes
com importantes sistemas encontrados na literatura, conforme faremos secao 3.3. Denomi-
naremos o ato de construir regras concretas, a partir de regras esquematicas, de instanciar

verticalmente. Denominaremos, também, regras concretas de instancias verticais.

Na secao 3.2, mostraremos exemplos de sistemas concretos de Deducao Natural
definidos em func¢ao de regras concretas construidas a partir das regras de S. Isto evidencia
a abrangéncia das regras esquematicas propostas por esta tese, no sentido de que elas
sao instanciadas por regras equivalentes a regras que definem importantes sistemas de
Dedugao Natural encontrados na literatura. Apresentaremos na se¢ao 3.3 estas provas de
equivaléncia que garantem que os sistemas instancias de nossas regras esquematicas sao

corretos e completos com relacao as respectivas logicas para as quais eles foram definidos.

Por fim, na conclusao, apresentaremos os principais resultados atingidos neste

capitulo.

3.1 Regras Concretas

Regras concretas sao especificadas em uma linguagem, dita concreta, diferente da lin-
Y Y

guagem das regras esquematicas nas quais elas se basearam para serem construidas. Uma

linguagem concreta Lo contém constantes logicas que dependem de cada logica para a

qual um sistema de deducao natural serd definido, além de simbolos proposicionais con-

cretos. O conjunto das constantes légicas é constituido de conectivos sentenciais e, se for
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o caso, da constante sentencial L para o absurdo.

Utilizaremos a notacao sintatica P e (), com e sem indices, para simbolos
proposicionais de uma linguagem concreta L. Utilizaremos as letras A, B e C, com e
sem indices, como notacao sintatica para férmulas concretas. A é uma férmula atomica
concreta, se, e somente se, ela ¢ um simbolo proposicional ou é o 1, caso o L faga parte
da linguagem concreta. Abaixo definimos formalmente os conceitos de férmulas concretas

e de subformula concreta.

Defini¢ao 3.1. (Foérmula Concreta) A nocao de formula concreta € definida induti-

vamente com seque’

a) Uma formula atémica concreta em Lo € uma formula concreta.

b) Se Ay,..,A,, paran > 1, sao formulas concretas em L¢, entdo A(Ay, .., A,) também
¢ uma formula concreta. N € uma constante légica concreta de aridade n, com

excecao do L, caso esta faca parte de L¢.

Formulas concretas que tém o operador de negagao — como operador mais ex-
terno sao denominadas féormulas concretas negativas. Formulas concretas que nao tém o
operador de negacao — como operador mais externo sao denominadas de férmulas concre-
tas positivas. Além disso, na apresentagao de féormulas concretas da forma A(A1, .., A,),

omitiremos os parénteses, no caso em que n = 1.

Abaixo introduzimos a definicao de subférmula:

Definigao 3.2. (Subférmula Concreta) A nogio de subformula concreta € definida

indutivamente por:

a) A é subformula concreta de A.
b) Se M(Ayq, .., A,) € subformula concreta de A, entao Ay, .., A, sao subférmulas con-
cretas de A.

Dizemos que uma formula concreta A € subformula concreta propria de Ay, se, e

somente se, A e Ay sdo férmulas concretas distintas.

Definiremos, agora, instanciar verticalmente. O resultado da execucao dos

procedimentos introduzidos nas defini¢oes 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 sao figuras de regras
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concretas. Apresentaremos defini¢oes para construcao de instancias verticais para cada

uma das seis regras esquematicas introduzidas na definicao 2.5.

Definigao 3.3. (Instanciar Verticalmente Regras esquemdticas de Introdugdo)

Instanciar verticalmente as regras esquemdticas de introducao significa construir uma ou

mais figuras de regras concretas utilizando como modelo as s figuras de regras esquemdticas

de introducao. Nesse caso, 0s sequintes passos devem ser sequidos:

a.1)

a.2)

a.3)

Define-se a quantidade de regras de introducdao que serdao construidas atribuindo um

valor maior do que zero para s.

Opcionalmente, para cada regra i, 1 < 1 < s, define-se a quantidade de premissas
atribuindo um wvalor para p;. Caso um valor nao seja atribuido para p;, a i-ésima
regra terd a mesma quantidade de premissas da regra esquemdtica que serviu de
modelo. QOu seja, a i-ésima regra construida tera um valor p; fixo nao definido
de premissas. Além disso, cada regra concreta a ser construida utilizard formulas

concretas diferentes do L como premissas.

Opcionalmente, em cada regra i e para cada premissa j, define-se a quantidade de
hipdteses, todas com formas (shape) diferentes, que poderdo ser descartadas pela
aplicagao da regra atribuindo wm valor para h; Caso um wvalor nao seja atribuido
para uma premissa j da regra v, a quantidade de hipoteses serd iqual a quantidade de
hipdteses da regra esquemdtica que serviu de modelo. Ou seja, a j-ésima premissa
da i-ésima regra terd um valor h;'. fizo nao definido de hipdteses. Além disso, cada

regra concreta a ser construida utilizard formulas concretas como hipoteses.

Opcionalmente, em cada regra i e para cada premissa j, define-se a quantidade
de premissas intermedidrias atribuindo um valor para 63-. Caso um valor nao seja
atribuido para 63-, a quantidade de premissas intermediarias associadas a j-ésima
premissa da i-ésima regra a ser construida serd igual a quantidade de premissas
intermedidrias da regra esquemdtica que serviu de modelo. Ou seja, a j-€sima
premissa da i-ésima regra terd um quantidade eé. fixa nao definida de premissas
intermedidrias associadas. Além disso, cada regra concreta utilizard formulas con-
cretas como premissas intermedidrias e deve existir uma quantidade de hipoteses

intermedidrias iqual a quantidade de premissas intermedidrias.
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a.5) Cada regra i terd uma formula concreta positiva \(Ai, .., A,) como conclusio de
modo que o conjunto formado pelas hipoteses descartdveis e pelas premissas de todas
as s regras que introduzem A(Ay, .., Ay) € igual ao conjunto das subfdrmulas proprias
de MAy,..,A,). Nesse caso, dizemos que a regra concreta construida introduz a

constante logica A principal da conclusao.

Especificamos regras esquematicas de introducao e de eliminacao da negacao,
conforme pode ser verificado na definicao 2.5. Observe que, admitindo = A como abre-
viagdo para A — L, como especificado por exemplo em [38] por Prawitz, o passo a.2
da definicao 3.3 implica que a figura da regra concreta de introducao da negacgao usual
nao € instancia vertical da regra esquemaética de introdugao. Além disso, a restri¢ao 3.10,
descrita a frente neste capitulo, impossibilita que o L seja premissa de uma instancia da
regra de deducao para qualquer regra concreta de introdugao, com exce¢ao da regra de
introducao da negacao. Em especial, o 1 nao é premissa de uma instancia da regra de
deducao para a — I na forma usual conhecida. Essas restri¢coes descritas neste paragrafo
foram definidas devido ao fato que especificamos redugoes distintas para o caso onde uma
formula méaxima é consequéncia de uma aplicacao da regra esquemaética de introducao da
negagao ou consequencia de uma aplicagao da regra esquemaética de introducao, conforme

pode ser verificado nas reducgoes introduzidas nas defini¢oes 4.15 e 4.16.

Na sequéncia, mostramos definigbes que permitem instanciar verticalmente as
regras esquematicas de introducao da negagao, de eliminacao, de eliminagao da negacao,

do absurdo clédssico e do absurdo intuicionistico.

Definigao 3.4. (Instanciar Verticalmente a Regra esquemdtica de Introduc¢ao
da Negacgao) Instanciar verticalmente a regra esquemdtica de introduc¢ao da negag¢ao
significa construir uma figura de regra concreta de introducao da negagao utilizando uma
formula concreta A como hipdtese descartavel pela aplicacao da regra, uma formula con-
creta negativa = A como conclusao da aplicacao da regra e a formula concreta 1 como

premissa.

A regra esquematica de eliminagao é definida em funcao das s regras esque-
maticas de introducao. A definicao a seguir permite que construamos uma regra concreta
de eliminacao utilizando como modelo a regra esquematica de eliminacao e as hipoteses e
premissas das regras concretas de introdugao que tem como conclusao uma férmula igual

a sua premissa maior.
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Definicao 3.5. (Instanciar Verticalmente a Regra esquemdtica de Eliminagao)
Instanciar verticalmente a regra esquemdtica de eliminagao significa construir uma figura
de regra concreta de eliminacao utilizando como modelo a regra esquemdatica de eliminacao

e a conclusao de uma regra concreta R de introducdao, sequindo 0s passos abaizo:

a.1) A premissa maior € a conclusao da regra concreta R de introdu¢ao, para a qual serd

construida a regra de eliminacao.

a.2) As premissas menores vinculadas sao todas as hipdteses utilizadas na definicio da

formula que € a premissa maior.

a.3) A regra concreta de eliminagao a ser construida deverd ter um nimero de dedugdes
de premissas menores igual a quantidade s de regras concretas de introdu¢ao cons-
truidas para introduzir a premissa maior. Cada deducao i, para 1 < i < s, de uma
premissa menor utilizard como hipdteses as premissas da i-ésima regra de introdu¢ao

da premissa maior e poderao ser descartadas pela aplicacao da regra.

a.4) Opcionalmente, em cada dedugao i de uma premissa menor, define-se a quanti-
dade de premissas e hipoteses intermedidrias associadas atribuindo um valor para
m*. Caso um valor ndao seja atribuido para m', a quantidade de premissas inter-
medidrias associadas a i-ésima dedug¢ao de wma premissa menor serd igual a quan-
tidade de premissas esquemdticas intermedidrias da regra que serviu de modelo. Ou
seja, a deducdo da i-ésima premissa terd um valor m* fizo nao definido de premis-
sas intermedidrias associadas. A regra concreta a ser construida utilizard formulas
concretas como premissas intermedidrias e deve existir uma quantidade de hipoteses

intermedidrias iqual a quantidade de premissas intermedidrias.

Definigao 3.6. (Instanciar Verticalmente a Regra esquemdtica de Eliminag¢do
da Negacao) Instanciar verticalmente a regra esquemdtica de elimina¢ao da negagao
significa construir uma figura de regra concreta de eliminac¢ao da negacdo utilizando uma
formula concreta negativa —=A como premissa maior da regra, uma formula concreta A

como premissa menor e L como conclusao de sua aplicagao.

Pelo mesmo motivo exposto para a regra de introducao da negagao, as regras
para o absurdo intuicionistico e classico usuais, como definidos em [38], nao sao instancias

verticais da regra esquematica de introducao e nao sao instancias de regras de dedugao
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para regras concretas de introdugao. Visto que nosso procedimento de construcao de
regras concretas de eliminacao depende da existéncia de regras concretas de introducao, as
regras para o absurdo intuicionistico e classico usuais também nao sao instancias da regra
esquematica de eliminagao. Por esses motivos, propomos regras esquematicas especificas
para o absurdo intuicionistico e classico na definicao 2.5 e definimos abaixo como construir

suas instancias verticais:

Definigao 3.7. (Instanciar Verticalmente a Regra esquemdtica para o Absurdo
Cldssico) Instanciar verticalmente a regra esquemdtica para o absurdo cldssico significa
construir uma figura de regra concreta utilizando uma formula —=A como hipdtese que pode
ser descartada pela aplicacdo da regra, uma formula A como conclusao da aplicacao da

regra e a formula atomica L como premissa.

Definicao 3.8. (Instanciar Verticalmente a Regra esquemdtica para o ab-
surdo intuicionistico) Instanciar verticalmente a regra para o absurdo esquemdtico in-
tuicionistico significa construir uma figura de regra concreta utilizando a formula atomica

L como premissa esquemdtica e uma formula concreta A como conclusao.

Observe que a construgao de regras concretas, conforme procedimentos 3.3
a 3.8 descritos acima, determina um mapeamento entre féormulas concretas e férmulas
esquematicas. A restricao descrita abaixo limita o modo como este mapeamento pode

ocorrer:

Definigao 3.9. (Restricdao de Instanciacdao Vertical)

Na construgao de uma regra concreta, a relagao {(E, A)}, para A uma formula

concreta e B uma formula esquemdtica, é uma funcao.

O conceito de instancia horizontal de uma regra concreta ¢ igual ao de instancia
de uma regra de inferéncia definido por Prawitz na pdgina 22 de sua tese [38]. A defini¢ao
de regras de inferéncia préprias e improéprias, a nocao de regras de deducao e a definicao de
instancias de regras de dedugao sao iguais as respectivas defini¢oes e nocoes introduzidas
por Prawitz [38] e apresentaremos alguns exemplos na segao 3.2. Entretanto, as instancias
das regras de dedugao definidas para as regras concretas devem ser especificadas seguindo

a restricao descrita a seguir:

Definigao 3.10. (Restricao das Regras de Dedugcdo Concretas)
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a) As premissas menores de uma instancia da regra de dedu¢do para qualquer regra
concreta de eliminagao devem depender somente das hipoteses e das hipoteses in-

termediarias descartdveis pela aplicacao da regra.

b) Caso o L faca parte da linguagem L, ele nao pode ser utilizado como premissa de
nenhuma instancia de regra de dedugao para qualquer regra concreta de introducao,
com excecao das instancias da regra de dedugao para a regra de introducao da

neqgacao.

Por fim, introduzimos abaixo o conceito de sistema concreto de Deducao Na-

tural:

Definicao 3.11. (Sistemas Concretos de Dedugao Natural) Sistemas concretos
de Deducao Natural sao determinados por regras de deducdo e por regras de inferéncia
proprias definidos em func¢ao das figuras de regras construidas a partir da execuc¢do do
procedimento definidos em 3.3 para cada constante légica de Lc e, opcionalmente, da

execucao de um ou mais procedimentos introduzidos nas definigcoes 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8.

Note que, como consequéncia da definicao acima, todos os sistemas concretos

tem pelo menos uma regra de introducao para cada constante logica de L¢.

Finalizando esta secao, fazemos alguns comentérios sobre a construcao de re-
. / , . ~
gras concretas a partir das regras de S'. Construimos regras concretas de introdugao e
. . ~ . / . . .
de eliminacao a partir das regras de S° de modo similar, respectivamente, ao apresentado
nas definigoes 3.3 e 3.5 introduzidas acima. As diferencas entre os métodos descritos nas

definicoes 3.3 e 3.5 e 0s que constroem regras a partir das regras de S’ sdo as seguintes:

/ ~ o1 . . L Yo
a) As regras de S' nao utilizam premissas intermedidrias esquemadticas;

b) A restricao 3.10 ndo se aplica a instancias das regras de deduc@o para as regras

’ . !
concretas construidas a partir das regras de S .

Como consequéncia, os sistemas concretos instancias de S’ também terao, obri-
gatoriamente, pelo menos uma regra de deducao de introdugao para cada uma de suas
constantes logicas. Além disso, as regras concretas para o absurdo intuicionistico e para o
absurdo cldssico, como definidas por exemplo em [38], ndo sao instancias das regras de S

e a regra para introdugao da negacao poderd ser instancia da regra de deducao definida
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para qualquer regra concreta de introdugao. Por fim, lembramos que o procedimento que
normaliza dedugoes apresentado na secao 6.2 recebe como entrada dedugoes realizadas
em sistemas concretos definidos em funcao de regras instancias das regras esquematicas

que definem o sistema esquemético de Deducio Natural S .

3.2 Exemplos de Sistemas Concretos de Deducao Na-

tural

Nesta secao, definiremos os sistemas concretos de Dedugao Natural My, I, e (', para as
l6gicas minimal, intuicionistica e cldssica, respectivamente. Além desses, definiremos os
sistemas I, e Ig, para a légica modal intuicionistica S4 e os sistemas Cg,, Cq, e Cq,
para a logica modal classica S4. Mostraremos, também, como eles sao obtidos a partir

das regras esquematicas introduzidas na definicao 2.5.

Utilizamos a notacao H > A para indicar que a féormula A foi utilizada em
uma determinada posi¢ao de uma regra concreta porque a regra esquematica que serviu
de modelo para sua construgao possui a férmula esqueméatica H naquela mesma posicao.

Dizemos, nesse caso, que H foi mapeado em A.

Para melhor entendimento, mostramos abaixo um exemplo de execucao dos
passos do procedimento introduzido na definicao 3.3 que constréi figuras de regras de
introducao. Veja que iniciamos a construgao de uma regra concreta, a partir de uma
cépia da regra esquemadtica que, a cada passo, vai sendo modificada até que a construcao
da regra concreta serd finalizada. Isto justifica considerarmos as regras concretas casos

particulares de regras esquematicas.
Na execucao abaixo, considere que a linguagem concreta Lo tem uma Unica

constante légica -

a.l) Atribuimos o valor 1 (um) ao indice s. Como resultado temos a tnica regra apre-

sentada abaixo:

Eeage BB BB

i %) Zh

Al AL Gt . Gl . Gl
. ! PO .

1 1 1 1
S(Hi,, . Hy, Gl Gy)
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a.2) Atribuimos o valor 3 (trés) para p;. Além disso, conforme passo a.2) da definigao

3.3, “cada regra concreta utilizara formulas concretas como premissas”:

[E1" [AT)"[E5]" [As]"[E5)° [Ag]

I ) Z3
A AN, AL A A

®(H{y, .., H},., AL, AL, A))
) N3
a.3) Atribuimos o valor 0 (zero) para hi, h} e hl:

[Af]e[Ag][Ag)"

DI WY

Al ALAL AT AL Al
DA}, A3, Az)

a.4) Nao atribufmos valores para e7, €} e e3:

(B} ..B! 4][B},..BL (B, .BL, )"
! ) =

Bll,l"B%,e% B%,IB%,e%B?{,lB;,eé A% Aé Aili
D(Af, A3, A3)

®10.

a.5) Mapeamos a férmula concreta — (Ay, A3, A3) para ®(Hj,,.., H} .. ,G},.,G} ) e
k) b} pl

chegamos ao formato final da regra de introducao:

1 1 a 1 1 a 1 1 a
(B)1-B] (B}, B) , )" [BY, - B} ]
1 1 1
22} 23 23
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Bl,l--B17e% B2,1'.B27E%B3,1.'B37e§ Al A2 A3

— 1.
— (Al AL, AL @

Como resultado final, temos os seguintes mapeamentos: Gj > A}, G > Al
1 1 gl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gz > Az, By v BM,..,ELe% > By 1,Ey; > BQJ,..,EZE% > By 1,F3, > B371,..,E3’eé > B1,e§ e

1 1
lep? 2,e5’

(H ..,H;hh})l,(}}, ., Gp,) para — (A}, Ay, Ag).

3.2.1 Sistema Minimal M;

Definiremos, nesta secao, as regras de inferéncia do sistema M; de Deducao Natural para
a logica minimal. Provaremos, na se¢ao 3.3.1, que o sistema M; é equivalente ao sistema

M de Dedugao Natural para a légica minimal definido por Prawitz em [38].
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Seguem as regras:
A} Al
a) Introducao da conjungao: A(Al, A}) " . Os valores atribuidos as varidveis e os ma-

peamentos de férmulas executados pelo procedimento introduzido na definicao 3.3 estao

descritos a seguir:

s=1,p=2, Giv A}, Giv A} hi = hi=0ee] =€} =0,

«

onde o simbolo “="indica atribuicao de um valor a um indice.

Observe que a restricao 3.10 aplica-se a instancias de regras de deducgao e nao
a instancias horizontais de regras concretas. Por este motivo, o 1 pode ser premissa de
uma instancia horizontal da regra de introducao da conjunc¢ao, conforme mostramos no

exemplo a seguir:

1) (=By,==Ba/ A (—By,=By));
2) (By,m—=By/ A (B1,7——B3));
3) (L, L/ A (L, L))

[Bil* - (Bt (A" [Ag]"
o

NAT,AY) Bi.BY, C
b) Eliminagao da conjuncao: C

ANE(,
(@) A regra

concreta b) foi construida seguindo os passos do procedimento introduzido na definigao
3.5. Ela é uma regra imprépria e uma instancia da regra de deducao para AE deve ter o

seguinte formato:

NE=<< T AN(A},A}) >, < T1,Bf > .,< T, B, > <ThC >< A,C >>, onde
m! >0, A=TUuUTlu,.,ur ..

A =TUT}U,.,Ul'!, indica que a premissa C' depende exclusivamente das

hipoteses que podem ser descartadas pela aplicacao da regra.
IR V|
¢) Introducao da disjuncao: A; V A, v e AV Ay VI

(Bi]*.[B) )% [A1]* [Bf]*.[B2,]* [A2]°
1 P2
A1V Ay BL.B!, B.B2, B B
d) Eliminagao da disjungao: B

VP Uma

instancia da regra de deducgao para VE deve se especificada de modo similar ao exposto



3.2 Exemplos de Sistemas Concretos de Deducao Natural 44

no item b) para a AE.

e) Introdugao da implicagéo:m ” I(a). Onde:

s=1,p1=1, Gi> A}, hi=1, H{ ;> A} e e} = 0. A regra concreta e) é uma regra imprépria

e uma instancia da regra de dedugao para a regra de introducao da implicacao deve ter o

seguinte formato:

— [:<<T,B><A/A— B>> onde A =TU-{A} e A é ndo é uma ocorréncia do

1. A nao ser uma ocorréncia do L é uma especificacao imposta pela restrigao 3.10.
[Az]“[B%g--[Biﬂl“

Al — AQ BllB;ll Al E
f) Eliminacao da implicagao: B

— FE, .
( ). Uma instancia da

regra de deducao para — E deve ser especificada de modo similar ao exposto no item b)

para a AE.
[A]
by}

1
— ﬁIa -E a
g) Introducao e eliminagao da negacgao: —A @ e 1 ( ), onde Hr A, -Hp>—-A

e 7> L. A regra - é uma regra impropria e uma instancia da regra de deducao para a

—F deve ter ser especificada da seguinte forma:

—l<< L > <A =B >>,

onde B é uma férmula concreta qualquer e A =T — {B}.

3.2.2 Sistemas Intuicionistico /; e Classico ('}

Definiremos nesta secao as regras de inferéncia dos sistemas I; e (' para as logicas intu-
icionistica e classica, respectivamente. As regras de I; e de C}, com excecao das regras
para o absurdo, sao iguais as regras do sistema M; definidas na se¢ao 3.2.1. As regras para
o absurdo de I} e ('} sao iguais as respectivas regras dos sistemas I e C' como definidas
por Prawitz [38]. Provaremos, na segao 3.3.1, que o sistema I; e C} sdo equivalentes
aos sistemas / ¢ C' de Dedugao Natural definidos por Prawitz em [38] para as logicas

intuicionisticas e classicas, respectivamente.
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Sistema Intuicionistico [;

a) Todas as regras do sistema minimal Mj;
L.
b) Absurdo intuicionistico: A =, em que 7> L e H > A.

Sistema Classico C}

a) Todas as regras do sistema intuicionistico Iy;
[~A]*
z

1
= J—c
b) Absurdo Classico: A @ onde EH>—A, 7> 1 e H A. A regra para o absurdo

classico ¢ impropria. Uma instancia da regra de deducao para o 1. deve ter o seguinte

formato:

leo:i<< T, L ><A/A> onde A =T —{=A} e A nao é da forma =B, para uma férmula

B qualquer.

3.2.3 Sistemas Modais

Légicas modais sao, usualmente, extensoes de ldgicas minimais, intuicionisticas e classicas
com a inclusao de novas constantes logicas. As linguagens das légicas modais consideradas
neste capitulo, sao definidas a partir da inclusao do operador modal O, para a necessidade,
e do operador modal <, para a possibilidade, no conjunto de constantes légicas da logica

minimal, intuicionistica ou cléssica.

No caso classico, ha um consenso do que venha a ser uma légica modal. Porém,
com relacao a légica modal intuicionistica, a questao é controversa pelos motivos expos-
tos a seguir. Usualmente, logicas modais utilizam uma semantica de mundos possiveis
definida por Kripke em [24]. Kripke também utilizou mundos possiveis para a logica
intuicionistica e ha, portanto, relagoes de acessibilidade distintas nos modelos aplicados
as légicas modais intuicionisticas [47]. As diferentes escolhas destas relagoes de acessi-
bilidade geram diferentes versoes de logicas modais intuicionisticas, sendo o trabalho de
Simpson [47] uma boa referéncia no assunto, onde ele mostra variagoes da ldgica modal
intuicionistica resultantes da combinacao de diferentes relagoes de acessibilidade presentes

nos modelos de Kripke.
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Nesta secao, nao contribuiremos com analises sobre 16gicas modais intuicionis-
ticas, mas apresentaremos cinco sistemas concretos de Deducao Natural modais construi-
dos a partir de nossas regras esquematicas e que sao equivalentes a sistemas encontrados

na literatura.

Bierman e de Paiva [4] afirmam que, de certa forma, légicos modais desprezam
a utilizacao de sistemas de Dedugao Natural para logicas modais. Entretanto, como
justificativas para a especificacao de sistemas de Deducao Natural modais, listamos a
existéncia da relagao isomoérfica entre sistemas de Deducao Natural e a programacao
funcional, via a isomorfismo de Curry-Howard [21], e a importancia de constantes 16gicas

modais para a Ciéncia da Computacao, conforme exemplificaremos na sequéncia.

Citamos, como exemplo de aplicagoes na Computagao, o trabalho de Davies
and Pfenning [9] que utilizaram o O para formalizar um sistema tipado para computagao
por estdgios e Ghani et al. [13] que refinaram este calculo para o projeto de maquinas
abstratas. Idéias similares que relacionaram o O com avaliacao de variaveis em tempo
de execugao ou em tempo de compilacao foram desenvolvidas por Moggi et.al. [3]. Além
desses, citamos também o trabalho de Desperyoux and Pfenning que utilizaram o O para
codificar sintaxes abstratas de alta-ordem em provadores de teoremas como Elf e Isabelle
[10], Goulbault-Larrecq [17] que utilizou modalidade para modelar o mecanismo quote
do LISP e Stirling [46] que utilizou uma légica modal intuicionistica para capturar a
nocao de bissimilaridade de processos divergentes. Por fim, destacamos o trabalho de
Fairtlough e Mendler [12] onde a légica modal intuicionistica foi utilizada para modelar

comportamentos de circuitos de hardware.

Ressaltamos, também, que definir sistemas de Deducao Natural modais pos-
sibilita o estudo de propriedade prova-tedricas de dedugoes como, por exemplo, a de-
pendéncia entre hipdteses e a conclus@ao de uma deducao. Além disso, a extracao de
explicacoes de provas de teoremas por meio da andlise da forma normal de deducoes em
Dedugao Natural é bastante simplificada quando comparada com a elaboragao de ex-
plicacoes de passos de provas baseadas no método de resolugao, por exemplo, conforme

explicado em [18] e exemplificado em [32].

Definir sistemas de Deducao Natural para a légica modal, entretanto, nao é
tarefa das mais triviais. Na sequéncia, analisaremos as defini¢oes dos sistemas de Bier-

mann e de Paiva [4], de Prawitz [38] e de Medeiros [31], por serem referéncias no assunto
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e frequentemente citados na literatura. Avaliaremos, também, o sistema de Martins e
Martins e o escolheremos por ter sido o tnico sistema de Deducao Natural para a logica
modal classica com as constantes O e < que identificamos na literatura com normalizacao

fraca provada.

Prawitz definiu sistemas modais classicos, intuicionisticos e minimais em sua
tese [38] e os denominou, respectivamente, de Clsy, Is4 € Mgy. A sua primeira versao para

a regra de introducao do O foi a seguinte:

E_‘:MMﬂ
2

onde ele restringia a OB o formato das férmulas de I'. Esta regra, entretanto, nao era
fechada para substituicao de hipdéteses por deducgoes e ele, entao, modificou a restricao
da regra para introducao do O e definiu que férmulas essencialmente modais deveriam
existir em determinados locais de uma deducao. Descreveremos a definicao de formula
essencialmente modal de Prawitz [38] na se¢ao 3.3.3 e mostraremos os sistemas Ig4 e Cgy

de Prawitz, respectivamente, nas segoes 3.3.3 e 3.3.5.

Deducoes neste sistema de Prawitz, portanto, requerem, além da utilizagao de
caracteristicas usuais que devem ser seguidas para elaboragao de dedugoes em Deducao
Natural, a checagem da existéncia de formulas essencialmente modais, nas condigoes exigi-
das por sua definicao, a cada aplicagao da regra de introdugao do O ou a cada composicao

de duas deducoes.

Biermann e de Paiva propuseram em [6] uma regra para introdugdo do O
que satisfaz a propriedade de ser fechada para substituicao de hipdteses sem que isto
torne a aplicacao da regra incorreta. Além disso, eles utilizaram caracteristicas usuais de
sistemas de Dedugao Natural. Na subsecao a) desta secao, definiremos o sistema [:94 de
Dedugao Natural para a légica modal intuicionistica S4 e provaremos, na secao 3.3.2, a
sua equivaléncia com o sistema 1,54 definido por Biermann e de Paiva [4]. Vale ressaltar
que, conforme comentaremos no capitulo 7, o Teorema da Normalizacao Fraca para o

sistema da Biermann e de Paiva pode ser obtido como consequéncia de nosso trabalho.

Na subsecao b) desta segao, definiremos, também, o sistema I, para a légica

intuicionistica modal S4 e provaremos, na secao 3.3.3, a sua equivaléncia com o sistema
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Is4 definido por Prawitz [38]. Na secao 7.2, mostraremos que nossa prova de normaliza-
¢ao esquematica nao garante a prova da normalizacao fraca para o sistema Ig4, pois a
eliminacao de uma formula esquematica maxima do tipo c.i.2, vide reducao introduzida
na definicao 4.16, utiliza aplicagoes da regra para o absurdo classico. Esta constatacao e
a apresentacao deste fato para o professor Luiz Carlos Pereira da Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro (PUC-RJ) o levou a definir uma dedugao contra-exemplo para
uma reducao especifica que gera uma deducgao incorreta nos sistemas Ig4 e C'sy de Prawitz
[38], invalidando, portanto, a normalizagdo fraca para estes sistemas. Comentaremos

novamente a frente sobre este contra-exemplo.

Na subsecao c¢), definiremos um sistema de Deducao Natural para a logica
modal classica, o sistema C:%. Mostraremos, na secao 3.3.4, que C’:% é equivalente ao
sistema C'S4 de Martins e Martins [28]. O sistema CS4 inclui as constantes ldgicas

modais O e & e Martins e Martins provaram a normalizacao fraca para o sistema CS4.

Na subsecio d), definiremos o sistema Cg, para a légica modal cléssica S4
e mostraremos, na se¢ao 3.3.5, que ele é equivalente ao sistema Cyg, de Prawitz para a
légica classica modal S4 com o operador O definido em [38]. Mostraremos, na se¢ao 7.2, a
deducao que o professor Luiz Carlos Pereira da Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro (PUC-RJ) construiu como contra-exemplo para a normalizagdo dos sistemas 154
e ('S4 de Prawitz. Baseando-se na prova de normalizacao para o sistema esquemético S
apresentado nesta tese proporemos uma nova reducao para esses sistemas de Prawitz [38]
que corrige o problema apresentado no contra-exemplo. Vale ressaltar que a normalizacao
do sistema C's, de Prawitz pode ser obtida a partir da normalizacao do sistema C’g4 e da
equivaléncia entre o sistema Cg4, definido nesta tese, e o sistema Cg4 de Prawitz, conforme

argumentaremos no capitulo 7.1.

Medeiros, em [31], mostrou um outro contra-exemplo para a normalizagao
fraca do sistema Csy de Prawitz, propos o sistema NS4 para a légica modal classica S4
sem a constante & e provou a normalizacao fraca para NS4. Nesta secao, definiremos,
na subsecao e), o sistema Cg:l e, na secao 3.3.6, mostraremos sua equivaléncia com o
sistema NS4 definido por Medeiros em [31]. Na se¢@o 7.2, construiremos uma dedugao
IT no sistema Clg, equivalente ao contra-exemplo de Medeiros em [31] e mostraremos que
IT nao é um contra-exemplo para a normalizagao de C’gil obtida a partir da normalizacao
de S. Também na secao 7.2, com base na normalizacao do sistema S, proporemos novas

reducoes que evitam o contra-exemplo de Medeiros para o sistema Clgy.
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a) Sistema Ig,

. ~ . A . . ! ~
Definiremos nesta subsecao as regras de inferéncia do sistema Ig, de Dedugao Natural
;. . .. / 4. ~ / , .
para a légica modal intuicionistica S4. Na secao 3.3.2, mostraremos que Ig, é equivalente

ao sistema 154 de Bierman e de Paiva [4].
Seguem as regras:

a) Todas as regras do sistema Iy;

b) Introdugao do O:
AL ] (AL e

2
A, AL A
5 €1 \:‘Ia
OA @ onde s=1, p1=1, G} > A, h!=0, ¢! > 0e El >

Af,..E! ;> Al . Uma instancia da regra de deducao para a regra O deve ser especifi-
€1 leg

cada no seguinte formato:
OL<< T Al >, < T, AL, >, < T A> <A OA>>,
) s€1

onde A =T;U ..U Fe% e Ailz, para 1 < [, < ef, sdo férmulas concretas com formato
OC, para uma férmula C' qualquer, e A =T'y U.. U, implica que a premissa A depende

exclusivamente das hipoteses descartadas.
[Bi]* ... [B,.]* [A)
2
O0A Bi,.,B, B
¢) Eliminacao do O: B

OF S
(@) Uma instancia da regra de

deducao para a regra OF deve ser especificada no seguinte formato:

DE:<<T,0A> <T,Bj, > .,<Tp,B} > <I],B> <A B>>,

onde A = T'UI'tU..UT,,1 implica que a premissa B depende exclusivamente das hipéteses

descartadas.

A
d) Introdugao do ¢: ©A ol
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[Bi]*...[B,.]* [A]"
)
©A B, ., B, B
e) Eliminagao do <: B

OF
(@) , onde uma instancia da regra

de dedugao para a OF deve ser especificada no seguinte formato:

CE:<< I'CA >, < I',B} >,.,< I')n,Bl, > <T},B >< A B >>, onde A =
rur,u..url,,. Bl15, para 1 < l5 < m!, é uma férmula concreta OC, para uma férmula

C qualquer, e B é da forma <D, para uma férmula D qualquer.

b) Sistema I,

Definiremos nesta subsecao as regras de inferéncia do sistema Ig4 de Deducao Natural
para a légica modal intuicionistica S4. Na secao 3.3.3, provaremos a equivaléncia entre
Ig, e o sistema Iy de Prawitz [38] para a légica modal intuicionistica S4 com todos os

operadores.
Seguem as regras:

a) Todas as regras do sistema I7.

b) As regras de elimina¢ao do O e de introdugao do < de [/54.

¢) Introducao do O:
(AL Je.. AL ]

Zi
Ar, .Aie% A

0OA

o1,
@ onde s=1, py=1, Giv> A hl=0,el >0e El >

Ai,..E] > A} ;. Uma insténcia da regra de dedugao para a OI deve ser especificada no
161 161

seguinte formato:
OI:<< Ty, A1) >, ., < Fe%,Aie% > <THA> <A OA>>,

onde A=T1U. Ul e A}h, para 1 < I, < el, sao férmulas concretas com formato OC
ou =CC, para uma formula C' qualquer, e A =T U .. U I'c1 implica que a premissa A

depende exclusivamente das hipoteses descartadas.
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[Bi]*...[B,.]* [A]"
b
©A B, .,Bl, B
d) Eliminagao do <: B

OF
(@) , onde uma instancia da regra

de dedugao para a OF deve ser especificada no seguinte formato:

CE:<< I'CA >, < I',B} >,.,< I')n,Bl, > <T},B >< AB >> onde A =
rvryu..ur,,. B}B, para 1 <5 < m!, é uma férmula concreta OC ou =<C, para uma

formula C' qualquer, e B é da forma ¢D ou —=OD, para uma férmula D qualquer.

c) Sistema Cy,

. ~ . ~ . . ! ~
Definiremos nesta subsecao as regras de inferéncia do sistema Cg, de Dedugao Natural
para a logica modal cldssica S4 e provaremos, na secao 3.3.4, sua equivaléncia com o

sistema C'S4 de Martins e Martins [28]. Seguem as regras do sistema Cg,:
a) Todas as regras de introducao e de eliminagao do sistema 1.
b) A regra do absurdo classico e intuicionistico dos sistemas [; e C}, respectivamente.

c¢) As regras de eliminac¢do do O e de introdugao do < de Ifg4.
[BH]*...[B}.]"
b
B ..B, A
d) Regra de introdugao do O: OA

my .
(a)', onde uma instancia da regra

de dedugao para a OI deve ser especificada no seguinte formato:

OI:<<Ty,Bf >,..,<Tpu,Bl, > <T1,A> <A 0OA>>,

onde A =T7U. UL, Bll5, para 1 <[5 < m!, sao férmulas concretas de forma OC),

-<OC ou —L, para uma féormula C' qualquer;
(B (B [A]
i
CA By ...B!, B
e) Eliminagao do <: B

OF
(@ , onde uma instancia da re-

gra de deducao para a OF deve ser especificada no seguinte formato:

OFE:<< INOA >, < I'1,B} >,.,< I')n,B., > < T,B >< A B >> onde A =
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rur,u..ul,,». Bll5, para 1 <[5 < m!, sao férmulas concretas do tipo OC, =<C ou —L,

para uma féormula C' qualquer, e B é da forma ¢D ou L, para uma férmula D qualquer.

d) Sistema C,

. ~ . A . . 1 ~
Definiremos nesta subsecao as regras de inferéncia do sistema Cg, de Deducao Natural
para a légica modal classica S4 e provaremos, na segao 3.3.5, sua equivaléncia com a versao
do sistema Cgy de Prawitz [38] para a légica modal cldssica S4 com todos os operadores.

. s

Seguem as regras do sistema Clg,:
. "

a) Todas as regras do sistema Ig,.

b) A regra do absurdo cldssico de C}.

e) Sistema 0;74 para a logica proposicional modal classica S4

. ~ . ~ . . 111 ~
Definiremos nesta segao as regras de inferéncia do sistema C'g, de Dedugao Natural para a
l6gica modal classica S4 e provaremos na secao 3.3.6 sua equivaléncia com o sistema NS4
de Medeiros [31] para a légica modal classica S4 sem o operador . Seguem as regras do

. 111
sistema Cgy:

. ! ~ . ~ . . ~
a) Todas as regras do sistema [g,, com exce¢ao das regras para introdugao e eliminagao

do <.

b) A regra do absurdo cldssico de C}.

3.3 Provas de Equivaléncia

Nesta secao, provaremos as equivaléncias descritas a seguir entre sistemas definidos nesta
tese e sistemas especificados na literatura. Provaremos que dois sistemas S e S" quaisquer
em Deducao Natural sao equivalente do seguinte modo: dada uma deducao em S de A a
partir de I, provaremos que é possivel encontrar uma deducio em S* de A a partir de T

Mostramos que o contrario também é verdadeiro.

Os sistemas definidos na literatura e considerados nesta segao sao os seguintes:

a) My, I e C; e os sistemas M, [ e C' de Prawitz [38].
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b) Ig, e o sistema 1S4 de Bierman e de Paiva [4].
c) Ig, e o sistema Igy de Prawitz [38].

d) C4, e o sistema C'S4 de Martins e Martins [28].
e) Cjg, e o sistema Cg, de Prawitz [38].

f) Cg, e o sistema NS4 de Medeiros [31].

Antes mostrarmos as provas de equivaléncia, porém, apresentamos abaixo as

nocoes de comprimento e de thread de uma deducao concreta:

Definigao 3.12. (Comprimento de uma Dedugao) O comprimento ((II) de uma

deducao 11 € igual ao numero de ocorréncias de formulas em I1.

Defini¢ao 3.13. (Thread) Uma thread é uma sequéncia de formulas Ay,..,A, em uma
dedugao concreta 11 tal que A; ocorre imediatamente acima de A;1, para 1 < i <mn, Ay

¢ uma formula folha e A, € a conclusao de 1.

As provas serao realizadas por inducao no comprimento de uma deducao e
garantem que os sistemas construidos a partir de nossas regras esquematicas sao sistemas
de Dedugao Natural corretos e completos com relacao as respectivas logicas para as quais

eles foram definidos.

3.3.1 Equivaléncia entre M;, I; e (| e os sistemas M, I e C de

Prawitz

A prova da equivaléncia entre I; e o sistema I de Prawitz [38] e entre C} e o sistema C
de Prawitz [38] segue da prova da equivaléncia do sistema M; em relagao ao sistema M
de Prawitz [38], descrita abaixo, e do fato de que a regra para absurdo intuicionistico de
I, e a regra para o absurdo classico de ) sao iguais as respectivas regras de I e de C.
O sistema M de Prawitz [38] é definido em fungao das regras usuais de introdugao e de
eliminacao das constantes logicas A, V e — da légica minimal. Na sequéncia, provamos a

equivaléncia entre o sistema M; e o sistema M de Prawitz.

Teorema 3.14. (Equivaléncia entre M; e M) Eziste ' = A em M, se, e somente

se, existe ' = A em M.
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Prova:

Primeiramente provaremos que, se [' - A em M;, entao exite ' - A em M. Se
IT é uma deducéo de A que depende de A em M, entdo II' em M é igual a A. As regras
de introdugao da conjuncao e da disjuncao de M; sao iguais as respectivas regras de M e
a prova da afirmativa acima, no caso de r(IT)! ser A ou VI, decorre da hipétese indutiva.

. , ~ ’r ., ~
Resta-nos mostrar os seguintes casos, onde Il é uma deducao em M; e IT é uma deducao

em M:

a.1) r(II) é uma aplicacdo da — I:

(A1)
%
A,
Neste caso, IT é da seguinte forma — (Al |, A}) (a). Pela hipétese indutiva, existe em
e
B o
! Al

I

M uma dedugio Al . Entdo II' é igual a — (A1, A7) 0O caso em que r(I) ¢

uma aplicacao da regra —I ¢ similar.

a.2) r(II) é uma aplicacdo da AE:
(B (Bt (A A

_z  zty bt
N(AT, AY) Bi.Bl, C AE
Neste caso, II é da seguinte forma C (@)

Sejam X', 1, ., y'mt e 2/11 deducoes obtidas de 3, X!, .., DIULNS Y1, respectivamente, pela
hipétese indutiva. Observe que Aj e Al sao utilizados em X e, neste caso, portanto, Ing

é igual a?:

/

> p))
ml 1 4l 1 41
211 21 /\<A171A2) /\E(a) A(A171A2) /\E(a)
[Bi].-[B,.]  [All [A3]
o
C.

Lp(I) é a tltima regra aplicada em uma deducao II.
2H4 um equivoco na prova da equivaléncia entre a regra de eliminacdo da conjuncdo definida por Chi

em [7] e regra usual de eliminac¢do da conjuncdo, como definida em Prawitz [38], por exemplo. Chi nao

considerou que Al e AL podem ter sido utilizados conjuntamente na deducio da premissa menor.
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a.3) r(IT) é uma aplicagao da regra de eliminagao da disjunc¢ao ou da eliminac¢ao da im-

plicagao: similares ao item a.2).

a.4) r(II) é uma aplicacao da =E: o resultado decorre diretamente da hip6tese indutiva e

do fato de que a regra =F em M ¢é um caso especial da regra — F.

Agora provamos a afirmacao inversa, ou seja, se ' = A em M, entao I' - A em
M. Se II é uma deducio de A que depende de A em M, entdo IT em M; é igual a A.
As regras de introducao da conjuncao e da disjuncao M; sao iguais as respectivas regras
de M e a prova da afirmativa acima, no caso de r(II) ser AI ou VI, decorre da hipétese
indutiva. Resta-nos mostrar os seguintes casos onde II é uma deducio em M e II' é uma

deducao em M;:

b.1) r(II) é uma aplicagdo da — I:

B
i
Af
S S
Neste caso, II é da seguinte forma — (A, A}) “ Pela hipétese indutiva, existe em
[Af,]@
=y
M uma deducdo Al . Se Al for uma ocorréncia de formula diferente de L, entdo IT
1 @ .
Al AL,
L
;. %_)](a) , - o, 1 _'I(a)
é igual a — (A7, A)) . Caso contrério, IT ¢ igual a —A; .
b.2) r(IT) é uma aplicagao da AE:
D YR
Neste caso, II é da seguinte forma Al (@), parai = 1oui = 2e, sendo ¥ a
_x
deducdo obtida de ¥ pela hipétese indutiva, entdo I é igual a Al @

b.3) r(II) é uma aplicacao da VE:



3.3 Provas de Equivaléncia 56

[Ad]* [Ag]
_x & X
AiVA, B B VE
Neste caso, II é da seguinte forma B (@), Sejam ¥, ¥ e X, deducoes

obtidas de X, ¥; e ¥, respectivamente, pela hipdtese indutiva e considere Bj, .., B,1n1 e
Bl . B}nz as hipoteses das quais as premissas menores, respectivamente, dependem e que

néo sao descartadas pela aplicacao da regra. Entao IT' é igual a

[Bil"[Byal* [ [Bi]"[B,]"[Ao]"

' >

B

5
B

\/E(a).

Caso todas as formulas das quais as premissas menores dependam tenham o
mesmo formato das formulas A; e Ay e sejam descartadas pela aplicacao da regra, entao
m! e m? sdo iguais a zero, as premissas menores dependem exclusivamente de A; e As,

. o, .
respectivamente, e I ¢é igual a

[Aq]® [Ag]®
Y n X
AV As BB B \/E(a),

b.4) Eliminagao da implicagao: similar ao item b.3);

3.3.2 Equivaléncia entre /g, e o Sistema /54 de Bierman e de

Paiva

O sistema de Deducao Natural /.54 para a légica modal intuicionistica S4 de Bierman e
de Paiva [4] é definido em fungao das regras de inferéncia para introducdo e eliminagao
das constantes A, V, — , O e <, além da regra para o ;. As regras para introducao e
eliminacao das constantes A, V e — sao iguais as definidas para o sistema M de Prawitz
descrito na se¢ao 3.3.1. As regras de introducao do O, de introdugao do < e de eliminagao
do < sao iguais as respectivas regras do sistema [:q4 definido na segao 3.2.3, item a). A
regra para o absurdo intuicionistico é igual a regra para o absurdo intuicionistico do

sistema I de Prawitz [38] e a regra para eliminac¢ao do O estd mostrada abaixo:
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04
A aOF.

Teorema 3.15. (Equivaléncia entre Iy, e 154) Erviste T = A em Ig,, se, e somente

se, existe ' = A em 154.

Prova:

Na primeira parte da prova, vamos provar que, se II é uma deducao I' - A em

I:g4, entao existe uma deducao IT' em 154 tal que T' - A.

a.1) Se r(I) é uma aplicacao das regras de introdugao ou de eliminagao das constantes
—, A ou V, entdo existe II' em 154 tal que I' - A pelos mesmos motivos expostos na

segao 3.3.1 para a prova da equivaléncia entre os sistemas M; e M de Prawitz [38].

a.2) Se r(II) é uma aplicagao da regra de introdugao do O, de introdugao do < ou de elimi-
nacio do <, entdo existe II' em 154 tal que I' - A a partir da aplicacao da hipdtese indu-
tiva sobre as subdedugoes determinadas pelas premissas, pelas premissas intermedidrias
e pelas premissas menores de r(II) e do fato de que as regras de introducao do O, de

introducao do < e de eliminacao do < de 1/54 e de 154 sao iguais.

a.3) Se r(II) é uma aplicagao da regra OF, entao II é da seguinte forma

(B 1Byl Al

= = oz i}
0A Bf .Bl, C
C DE(G).

Sejam X, %1, . 2™ e ¥ deducoes em 1S4 obtidas de X, %! .., ™ e B!, respectiva-

mente, pela hipétese indutiva. Entao II' é igual a:

/1 ! 1 E
1w oA
B .[BL] A PF
>
C.

O caso em que r(II) é uma aplicagao do absurdo intuicionistico é consequéncia

direta da hipdteses indutiva.
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Agora provaremos o inverso, ou seja, se Il é uma deducao I' - A em 154, entao

existe uma deducdo IT" em Ig, tal que T' A.

b.1) Se r(II) é uma aplicagao das regras de introducao ou de eliminagdo das constantes
—, Aou V, entdo existe IT' em ]:94 tal que I' = A pelos mesmos motivos expostos na se¢ao

3.3.1 para a prova da equivaléncia entre os sistemas M e M; de Prawitz [38].

b.2) Se r(II) é uma aplicagao da regra de introdugao do O, de introdugao do < ou de
eliminacdo do <, entéo existe IT' em 1/54 tal que I' F A a partir da aplicacao da hipétese in-
dutiva sobre as subdedugoes determinadas pelas premissas, pelas premissas intermediarias
e pelas premissas menores de r(II) e do fato de que as regras de introdugao do O, de in-

troducao do < e de eliminagao do < de Ifg4 e de 154 sao iguais.

D
BA np ,
b.3) Se r(II) é uma aplicacdo da OF, entao II é da forma A @) ¢, sendo 3 a dedugao
z
0(4) (A

r, OF.,
obtida de X pela hipdtese indutiva, entao II é igual a A @

Novamente, o caso em que r(II) é uma aplicagdo do absurdo intuicionistico é

consequencia direta da hipdtese indutiva.

3.3.3 Equivaléncia entre Ig4 e o Sistema [g; de Prawitz

Provamos nesta secao a equivaléncia entre o sistema ]g4 definido na segao 3.2.3 b) e o
sistema Ig4 de Prawitz [38]. Prawitz definiu trés versoes do sistema Ig; e denominamos
cada versao por I§,, para i = 1,2 ou 3. Ele nao considerou a constante légica < para a
possibilidade como parte da linguagem da légica modal intuicionistica S4, porém definiu
as regras de introducao e eliminagao do < para uma versao de I}, com ambas as constantes

modais.

Denominamos as versoes dos sistemas I}, que incluem a constante < de sis-

temas ]'51'4' As regras de introducao e eliminacao do O e do < para [/314 sao as seguintes:
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b
A OA A OA  B.
A —Aa A OF
OA my A OF o7 (a)
Uma instancia da regra de deducao para O em I:ql4 deve ser especificada do

seguinte modo:

Ol << T'A > < TI',0A >>, onde as formulas de I" sao da forma OC ou =<CC, para
uma férmula C' qualquer. Uma instancia da regra de deducao para ¢F em 1/314 deve ser

especificada do seguinte modo:

OF << I'CA >, < TI'1,B >, < A,B >>, onde A = T'UT'y — {4}, toda férmula de
'y — {A} é da forma OC ou ~<OC, para uma férmula C' qualquer, e B é da forma ©C' e
-0cC.

A segunda e terceira versoes do sistema [g4 utilizam a nocao de férmula essen-

cialmente modal definida na pagina 77 da tese de Prawitz [38] e descrita abaixo:

Definicao 3.16. (Formulas Essencialmente Modais) Com relagcio aos sistemas

Csy € Igy, a nogao de uma formula essencialmente modal € a sequinte:

a) OA e L sdo essencialmente modais.

b) Se A e B sdo essencialmente modais, entdo AV B e AN B também sao.

Conforme falamos, estendemos os sistemas 2, e I3, de Prawitz e adicionamos
regras de introducao e eliminacao do <. Para tanto adicionamos a clausula “-CA é
uma formula essencialmente modal”a nogao de férmula essencialmente modal introduzida
na definicao 3.16 descrita acima. A figura das regras dos sistemas 11524 e I:q34 sao iguais,
respectivamente, as figuras das regras do sistema [ /514 Uma instancia da regra de deducao

para O/ em Ié%l deve ser especificada do seguinte modo:

O << T A > < I';OA >>, onde as féormula de I' sao essencialmente modais. Uma

instancia da regra de deducao para GF em 1'524 deve ser especificada do seguinte modo:

OF << I, 0A >, <T'1,B > < A/B >>, onde A =T UT; — {4}, toda férmula de
I'y — {A} é essencialmente modal e B é da forma ¢C' e -OC. Uma instancia da regra
de deducao para O em [;34 deve ser especificada de modo similar ao definido para ['524,

porém a restricao sobre as féormulas de I' deve ser substituida pela seguinte restrigao:
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Defini¢ao 3.17. (Restricao para Aplicagdo da Regra OI) Em uma aplicagao da
regra. O em deducoes no sistema I/S?jl, em cada thread da subdeducdo determinada por
sua premissa B, ocorre uma formula essencialmente modal C tal que C nao depende de

nenhuma hipotese além das hipoteses das quais B também depende.

Uma instancia da regra de deducao para CF em [jg%l deve ser especificada de
modo similar ao definido para I, porém a restricio sobre as férmulas de I'; — {A} deve

ser substituida pela seguinte restricao:

Definigao 3.18. (Restricdo para Aplicagdo da Regra <CE) Em uma aplicagio da
regra OFE em deducoes no sistema Igjl, em cada thread da subdedugao determinada por sua
premissa menor B, ocorre uma féormula essencialmente modal C' tal que C' nao depende

de nenhuma hipotese além das hipoteses das quais B também depende.

E possivel verificarmos, de modo similar ao mostrado por Prawitz em [38] para
~ . 15 .
as versoes de Ig4 sem a constante &, que os sistemas [¢,, para ¢ = 1,2 ou 3, com ambos

operadores modais sao equivalentes.

Na sequéncia, provaremos a equivaléncia entre a versao do sistema [Ig, de
. . /5 . . " .
Prawitz com operadores O e <, os sistemas Ig,, para i=1, 2 ou 3, e o sistema g, definido

na secao 3.2.3.

Teorema 3.19. (Equivaléncia entre I, e Ig,) Eviste ' = A em I4,, se, e somente

se, eviste ' A em Ig,.

Prova:

. . 15 . ~ . ~ . .
Visto que os sistemas I¢,, para i=1, 2 ou 3, sao equivalentes, entao, na primeira
7 ~ ! ~ .
parte da prova, mostraremos que, se II é uma dedugao de I' = A em 14}, entao existe uma

deducdo IT' de I' = A em I,.

O caso base, onde o comprimento de II é igual a um, é trivial. Se o comprimento

de II for maior do que um, temos as seguintes possibilidades:

a.1) r(II) ¢ uma aplicacao de introdugao ou de eliminagao das constantes A, V ou —, entao
a prova ¢ igual a prova mostrada na segdo 3.3.1. Se r(II) é uma aplicagdo do absurdo

intuicionistico entao a prova é direta da hipotese indutiva.

a.2) r(IT) é uma aplicacao da OI:
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Neste caso, as ocorréncias de férmula de I" sdo da forma OA ou =< A, para uma férmula

A qualquer. Suponha, sem perda de generalidade, que II seja da seguinte forma:

0B;..0B, —0C.=0C,
b

A
OA 01,

para n,m > 0. Seja ¥ a deducdo em [:9’4 obtida de ¥ pela hipétese indutiva. Entao, IT

é da seguinte forma:

[OB4]*..[OB,]" Ch]*. [=OC,, ]

0B,.0B, —-0C;.~<00,
OA

%
o
A D[(a)_

a.3) r(II) é uma aplicagdo da OF, entao a prova é similar a apresentada no item 5.3) da

secao 3.3.2.
a.4) r(II) é uma aplicacdo da &I, a prova é direta da hipdtese indutiva.

a.b) r(II) é uma aplicacao da CE: similar ao item a.2).

Por fim, provaremos que, se Il é uma deducao de I' - A em Ig4, entao existe
uma deducdo IT' de T'F A em I, O caso base, onde o comprimento de II é igual a um,

é trivial. Se o comprimento de II for maior do que um, temos as seguintes possibilidades:

b.1) r(II) é uma aplicagdo de introducdo ou de eliminagao das constantes A, V ou —,
entdao a prova é igual a prova mostrada na se¢ao 3.3.1. Se r(II) é uma aplicagao do ab-

surdo intuicionistico entao a prova é direta da hipdtese indutiva.

b.2) r(I1) é uma aplicagdo da OI:

21 sn En—i-l
A LA, A
L. Ol
Neste caso, r(IT) é igual a OA

', onde A; é da forma OB ou B,

paran > 0el <[ <n. Sejam PO deducgoes em I;;?Z obtidas de X!, para 1 < i <n+1,
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’

DG Vi
[A4]. . .[An]
Z’n-ﬁ-l

A

pela hipétese indutiva. Entdo IT' é igual a  OA 0I

. Note que o formato das premis-

. c, . " . ’ ,
sas intermediérias da regra OT de Ig, garantem que a regra equivalente de I, estd correta.

b.3) r(II) é uma aplicacdo da OFE: a prova ¢ similar a apresentada no item .3 da secao

3.3.1.

b.4) r(II) é uma aplicacdo da <I: a prova é direta da hipdtese indutiva.

b.5) r(II) é uma aplicacao da CE: similar ao item b.2).

Antes de finalizarmos esta secao, comparamos os sistemas 154 de Bierman e
de Paiva [4] e o sistema Ig, de Prawitz [38] e constatamos que sdo sistemas para légicas
modais intuicionisticas S4 diferentes. Mostramos abaixo que ha uma deducao de O0-A a

partir de =<0 A no sistema de Prawitz

porém nao existe uma deducio equivalente em 154 3.

Vale ressaltar, também, que, caso modificissemos qualquer das versoes do

. / . o). . . ~
sistema Ig, de Prawitz de modo a permitir que o L fosse premissa menor da aplicacao da
- . ! ~ , , ’
OF e denomindssemos o sistema resultante de [gy, entao provariamos, também, que hé

uma deducao de ~CA a partir de O—A em IL/S?Z, conforme mostramos abaixo:

3A prova é uma adapatacio da prova apresentada em Martins e Martins [28] para uma versio de seu
sistema C'S4 que nao permite ocorréncias de férmula do tipo =<CA como premissa intermedidria, para

uma férmula A qualquer.
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Assim, em I§'4, O-AF 2CAe -CAF O-A.

3.3.4 Equivaléncia entre 0'54 e o Sistema ('S4 de Martins e Mar-

tins

O sistema C'S4 de Martins e Martins [28] é definido em fungao das regras de inferéncia
para introdugao e eliminacao das constantes A, V, —, O e <, além das regras para o
absurdo cléssico e intuicionistico. As regras para introducao e eliminagao das constantes
A, V e — sao iguais as definidas para o sistema M de Prawitz descrito na secao 3.3.1.
As regras de introducao do O, de eliminacao do < e de introducao do < sao iguais as
respectivas regras do sistema C”S4 definido na se¢ao 3.2.3, item c¢). A regra para eliminacao
do O é igual a regra de mesmo nome do sistema 1,54 de Bierman e de Paiva [4]. As regras
para o absurdo intuicionistico e para o absurdo classico sao iguais as respectivas regras

do sistema I de Prawitz [38].

Teorema 3.20. (Equivaléncia entre Cy, e CS4) Eziste ' - A em Cg,, se, e somente

se, existe ' = A em CS4.

Prova:

Provaremos, primeiramente, que, se II é uma deducao I' F A em CS4, entao

. ~ / / . ’
existe uma dedugao II' de I' H A em Cg,. O caso base, onde o comprimento de II é
igual a um, é trivial. Se o comprimento de Il for maior do que um, temos as seguintes

possibilidades:

a.l) r(IT) é uma aplicagdo de introdugdo ou de eliminacao das constantes A, V ou —,

entao a prova é igual a prova mostrada na segao 3.3.1.

a.2) Se r(II) é uma aplicagao do absurdo intuicionistico, do absurdo classico, da introdugao
do O, da eliminagao do < ou da introducao do <, entao a prova é direta da hipotese in-

dutiva.
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a.3) Se r(II) é uma aplicacdo do OFE, entao a prova é similar a prova mostrada no item

b.3), secao 3.3.2.

Depois, provaremos que, se I é uma deducio de I' = A em Cj,, entdo existe
uma deducao IT' de I' - A em C'S4. O caso base, onde o comprimento de II é igual a um,

é trivial. Se o comprimento de II for maior do que um, temos as seguintes possibilidades:

b.1) Se r(II) é uma aplicagao de introdugao ou de eliminagao das constantes A, V ou —,

entao a prova ¢ igual a prova mostrada na segao 3.3.1.

b.2) Se r(II) é uma aplicagdo do absurdo intuicionistico, do absurdo classico ou de in-

troducao do <, entao a prova é direta da hipdtese indutiva.

b.3) Se r(II) é uma aplicacao da regra OF, entao a prova é similar a apresentada no item

a.3, na secao 3.3.2.

b.4) Se r(IT) é uma aplicacao da regra O e nenhuma premissa intermedidria tem a forma
-1, entao a prova é direta da aplicacao da hipotese indutiva. Caso contrario, considere,

sem perda de generalidade, que II é igual a:

[~L)
x X
-l B
0B 01 (a).

Sejam ¥ e X! deductes em CS4 obtidas, respectivamente, pela hipdtese in-

dutiva de ¥ e X'. Entao II' é igual a:

O—=1
[J_ b —|J_ DE
—- Uy a
YRGS (]
OB

Observe que a instancia da regra de deducao para a Ol que conclui O—-_L

estd correta e que, mesmo que as hipoteses utilizadas em ¥ nao estejam sendo usadas na
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deducao IT', dizemos existe uma deducéo II' em C'S4 de OB a partir do conjunto T'.

3.3.5 Equivaléncia entre Cg, e o Sistema Cs; de Prawitz

As regras do sistema Cygy e do sistema do sistema Ig4, ambos definidos por Prawitz [38],
sao iguais com excecao das regras VFE e VI que nao existem em C'sy. Mostramos as regras

do sistema Is4 na secao 3.3.3.

Da mesma forma que expomos na secao 3.3.3 para o sistema Igy, Prawitz
definiu trés versoes para o sistema cldssico Cis4 € 0os denominamos de C%,, parai = 1,2 ou
3. Ele argumenta, na pdgina 75 de sua tese [38], que o sistema C4, é equivalente a sistemas
axiomaticos usuais para a logica modal S4, como por exemplo os sistemas definidos em

[26], e prova que as trés versoes do sistema Cgy sdo equivalentes.

Teorema 3.21. (Equivaléncia entre Cg, e C%,) Eviste ' = A em Cyg,, se, e somente

se, existe ' = A em Clgy.

Prova:

Provamos, primeiramente, que, se II ¢ uma deducao de I' = A em C%,, entao

. ~ / " . ,
existe uma deducao II de I' = A em Cg,. O caso base, onde o comprimento de II é
igual a um, é trivial. Se o comprimento de Il for maior do que um, temos as seguintes

possibilidades:

a.l) Se r(I) é uma aplicacdo de introdugdo ou de eliminagdo das constantes A ou —,

entao a prova ¢ igual a prova mostrada na segao 3.3.1.

a.2) Se r(II) é uma aplicagao do absurdo intuicionistico ou do absurdo cléssico, entao a

prova ¢ direta da hipdtese indutiva.

a.3) Se r(II) é uma aplicagdo da OF, entao a prova é semelhante a apresentada no item

b.3), na secao 3.3.2.

a.4) Se r(II) é uma aplicacdo da OI, entdo a prova é similar a apresentada no item a.2),



3.3 Provas de Equivaléncia 66

na secgao 3.3.3.

Depois, visto que as trés versoes de C'sy, de Prawitz sao equivalentes, conforme
. V ~ 11 ~ .
falamos anteriormente, provamos que, se II é uma deducao de I' = A em C,, entao existe

uma dedugio IT' de T'F A em C%,.

Para esta prova, estendemos o sistema Cs, de Prawitz e incluimos regras para
. ~ . . ~ .« . ~ . . !
introdugao e eliminagdo da disjun¢do. Denominamos o sistema resultante de Cg;. O
. ! 7’ ~ . 7’ . 7 . . . ~
sistema C'&; é correto e completo em relagao a C'3, pois, na légica cldssica, a disjungao pode

. ~ . . ~ . ! ~ .
ser definida em fungao da implicagao e, portanto, os sistemas C3, e C'd, sdo equivalentes.

O caso base, onde o comprimento de II é igual a um, é trivial. Se o comprimento

de II for maior do que um, temos as seguintes possibilidades:

b.1) Se r(II) é uma aplicagao de introdugao ou de eliminagao das constantes A, V ou —,

entao a prova € igual a prova mostrada na secao 3.3.1.

b.2) Se r(II) é uma aplica¢ao do absurdo intuicionistico ou do absurdo cléssico, entao a

prova ¢ direta da hipdtese indutiva.

b.3) Se r(II) é uma aplicacdo da OF), entao a prova é semelhante a apresentada no item

a.3), na secao 3.3.2.

b.4) r(II) é uma aplicagdo da OI:

[Aq]. . [An]®
271 2 Zn'H
A A, A o1
Neste caso, r(II) é igual a OA (a)’, onde A; é da forma OB ou =B,
paran > 0e 1 <1 <n. Sejam ¥ deducdes em Cg, obtidas de ¥, para 1 <14 < n + 1,
»1ooyn
[Ay]. . [A,]
Z’n—i—l

A
pela hipétese indutiva. Entao IT' é igual a OA DI. Onde:

e Se A, for da forma OB, para algum B, entdo A; é igual a A;.

e Se A, for da forma =B, para algum B, entdo A é igual a =—0-DB.
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Note que o formato das premissas intermediarias da regra O1 de Ig4 garantem

. ! ,
que a regra equivalente de I, esté correta.

b.5) Se r(II) é uma aplicagao da &I, entdo I1 é da seguinte forma

> ¢ uma deducdo em C'g, obtida de ¥ pela hipStese indutiva. Desse modo, IT" ¢ igual a*:

: [O-B]
E/ — a
= OF
B -B B
T
—0-B @

b.6) r(II) é uma aplicacao da OF, entao II é da seguinte forma:

[BY]e...[B ] [A]"

271 272 yntl 2
OA BY.. B” B
B <>E(a)7

onde B, para 1 < i < n, é da forma OC ou =<C, para uma férmula C' qualquer. Seja 27,
para 1l < j < n+2, dedugoes em CIS%l obtidas, respectivamente, de ¥/, para 1 < j < n+2.
B pode ser da forma &C ou —=OC, para uma féormula C' qualquer. Analisamos o caso em
que B é da forma —=OC. O caso em a férmula C' é do tipo OC' tem tratamento similar.

H/, portanto, tem a seguinte forma:

2/2 Z/n+1
B,.. B, [A}
Z'n+2
[oC)e ~adC
1 nE
= ~p n
—A )y
a4 2 S0-4
1 _ -
~oc @

Onde:

4Na légica classica, ©B equivale a ~0-B.
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e Se B; for da forma OD), para algum D, entao B; é igual a B;.

e Se B; for da forma —=<OD), para algum D, entdo A; é igual a =—O0O-D.

3.3.6 Equivaléncia entre Cg, e o Sistema NS4 de Medeiros

O sistema NS4 de Medeiros [31] é definido em funcao das mesmas regras que definem o
sistema 154 de Bierman e de Paiva [4], com exce¢ao da regra para introducao do < que

nao existe no sistema N S4.

. N . 1" ’ . . N . A~ .
A prova de equivaléncia entre Cg, e NS4 é similar a prova de equivaléncia

entre os sistemas Ig, e 154 mostrada na segio 3.3.2.

3.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos o conceito de regras concretas. Regras concretas sao cons-
truidas a partir de nossas regras esquemaéticas introduzidas nas defini¢oes 2.5 e 2.14.
Diferentemente da abordagem apresentada em Prawitz [40] e Chi [7], definimos proce-
dimentos precisos que constroem regras a partir das regras esquematicas. No artigo de
Prawitz [40], onde ele apresenta suas regras esquemaéticas, ele nao define explicitamente
como instanciar suas regras. Na verdade, a sua abordagem, que tem como um dos ob-
jetivos a prova da completude de operadores intuicionisticos, trata conectivos sentenciais
usuais e esquematicos em conjunto como parte das defini¢oes de suas regras esquematicas.
Consideramos que para os propositos de Prawitz tal abordagem ¢ a mais adequada. Com
relagao ao trabalho de Chi [7], lembramos que, nesse trabalho, apesar de considerar o con-
ceito de instanciar regras esquematicas, nao fica bem definido se as regras para o absurdo
intuicionistico sao ou nao instancias das regras esquematicas, conforme a propria autora
menciona na pagina 21 de seu trabalho. Para os propdsitos desta tese, portanto, optamos
por definicoes que determinam precisamente o que é instanciar regras esquematicas devido

aos motivos descritos a seguir:

a) Os passos dos procedimentos introduzidos nas definigoes 3.3 a 3.8 permite que con-

cluamos de modo decisivo que as regras para o absurdo intuicionistico e classico nao
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sao instancias das regras esquematicas.

b) Além disso, os métodos que constroem regras concretas sao, com pequenos ajustes,

procedimentos automatizaveis.

Por fim, definimos sistemas concretos a partir de nossas regras esquematicas e
mostramos que estes sistemas concretos sao equivalentes a importantes sistemas (modais
ou nao) definidos na literatura. Este fato nos permitird, como serd visto na sequéncia
desta tese, comparar provas de normalizacao realizadas para esses sistemas definidos na
literatura com a prova do Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema esquematico de

Dedugao Natural S.
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4 TEOREMAS DE NORMALIZACAQO
FRACA PARA OS SISTEMAS Se S

Neste capitulo, provaremos o Teorema de Normalizacao Fraca para os sistemas esquematicos

de Deducao Natural S e S'.

Na secao 4.1, especificaremos uma versao esquematica do Principio da In-
versao para as regras de introducao e de eliminacao introduzidas na definicao 2.5. Nossas
definigoes seguem as defini¢oes de Prawitz [38] feita para os sistemas concretos de Dedugao
Natural M,I e C. Na secao 4.2, introduziremos algumas defini¢oes adicionais relacionadas
com deducgoes esquematicas em S e apresentaremos a prova do Teorema de Normalizacao
Fraca para o sistema S. Na secao 4.3, provaremos o Teorema da Normalizacao Fraca
para S'. Por fim, na secdo 4.4, comentaremos sobre algumas provas de normalizacao

encontradas na literatura.

4.1 Principio da Inversao

Prawitz, em sua tese [38], observou que ha exatamente uma de regra de introdugao e uma
de eliminagao para cada constante logica em seu sistema de Dedugao Natural. Definimos,
de modo similar, uma regra esquematica de introducao e uma de eliminacao para as
constantes logicas esquematicas ® e ¢ utilizadas no sistema S. As regras de introdugao
para as constantes ® e £ fornecem condicoes suficientes para deducao de férmulas que
tem ® e &, respectivamente, como constantes logicas principais. As condic¢oes suficientes

dadas pelas regras esquemaéticas de introducao sao como segue:

a) para deduzir @(Hil, .., Gy ) a partir de I, é suficiente termos uma dedugao de Gé» a
partir de Z5 U A’ UT e uma deducao de A’ a partir de I', para um valor qualquer

de i entre 1 e s e para 1 < 5 < p;;

b) para deduzir {H a partir de I', é suficiente termos uma deducao de 7 a partir de

rvH.
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Regras de eliminacao para as constantes logicas ® ou ¢ permitem inferéncias a
partir de uma férmula esquematica E que tem ® ou &, respectivamente, como constantes
logicas principais. Em uma aplicacao da regra para eliminacao do ®, suas premissas
menores vinculadas e suas hipoteses descartadas sao subféormulas de sua premissa maior.
Em uma aplicacao da regra para eliminagao do &, sua premissa menor é subférmula de

sua premissa maior.

Da mesma forma como nas regras de inferéncia de Prawitz, temos que uma
regra de eliminacao ¢ o inverso da regra de introducao correspondente, no sentido de que o
que obtemos a partir da aplicacao de uma regra de eliminagao ja tinha sido concluido se sua
premissa maior tiver sido inferida a partir de uma regra de introdugao. Essa relacao entre
as regras esquematicas de introducao e de eliminagao é expressa pelo principio abaixo,
que é uma adaptacao para as regras esquematicas do Principio de Inversao definido por

Prawitz [38]:

Defini¢ao 4.1. (Principio de Inversdo) Seja o uma aplica¢io de uma regra esque-
matica de eliminagao ou de eliminagcao da negagao que tem E como consequéncia. Entao,
deducoes que satisfazem as condi¢oes suficientes para dedug¢ao da premissa maior de a,
quando combinadas com dedugoes das premissas menores, das premissas menores vVincu-
ladas e das premissas intermedidrias, estas duas ultimas quando existirem, ja contém uma
deducao de E. A deducao de E pode, portanto, ser obtida de forma direta a partir destas

deducoes e a aplicagao de o € desnecessdria.

O que o Principio da Inversao atesta é que nada a mais é obtido se inferirmos
uma féormula esquematica E para a utilizarmos como premissa maior de uma regra es-
quematica de eliminagao. O enunciado da versao esquematica do Teorema da Inversao
¢ semelhante ao encontrado na tese de Prawitz [38] e sua prova segue do Principio da

Inversao:

Teorema 4.2. (Inversao Esquemdtico) Se E é deduzido a partir de T, entdao hd uma
deducao de E a partir de I' na qual nenhuma ocorréncia de formula € ao mesmo tempo
consequéncia da aplicacao de uma regra esquemdatica de introducdao ou de introducdo da
negacao e premissa maior de uma aplicacao de uma regra esquemdtica de eliminacao ou

de eliminagao da negagao, respectivamente.

Uma consequéncia da aplicagao de uma regra esquematica de introducao ou de

introducao da negacao que também é uma premissa maior de uma regra de eliminacao ou
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de eliminacao da negacao é uma espécie de desvio que ocorre em uma deducao. Apresen-
tamos, na sequéncia, dois procedimentos que sao passos de inducao da prova do teorema
4.2. Eles evidenciam que o Principio da Inversao pode ser utilizado como parte da prova

do teorema 4.2.

Seja IT uma deducao esquematica de F a partir de I' que contém uma férmula
esquematica F; como conclusao de uma aplicagao da regra esquemaética de introducao e
. . d 1 ~ d s d 1 . ~ 1 E ~ d
premissa maior de uma aplicagao da regra esquematica de eliminagao *. Entao dizemos que
r, - ’ . . ~
IT é uma reducao de II, se obtemos II' quando removemos FE; de II a partir da aplicagao de

uma das seguintes re-escritas da deducao original II introduzidas nas definicoes abaixo?:

Definicao 4.3. (Redug¢do Operacional - a.i.1) Seja a deducgdo 11 da sequinte forma
mostrada abaizo onde a ocorréncia de formula <I>(H1171, ..,G;S) € consequéncia da regra
esquemdtica de introdugao e premissa maior de uma aplicacao da regra esquemdtica de

eliminacao:

il
Az‘ Az‘ Gii EZ 1?1 [Az]b [Gll]b [G;i]b
1 8y, 11-. i i (I)Ia) ) i ~ 271 i E
®(Hy 4, Gy,) A ANE}...BSF r F oF
F (b)
Iy

~ / . ~ A - s, z .
Obtemos a deducgao 1T a partir da remogao da ocorréncia de formula mdxima

<I>(H1171, .., Gy ) pela re-escrita da dedugdo original do seguinte modo:

CEA
oo
NCOGLLG LG
Dy
F
IT

Note que, nesse caso, se II é uma deducao esquematica de E a partir de I,

entao II' também é uma deducio de E a partir de I'.

1A regra de introducdo considerada pode ser tanto uma regra de introducdo ou de introducdo da

negacao. O mesmo para a regra de eliminagao.
*Para simplificar utilizamos ®(H{ y,..,G5_) no lugar de ®(H{ 4, .., Hp e s Gi,..,G; ).
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Defini¢ao 4.4. (Reducao Operacional a.i.2) Seja a dedugao 11 da sequinte forma
mostrada abaizo onde a ocorréncia de formula EH € consequéncia da regra esquemdtica
de introducao da negacao e premissa maior de uma aplicagcao da regra esquemdtica de

eliminagao da negagao:

[H]*
!
T
= &
H H
§ . ¢E.
IT,

~ ! . ~ A - s, /.
Obtemos a deducao 1T a partir da remocao da ocorréncia de formula mdxima

EH pela re-escrita da deducao original do sequinte modo:

Na segao 4.2, apresentaremos outros desvios que ocorrem em uma deducao
esquematica no sistema S e redugoes que removem estes desvios. Além disso, provaremos
uma versao mais forte do Teorema da Inversao, o Teorema da Normalizacao Fraca, que
elimina, nao somente desvios do tipo descritos pelo Principio da Inversao, mas também

estes outros desvios descritos na secao 4.2 que ocorrem em dedugoes em S.

Na se¢ao 2.4, definimos o sistema esquematico S e, na secao 4.3, apresentare-
mos os tipos de desvios que podem ocorrer em deducio realizadas em S'. A nossa prova
de normalizacao fraca para o sistema esquemético S’ baseia-se em uma abordagem seme-
lhante a que Prawitz utilizou na prova de normalizacao fraca para sistema I de Deducao
Natural para a légica intuicionfstica [38]. A diferenca entre a prova para o sistema S’ e a
prova para S é que, na prova da normalizacao para o sistema S, definimos uma ordem de
escolha dos desvios que serao removidos e, portanto, uma estratégia para encontrar uma
sequéncia de reducio especifica que normaliza uma deducdo em S'. Por um outro lado,
na prova de normalizacao fraca para S, mostramos apenas que existe uma sequéncia de
redugao que normaliza dedugoes em S, mas nao definimos uma estratégia de escolha de

desvios a serem eliminados.

. ~ . ! . . ~ A~ .
A prova da normalizacao do sistema S e a identificacao de uma sequéncia

’ . ~ / ] e o~ .
especifica que normaliza uma dedugao em S possibilitou a definicao do procedimento
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apresentado na secao 6.2 que normaliza deducées do sistema S'. Como trabalho futuro,
pretendemos modificar a prova de normalizacao para o sistema S de modo que possamos
adaptar o normalizador de dedugoes para receber como entrada dedugoes realizadas em

sistemas modais.

4.2 Prova da Normalizagao Fraca para o Sistema Es-

quematico S

Na secao 4.1, descrevemos dois tipos de desvios que pode ocorrer em dedugoes no sistema
S e enunciamos o teorema de inversao. Na sequéncia, apresentaremos outros desvios
que ocorrem em uma deducao esquematica no sistema S e definiremos redugoes que re-
movem estes outros desvios. Além disso, provaremos uma versao mais forte do teorema
da inversao, o Teorema da Normalizacao Fraca, que elimina, nao somente desvios do tipo
descritos pelo Principio da Inversao, mas também estes outros desvios que podem ocorrer

em dedugoes em S.

A nossa prova de normalizacao para o sistema S, diferentemente da prova de
Prawitz para o sistema [ para a légica intuicionistica [38], mostra, conforme j& comenta-
mos, que existe uma sequéncia de reducao que transforma uma deducao II em S em uma
prova normal. Ela nao se baseia, portanto, em uma estratégia que indique uma sequéncia

de férmulas méaximas que devem ser eliminadas.

Introduziremos na sequéncia a definicao de segmentos esquematicos, segmen-
tos esquematicos maximos, de forma normal de deducoes no sistema S e provaremos o

Teorema da Normalizacao Fraca para S.

Definicao 4.5. (Segmento Esquemdtico) Um segmento o em uma dedugdo I1 é uma

sequéncia F1,..,E, de ocorréncias de formulas tal que:

e [y nao é uma conclusao da regra esquemdatica de eliminag¢ao e nao é uma hipotese
intermedidria da regra esquemdtica de introdugao ou da regra esquemdtica de elimi-

nacao;

e [, para i <n, € uma premissa menor da regra esquemdtica de eliminacao e E;yq
ocorre imediatamente abaixo de E; ou E; € uma premissa intermedidria e F; 1 €

uma hipotese intermedidria da regra esquemdtica de introducao ou de eliminacao;
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e F, nao € uma premissa menor € nao € uma premissa intermedidria;

Definicao 4.6. (Formula esquemdtica Mdxima) Uma ocorréncia de formula esque-

mdatica F em uma deducao 11 € maxima se uma das sequintes condicoes forem verdadeiras:

a) F é a conclusio de uma aplicagcao das regras ®1I, 1, 7. ou PFE e, simultaneamente,
premissa maior ou premissa intermedidria de uma regra em I1. Além disso, caso
o tamanho do segmento o do qual F' pertenca seja igual a n > 1, entao a n-ésima

ocorréncia de formula de o nao € uma premissa menor vinculada.

b) F € a conclusao de uma aplicag¢ao da regra PE ou T, e, simultaneamente, a premissa

menor de uma aplicacao de EF, cuja premissa maior é uma ocorréncia de formula

folha da forma &F .

Definicao 4.7. (Segmento Esquemdtico Mdximo) Um segmento o é mdximo, se

pelo menos uma das ocorréncias de formula em o € uma ocorréncia de formula mdzima.

Defini¢ao 4.8. (Forma Normal de uma Deducao esquemdtica) Uma dedugio 11

¢ normal, se em Il nao existem segmentos esquemdaticos mdrimos.

Além das redugoes operacionais a.i.1 e a.i.2 introduzidas nas defini¢oes 4.3 e
4.4 da secao 4.1, definiremos abaixo as redugoes do absurdo a.it.1, a.12.2, a.iii e b.ii; as
reducgoes permutativas b.i.1 e 0.7.2; e as reducoes modais c.i.1 e c.i.2. Dizemos que uma
ocorréncia de féormula esquematica maxima é do tipo a.i.1, a.i.2, a.ii.1, a.11.2, a.iii, b.i1,
b.i.1, b.i.2, c.i.1 ou c.1.2 se elas sao removidas, respectivamente, pelas reducoes de mesmo
nome. Observamos que é facil verificar, para uma deducao II qualquer de E a partir de
I', que IT" obtida a partir da eliminacdo de uma férmula méxima de IT também é uma

deducao de E a partir de T'.

Definicao 4.9. (Reduc¢ao Esquemdtica para o Absurdo - a.ii.1) A redugdo a.ii.l
elimina ocorréncias de formula mdxima que sao consequéncias da regra esquemdtica para
o absurdo classico e premissa maior de uma aplicacao da regra esquemdtica de eliminagao.

Essa reducao é similar a introduzida na definicao 4.10.

Definigao 4.10. (Redu¢dao Esquemdtica para o Absurdo - a.ii.2) Temos dois

casos:

a) A ocorréncia de formula mdxima € consequéncia da regra esquemdtica para o absurdo

classico e premissa intermedidria de uma aplicacao da regra esquemdtica de eliminag¢ao:
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Nesse caso, considere a deducao 11 da sequinte forma mostrada abaizo onde a

ocorréncia de formula Ml’5 ¢ formula mdxima:

(€M) ] ' ' ' ‘
o (Mo [ME PGP (G ]
i Te@ . = = F
(I)(H]{l’_.’GZS) Al..M]/[:-- M;’5 --M:ni'-AS E%.E;s F.. F ..F @E(b)
F
IT,

~ / . ~ N . , .
Obtemos a deducao I1' a partir da remoc¢ao da ocorréncia de formula mdzrima

Mfs pela re-escrita da deducao original do sequinte modo:

(M0 [ME (GG )P
5! = o

O(HY,,.,G5) AM[M .M AELLE F . F .F
F

=
EMy.

)
l TC C
A (c)
I

0!

b) A ocorréncia de formula mdxima é consequéncia da regra esquemdtica para o absurdo
cldssico e premissa intermedidria de uma aplicacao da regra esquemdtica de introdugao:

este caso € similar ao item a).

Defini¢ao 4.11. (Reducao Esquemdtica para o Absurdo - a.iii) Seja a dedugao
IT da sequinte forma mostrada abaizo onde a ocorréncia de formula H é consequéncia da
regra esquemdtica para o absurdo cldassico e premissa menor de uma aplicacdo da regra

EE cuja premissa maior € uma ocorréncia de formula folha de forma &H :

[EH]"
)
L Tew k
I,

~ ! . ~ A . s /.
Obtemos a dedugao 11 a partir da remog¢ao da ocorréncia de formula mdzima

H pela re-escrita a.itv da dedugao original do sequinte modo:
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[€H]*
5

?

I
Defini¢ao 4.12. (Reducao Esquemdtica Permutativa - b.i.1) A redugdo b.i.1 eli-
mina ocorréncias de formula mdxima que sao consequéncias da regra esquemdtica de e-

liminacao e premissa maior de uma aplicacao da regra esquemdtica de eliminacao. Essa

reducao € similar a introduzida na defini¢ao 4.13.

Definigao 4.13. (Reduc¢do Esquemdtica Permutativa - b.i.2) Temos dois casos:

a) A ocorréncia de férmula mdzima € consequéncia da regra esquemdtica de eliminag¢ao

e premissa intermedidria de uma aplicagao desta mesma regra:

Nesse caso, considere a dedugao 11 da sequinte forma mostrada abaizo onde a

ocorréncia de formula ]\4}5 ¢ formula maxima:
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b) A ocorréncia de formula mdxima é consequéncia da regra esquemdtica de eliminagdo e
premissa intermediaria de uma aplica¢do da regra esquemdtica de introducgao: este caso €

similar ao item a).

Definigao 4.14. (Reducdo Esquemdtica para o Absurdo - b.ii) Seja a dedugdo
IT da sequinte forma mostrada abaixo onde a ocorréncia de formula F' € consequéncia da
regra esquemdatica de eliminac¢ao e premissa menor de uma aplicacao da regra EE cuja

premissa maior € uma ocorréncia de formula folha de forma £H :

(Al [Gﬂal LG [A%)*[G5) .. (G, )
)y e
O(H{y,.,G5) ALANELE P F
. . F (I)E(a) Fb
[EF]
— ¢E.
I

Obtemos a deducio 1I' a partir da remocdo da ocorréncia de férmula mdzima F pela

re-escrita da dedugao original do sequinte modo:

(Al [GH" - (Gl T! [A%]e[G3]" .. [Ga, ] T
Dl =
F EF1° F €r°
®(H,,.,G5) A'A[EF)PELE] T §E - 13
7 - - (I)E(a).
=
II;

Definig¢ao 4.15. (Redug¢ao Esquemdtica Operacional Modal - ¢.i.1) Seja a dedugao
IT da sequinte forma mostrada abaizo onde a ocorréncia de formula ]\/_I'li5 ¢ consequéncia

da regra esquemdtica de introducdao e premissa intermedidria de uma aplicacao da regra

PE3:

30 caso c.i.1 em que Mli) é premissa intermediaria de uma aplicagao da regra ®I é similar ao apre-

sentado nesta definigao.
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Defini¢ao 4.16. (Reduc¢ao Esquemdtica Operacional Modal - c.i.2) Seja a dedugao
IT da sequinte forma mostrada abaizo onde a ocorréncia de formula EH € consequéncia
da regra esquemdatica de introducao e premissa intermedidria de uma aplicagao da regra
dEA:

A eliminacao da formula mazrima EH pela re-escrita da deducdao original depende de como

a hipotese H € utilizada em X:

H)* 7 1 7 7
] (MG [EHIP. M2 PIGEP. G5 1?
T ¢l _ ! = s
®(Hly,.,G5) ALMiLEH ST M ASELES P F . F
, = DPEy).
1151

40 caso c.i.2 em que £ H é premissa intermedidria de uma aplicacdo da regra ®I é similar ao apresentado

nesta definicao.
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/ / , N . ~ . . . . /

ondeY, em I, € a sequéncia de dedugoes das premissas intermedidrias A*, .., M?, .. A1) .
J—; — . / r o, ., . ~

N 2L LES L ML e EF, e EF € a hipdtese descartada pela aplicagio da regra L,

.y ;_4pS,

, !
que conclui F".

Na sequeéncia, introduziremos defini¢oes basicas para a prova de normalizacao
fraca do sistema S. As defini¢oes de reducibilidade imediata e de reducibilidade sao iguais
as elaborados por Prawitz em [39]. As defini¢oes de férmulas discordantes, de propagagao
de uma ocorréncia de féormula, de indice de uma féormula esquematica e de indice de uma
deducao introduzidas na definigao 4.19 sao similares as respectivas definigoes feitas por

Martins e Martins em [28].

Definicao 4.17. (Reducibilidade Imediata) Uma dedugao 11 se reduz imediatamente

aIl', se II' € obtida de 11 pela substituicdo de uma subdeducdo IT* de II por uma reducdo

I1* de II*.

Definigao 4.18. (Reducibilidade) Uma dedugdo I1 se reduz a 11, se eviste uma sequéncia
Iy,.. 11, n > 1, onde 1I; = II, 1I; se reduz imediatamente a Il;11, para cada i < n, e

I, =1I.

Note que, pela definicao 4.18, concluimos que uma deducao II reduz-se a ela

mesima.

Definicao 4.19.

a) Formulas esquemdticas discordantes sao formulas mdzimas eliminadas pelas redugoes
a.1.1l, a.i.2, b.a.l, b.1.2, c.i.l e c.2.2.

b) O tamanho l(c) de um segmento o € igual ao nimero de ocorréncias de férmulas em
g.

¢) A propagacao s(H) de uma formula esquemdtica € igual a l(oy)+..+(0,,), onde o1,..,0,
sao segmentos em uma deducao 11 e H pertence a o;, para 1 <1 < n.

d) O indice de vizinhanga r(H) de uma ocorréncia de formula esquemdtica H ¢ igual ao
numero de formulas discordantes vizinhas de H.

e) O indice i(H) de uma formula esquemdtica discordante H € iqual a (d(H),r(H), s(H)).
f) O indice i(Il) de uma dedugao € igual a max(i(Hy),..,i1(H,)), onde Hi,..,H, sao

formulas discordantes. Se nao existem formulas discordantes em 11, entao i(I1) = (0,0,0).

Os lemas descritos e provados na sequéncia sao utilizados na demonstragao do

Teorema de Normalizacao Fraca. Utilizamos >> como simbolo para reducao. O Lema
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Critico atesta que o indice i(II) de uma dedugao II pode ser reduzido se suas férmulas
méximas sao premissas de r(II). A prova do Teorema de Normalizagao Fraca é por
indugdo no par (i(Il),[(IT)). Pela hipdtese de indugao, as dedugoes das premissas de
r(IT) sido reduzidas a deducdes normais. Se a deducdo II' resultante da substituicio das
dedugoes das premissas de r(II) por suas correspondentes normais for normal, a prova
esté concluida. Caso contrario, todas as férmulas maximas de I sdo premissas de r(IT').
Se i(IT') for diferente de zero, entdo, pelo Lema Critico, II' pode ser reduzida a II" cujo
indice serd menor do que o indice de II. Nesse caso, pela hipétese indutiva, II" reduz-se
a uma deducio normal. Se, de um outro modo, i(IT') for igual a zero, entdo, pelos lemas

4.20, 4.21 e 4.22 descritos a seguir, II' é redutivel a II" normal.

Lemma 4.20. (Ocorréncia de Segmentos Esquemdticos Mdrimos dos Tipos

a.1it e b.ii) Seja I uma dedugao I' - 7, tal que:

e F' ¢ a unica ocorréncia de formula mdxima.

o [7 € uma premissa menor de r(I) e € uma ocorréncia de formula mdxima do tipo

a.111 ou b.41.
Entao II pode ser reduzida a uma deducdo normal I de T+ L.

Prova:

A prova é por indugao em s(F'). Pela hip6tese do Lema, F' é a tinica ocorréncia
de férmula maxima e é do tipo a.iii ou b.ii. Portanto, r(II) é uma aplicagao da regra es-

quemadtica de eliminagao da negacao e i(I1)=(0,0,0). Assim, temos que:

a) Se F' é uma ocorréncia de férmula maxima do tipo a.iii, entdo sua eliminagdo nao
3 7. ., ~ . .
gera novas féormulas maximas. Portanto, nesse caso, II' é a deducao obtida a partir da

eliminacao da formula maxima F' pela aplicacao da redugao a.iiz.

b) A reducao que elimina férmulas maximas do tipo b.ii gera uma dedugao IT* no formato

mostrado abaixo:

A G)  G]" A% [G3)° . (G5, )°
ES
3 [F)° F a
O(H} .., Gy) ALA[FELE;, 7 ¢ | - 3

DE(,).
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Se II* é normal, entdo IT' é igual a IT*. Caso contrario, pelo menos uma das subdeducoes
determinadas pelas premissas menores 7 em II* é da forma descrita por este Lema. Seja
IT; a subdedugao de IT* determinada pela i-ésima premissa menor 7. Suponha que a
ocorréncia de férmula F' é uma férmula maxima em IIf. Nesse caso, s(F), em IIf, é
menor do que s(F') em II e, pela hipétese de indugao, IIf pode ser reduzido a uma dedugao

normal II**. Obtemos uma dedugao normal II' a partir da substituicdo das subdeducées

IT} por II*, para toda i<i<n onde I} nao seja normal.

Lemma 4.21. (Permanéncia) Seja 11 uma deducao tal que i(11)=(0,0,0). Se Il for
reduzida a uma dedugdo IT', entdo i(I1')=(0,0,0)
A prova segue de modo direto das definicoes.

Lemma 4.22. (Deducgées de Indice (0,0,0)) Seja Il uma dedugao tal que i(11)=(0,0,0).

Entdo II pode ser reduzida a uma deducio normal II .

Prova:
Para a prova do Lema 4.22, considere que II nao é normal. Seja II igual a
I1, . .11, r(11)
H . A prova é por indugdao no comprimento de II. Pela hipotese de inducao,

Il;, para 1 < ¢ < n, pode ser reduzida a uma deducao normal H;. Entao, seja II*

IT,..IT,
1 n T(H)

igual a H . Se ITI* ¢é normal, entdao II' = IT*. Caso contrario, pelo Lema 4.21,
P
0jen)

i(I1*)=(0,0,0) e IT* é igual a =~ 7 ¢E. H ¢ uma férmula esquematica maxima do tipo

a.iii ou b.ii. Portanto, pelo Lema 4.20, IT* é redutivel a uma dedugéo normal IT .

Lemma 4.23. (Férmulas Esquemdticas de Tipo a.i.1)® Seja Il uma dedugio T = E

tal que:

e Todas as ocorréncias de formulas mdzimas siao premissas de r(II).

50 Lema sobre férmulas esqueméticas do tipo a.i.2 é semelhante. Nesse caso, a prova é direta, segue

do fato de que H é a tnica férmula maxima que pode ser gerada apés a reducgao e de que d(H) < d(¢H).
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e i(IT) = (p,r — 1,q9) > (0,0,0) e Q1,Qa,.....,Q,, para r > 1, sdo ocorréncias de

formulas discordantes.

e Q1 € uma premissa maior do tipo a.i.1 e i(Q1) = (p,r — 1,q).

Entdo 11 pode ser reduzida a wma dedugio 11 tal que i(I11') < 4(TI).

Prova:

Na deducao abaixo, ®(H],..,G5 ) é Q1 e i(®(H|,,..,G;)) = (p,7 — 1,q).

p

Segue a dedugao II:

=1l

hI A , A
1 .o pl 1-. j .o pl I(a) 271 g g
®(H{ .., G5)) AV ASELES P F . F .
F (b)7
e a reducao IT'
A
D
NG GG,
X
F.

A prova deste Lema segue dos seguintes fatos:

i) As ocorréncias de formula que pertencem a A;, para 1 < j < p;, ndo sao ocorréncias
de férmula discordantes porque, caso contrario, elas também seriam férmulas dis-

cordantes em II, mas nao seriam premissas de r(II).

ii) As ocorréncias de féormula H:y, o H; ni de =5 podem ser férmulas discordantes em
) R
/! 7z y K . 7 . ~
I, porém, d(H; ,,) < ®(H 11, Gy.). Utilizamos raciocinio semelhante com relacao
g )

as férmulas G;

iii) Se r > 1, entao suponha que a férmula Mfs € A’ ¢ uma férmula discordante em II

e que i(M.) = (p’,r — 1,¢'). Visto que i(Il) = i(Q1) = (p,7 — 1,¢) e Q1 é uma



4.2 Prova da Normalizacao Fraca para o Sistema Esquematico S 88

premissa maior, entao p/ < p, pois p' = p implicaria que q/ < q em II e isto nao é

possivel pela definicao de segmento.

Lemma 4.24. (Ocorréncias de Férmulas esquemdticas de Tipo b.i.1) Seja 11

uma deducao I' = F tal que:

e Todas as ocorréncias de formulas mdzimas sao premissas de r(11).

e i(IT) = (p,r —1,q9) > (0,0,0) e Q1,Qq,.....,Q,, para r > 1, sdo ocorréncias de

formulas discordantes;

e ()1 € uma premissa maior, € formula mdzima do tipo b.i.1 e i(Q1) = (p,r — 1,q).

Entdo 11 pode ser reduzida a uma deducdo 11, tal que i(I1') < i(I).
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A prova segue de:

. A . ’ 1z . A~ .
i) As ocorréncias de férmulas que pertencem a A*, para 1 < i < s, e a ocorréncia
, ’ /! ~ ~ , ;. !/ ’ .
de férmula ®(HY, .., G,.) nao sao formulas méximas em IT' porque, caso contrario,

elas seriam férmulas méaximas em II, porém nao sdo premissas de r(II).

ii) Ser =1, entao i(II') = (p,0,q") < i(II) = (p,0,q), pois s((H 1 Gs)) = ¢ emIT'
é menor do que em s(®(H{,,..,G5 ) = gem Il Ser > 1, entdo férmulas dos conjun-
tos A’ em II também sao férmulas méximas. Suponha, sem perda de generalidade,
que r = 2, M € A" ¢ férmula méxima em IT e que i(M}) = i(®(H{,,...,G} ) =

(p,1,q). Entao i(Il') = i(M) = (p. 1,¢) < (p,2,q), para ¢ > q.

see . . Lrd . . Lol L ! ~ ~ 7’ 7’ .
iii) As premissas intermedidrias dos conjuntos :%,..,:;s de r(II') néo sdo férmulas maxi-

mas porque as hipéteses intermediarias correspondentes sao premissas menores na

aplicacao da regra ®FE que tem ®(Hj ,,..,G3 ) como premissa maior.

|
Lemma 4.25. (Critico) Seja I1 uma dedugao tal que:
e Todas as formulas esquemdticas mdximas sao premissas de r(II).
e i(I)=(p,r-1,9)>(0,0,0).
o Ezistem r > 1 férmulas mdzimas®.
Entdo 11 pode ser reduzida a uma deducdo 11" tal que i(I1") < i(II).
Prova:
Seja Q1,Qa, ..., Q. as ocorréncias de féormulas esquematicas maximas em II.
Sem perda de generalidade, considere que ()1, Qs, ...., ), ocorrem da esquerda para a di-

reita como premissas de r(II). A prova desse Lema é por indugao em [(II) e analisamos

0s seguintes casos:

a) r(IT) é uma regra esquematica de eliminagao, i(Q1) = (p,r — 1,¢), @1 é uma premissa

maior de r(II) e uma ocorréncia de férmula méaxima do tipo a.i.1, a.i.2 ou b.i.1:

6Note que podem existir ocorréncias de férmulas maximas com fndice menor do que (p,r — 1, q).
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Nesse caso, II é da forma descrita nos lemas 4.23 ou 4.24, respectivamente, e,

portanto, pode ser reduzida a uma deducao IT" tal que i(IT') < 4(II).

b) r(II) é uma regra esquemética de eliminagao, i(Q;) = (p,r — 1,q), @1 é uma premissa

maior de r(II) e uma ocorréncia de férmula maxima do tipo a.ii.1:

Nesse caso, na dedugao II apresentada abaixo, Q1 é ®(H 1171, -, G5 ). A dedugio
IT" obtida a partir da eliminagao da férmula méxima ®(Hj ;, .., G5_) estd mostrada abaixo

de II:

[Q(Hiy, - Gy

s [AS)G5 )" (G, )°
T T = z b
O(HL,,.,G5) " ALA EIEF . F . F
, . 15 o
>
[AIGGA)" - (G,
[B(HL,, ., G5 )] ALA3 EI=5 F . F F
’ — P L) c
F [EF]
7 ¢E
L)

0 ps

z

T T
CC.

F o

Temos duas possibilidades:

b.1) ED(HL,, .., G5

~ 7 ~ . , ’ . ! . !/
5.) nao é uma ocorréncia de férmula maxima em IT': i(I') = (p,r —

2,q) <i(Il) = (p,r —1,q),se r > 1, e i(Il') = (0,0,0) < i(II) = (p,7,q), se r = 1.

7 A~ . 7 /. . ! R
b.2) E®(HY 4, .., G,.) ¢ uma ocorréncia de férmula maxima in IT: dividimos o caso b.2 em

dois sub-casos:

b.2.1) Se a ocorréncia de férmula EO(H7,,.., G5 ) em IT" for premissa maior, entdo I é
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igual a :
[AS]°[G5 4]0 1G5 1
[®(HL,,..G)]" Al.AS El=S FL. F . F
bl s s s @E(C)

F [$F]” I
= Ty ¢
©<H11’17"7G25) gq)(H%,l"'?Gf)s)

T, gE
PN

T 7.

T (a)

Obtemos a deducao IT" aplicando a reducéo a.i.2, introduzida na definicio 4.4:

[ASJGE )0 (G5 )
7 3t xi s
S(HL,, . Gr) Al =iz T i 7

Ps
F

A ocorréncia de férmula esquemética ®(Hj 1, .., G,.) ndo é conclusao da aplica-
¢ao da regra 7. e nem da regra ®F, pois, do contrario, existiria uma ocorréncia de férmula

méxima do tipo a.iii ou b.ii, respectivamente, que nao seriam premissas de r(II).

Seja IT" uma subdeducao de IT" determinada pela a ocorréncia de férmula F
que é conclusdo da aplicacio da regra ®E. I é da forma descrita por este Lema e, pela
hipétese indutiva, IT" é redutivel a I, tal que i(IT"") < i(II") = i(II). A deducao final

"

é obtida a partir de II" pela substituicao de IT" por I,

b.2.2) Se {P(H{,, .., G5 ) é uma premissa intermediaria, entdo IT" ¢ igual a:

70 caso em que E®(H 1171, -, Gy ) é premissa intermedidria da regra ®E' é tratado de modo semelhante.
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Observe que:

. ~ . , ’ / . . . . - ~
i) As ocorréncias de formula ®(H\,..,G )AL, . Ejy, oy, By, ., AL ndo sdo ocor-

réncias de férmula maxima porque nao sao premissas de r(II).

ii) O grau das premissas intermedidrias de A!, .., A? da aplicacao da regra ®FE é menor
do que o grau da férmula ¢<H11,17 v G;S), pelo mesmo motivo exposto no item 4i7)

da prova do Lema 4.23.

iii) Se a hipétese intermedidria {®(H{ .., G5 ) da aplicagao da regra ®I é premissa

maior da aplicagao da regra F, a ocorréncia de férmula ®(H{,,..,G?

5.) Vizinha

de 5<I>(H1171, ..,G;S) nao é conclusao de uma aplicagao das regras 7. e ®F, pois,
caso contrario, estas formulas vizinhas seriam ocorréncias de formulas esquematicas

méximas do tipo a.iii ou b.ii, mas nao seria premissas de r(II).

, ~ . , s . ! . .
ED(H] .., G ) é¢ uma ocorréncia de férmula maxima em IT', a eliminamos por
. ~ . . . o~ ~ "
meio da reducao c.i.2, subcaso b, introduzida na definicao 4.16 e obtemos a deducao II

mostrada abaixo:
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/ / -~ . ~ " ~ , N .
O(H}L, .., G, ), conclusao da aplicagao daregra L. em II", ndo é uma ocorréncia
K S

, . ; 1 ; ~ ~ , s’ . 1"
de féormula discordante e Af, .. E. 1,5 A,, nao sao formulas maximas em 1T,

i
» gl =1
pois também seriam féormulas méaximas em Il e ndo seriam premissas de r(II). Além disso,
para qualquer ocorréncia de férmula maxima E em A’, temos que d(F) < p. Entretanto,
com relagao a ocorréncia de formula £O(H 1171, -, Gy ) que é conclusao da {1 em IT", temos

que:

~ ~ . , ;. " ~ r o, "

a) Se £®(H{,,..,G5 ) nao for ocorréncia de férmula maxima em II", entdo I é II".
. . « s . —_ " ~ ~ ~ . 7

Note que as premissas intermediarias de = em II' nao sao ocorréncias de férmulas

maximas porque as hipoteses intermediarias correspondentes sao premissas menores

vinculadas na aplicagao da regra ®F que conclui F' em E;”

b) Se {B(HY,, .., G3) for uma ocorréncia de férmula méxima em IT", a férmula vizinha
de £B(H{,,..,G5,) em 1" nao é conclusio de uma aplicacdo da regra 7. e nem
conclusao de uma aplicacao da regra £FE e, portanto, Z;”' sera da forma descrita
pelo Lema 4.26. Pelo Lema 4.26, Z;i pode ser reduzida a uma deducéo II"' que nao

~ . 7’ . " . " .
tem ocorréncia de férmulas discordantes e encontramos I com ¢(II"") < ¢(II) pela

. o ~ "y " "
substitui¢ao de ;" em II" por IT".

¢) (1 é uma premissa intermedidria ou (); é uma premissa maior com i(Q1) < (p,7—1,¢q):
seja (Qi, para k > 1, a primeira ocorréncia de férmula da esquerda para a direita na
sequéncia @1, .., @, de formulas méximas, tal que i(Qx) = (p,r —1,¢). Ou seja, Qx é uma
premissa intermediaria. Dependendo da regra que conclui ), ndés temos os seguintes

Ccasos:

c.2.1) Se Qy, igual a Mfs em II mostrada na sequéncia, for conclusao de uma aplicagao da
regra esquematica de introdugao, isto é, uma férmula maxima do tipo c.i.1, entao obtemos

II' a partir da reducéo modal c.i.1 introduzida na definicdo 4.15%:

80 caso em que M, 1, ¢ premissa intermedidria da regra esqueméatica de introdugao é tratado de forma

semelhante.
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Observe que:

~ . , ; ; ~ ~ , s !
a) Asocorréncias de formula de A?; .., A}, nao sao férmulas esquemdticas em IT', porque

elas também seriam ocorréncias de férmulas maximas em II, mas nao premissas de

r(11).

b) Se r = 1, entdo i(II') = (p,0,q — 1) < i(II) = (p,0,q). Caso contrario, se r > 1,
entdo i(II') = (p,r — 2,q) < i(Il) = (p,r — 1,q).

c.2.2) Se Q é a ocorréncia de férmula £H em II que é conclusdo de uma aplicacao da
regra esquematica de introducao da negacao, ou seja, uma formula esquemaética do tipo

c.i.2, entao obtemos IT a partir da reducdo modal c.i.2, vide definicao 4.16%:

H(l . . . .
] (M. [P [ME PG [GE ]
T o¢r } =t Py P2
®(H,,.,G5) A.Mi.EH > ML AELES F. F . F

As redugoes dependem de como a hipotese H é usada na dedugao II:

. A~ . , ~ . . ~ ~ r o,
i) Se a ocorréncia de formula H nao for uma premissa maior em X, entao a redugao I é

igual a:
[Mi.Je [¢H). (M ][Gi]e..[GE ]
O(HL,,..G5) ALALNELE P F Fo
F (a) [SF]C
: 32
LT,
T @
)
% Te(e)

onde A" éigual a M{,..,{H,..,M', e £H é a hipétese descartada pela aplicacao da regra

T. que conclui a ocorréncia de formula esquematica H. Se a ocorréncia de férmula H que

90 caso em que @y é premissa intermedidria de uma aplicacdo da regra ®I é tratado de forma

semelhante.
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é conclusao da regra . for uma premissa da regra esquematica de introdugao ou é uma
premissa menor, entao ela nao é uma ocorréncia de férmula esquemaética discordante.
Nesse caso, se 7 = 1, entdo i(II') = (0,0,0) < i(II) = (p,r — 1,q) e, se r > 1, entdo
i(I1) = (p,r —2,q) <i(1l) = (p,r —1,9).

Se H é uma premissa intermediaria e uma férmula maxima, entao observe que
d(H) < d(€H). Nesse caso, se r = 1, entdao i(II') = (p — 1,0,q¢') < i(Il) = (p,r — 1,q).
Ser > 1, entaoi(Il') = (p,r—2,q) < i(Il) = (p,7—1,¢). Em ambos os casos, i(I') < i(II).

.. 7 . . ~ ~ ~ !’ ~ .
ii) Se H é uma premissa maior em ¥, entao a redugao II e sua redugao II' sao, respectiva-

mente, iguais a:
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A ocorréncia de férmula esquemética F' que é conclusao da aplicacdo da regra
7. e as ocorréncias de férmula de A em II' ndo sdo férmulas maximas em X', pois, caso
contrario, elas seriam ocorréncias de férmula maxima em II, mas ndo premissas de r(II).
As ocorréncias de férmulas do conjunto E;Z nao sao férmulas méximas em I porque

. , 1. . ~ ’ ~ .
as hipdteses da mesma forma utilizadas na aplicacao da regra ®F em Y sao premissas

menores vinculadas.

A ocorréncia de férmula £H é uma férmula méxima, entretanto s(EH) =
q— 1 < q. Portanto, se r = 1, i(II') = (p,0,q — 1) < i(II) = (p,0,q). Caso contrario, se
r> 1, entdo i(I1) = (p',r — 2,¢') <i(Il) = (p,7 —1,q), parap <peq <q.

c.2.2) Se @y, ¢é conclusdo de uma aplicagao da regra esquemética para o absurdo, ou seja,

se Q ¢ do tipo a.7i.2, entao utilizamos um procedimento similar ao item b) descrito acima.

c.2.3) Se Q. é conclusdo de uma aplicagdo da regra esquematica de eliminacao, i.e., Qy é

do tipo b.i.2, entao utilizamos um procedimento similar ao caso a).

Lemma 4.26. (Ocorréncias de Formulas esquemdticas para a Regra ®FE) Seja
I uma deducio T' - F' tal que II ndo tem mais do que duas ocorréncias de férmulas
maximas. Além disso, £Q é uma ocorréncia de formula mdxima em 11, a subdeduc¢ao

determinada por £Q € da forma °

(NG (G [AT][Gs)e (G )

Ps

b 1 1 ;1 X
Q] [AY]e [A%Ee 5 )¢ F . F
F P ey
T «] 32
Q"

e, se £EQ € uma premissa maior de uma aplicacao da regra EE, entao a formula vizinha

de £Q) nao € conclusao de uma aplicagao da regra 7. e nem de uma aplicacao da regra

10Se a ocorréncia de férmula @ que é premissa maior da aplicacio da regra ®E que conclui F for da
forma {Q/, para uma férmula Q' qualquer, entdo no lugar de uma aplicagao da regra ®FE teremos uma

aplicacao da regra £F. Nesse caso, a prova é similar.
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®E. Entdo 11 € redutivel a uma deducio IT tal que ndo existem ocorréncias de formulas

. /
discordantes em 11 .

A prova é por inducao em i(II). Temos os seguintes casos:

a) £Q é uma premissa maior de uma aplicacao da regra {E em II:

(A GG [A]G) (G )

ps

b 1 =le. = 7 "
o WIMWFERES P - Fap,
z = &l <
M
F

A ocorréncia de féormula () que é vizinha de £Q), pela hipotese deste Lema, nao
é conclusao de uma aplicagao da regra 7. nem da regra ®FE. Aplicando a redugao a.i.2

introduzida na definicdo 4.4 obtemos II":

(MG (G )" [A)eG)e. (G )

Ps

Q [AYe (AN [E] F g F o8, C
F EF) o
—
E//
F.

Entao temos as seguintes possibilidades:

. ~ , ~ . , . ’ r o, ~
i) @ nao é ocorréncia de férmula discordante em II': nesse caso, II é a dedugao

procurada.

.o , ~ . ’ . ! . ~ ’ ~
ii) @ ¢é uma ocorréncia de férmula discordante em IT'. Visto que ) nao é conclusao de
uma aplicacao das regras 7. ou ®F, entao () é conclusao de uma aplicacao da regra

/ ~ .z . . . ro, .
®J ou é uma dedugao-hipdtese. Considerando o primeiro caso, IT é igual a:
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cuja reducao II" é igual a

S5 A 54,
! 2
[A] TR G
by
F [EF°
- ¢E.
EN
F/

1" ~ , A~ . , s . ~ .
IT" nao contém ocorréncias de formulas maximas porque, se as ocorréncias de
formulas de A} fossem férmulas méximas, entao existiriam mais do que duas férmulas

esquematicas maximas em II, e isto vai de encontro as hipoteses do Lema 4.26.

b) £Q é uma premissa intermedidria em TT'':

110 caso em £Q é premissa intermedidria de uma aplicacdo da regra ®E é tratado de modo semelhante.
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Visto que em II existem somente duas féormulas maximas esquemaéticas, a
A . ’ ! / /7 ~ ~ ’ 7’ .
ocorréncia de férmula ®(H,', .G ) que é conclusao da regra ®I nao é férmula dis-

cordante.

. . « . . . ~ 1 s ~
Se £Q for premissa intermedidria da regra de eliminacdo, ®(H{,,..,G; ) nao
serd premissa menor de uma regra £ F cuja premissa maior é uma féormula folha da forma

—_ / / ~ . , .. ., . . ~ 4
E®(H{,,...G;). A ocorréncia de férmula vizinha da hipétese intermedidria £Q nao é

conclusao de uma aplicacao das regras 7. ou {FE, pois, pela hipotese do Lema, existem

somente duas formulas maximas em II.

/7: /'Z: !

i i i
SEN B By B Ay nao

A . ’ 1
As ocorréncias de férmulas de A/, .. el
]

sao férmulas maximas porque, caso contrario, haveria mais de duas férmulas maximas em

z ~ . !
I1. II é, entao, reduzida a II' como se segue:



108

4.2 Prova da Normalizacao Fraca para o Sistema Esquematico S

® [eN3I

4D
e
L,.sw%mi: AENW @‘w LHNQTTWM_
3 =
M3 (e A
o o L=l hEls v V] 0]
K oS
S R N B I RN AY
n\rm
\\N
PR ERTI
7
Uﬁmwg ASU k
L
q3 — : = = :
LG5 T 3] 1 (2o T
Do It lae] v T (T VY] e iy
e i<

9

7

r
;X 9puo



4.2 Prova da Normalizacao Fraca para o Sistema Esquematico S 109

., . A . , / ’ ,
Conforme j& mencionamos, a ocorréncia de férmula ®(H,Y, .., G,.) que é con-

/

. .. . . ' g i

clusdo da aplicagao da regra 7. e as ocorréncias de formula de Ay, .., By, .., B
!z /9 5 ~ ~ A . , .

E? LB .. A ndo sdo ocorréncias de formula discordantes.

7 Hgla+10 Je? T TP

, ~ . , , . . ’ , . 1
£@Q é uma ocorréncia de formula maxima discordante em II', porém (X)) <

i(II), pois s(£Q) em Z;i ¢ menor do que s(£Q) em II, e Z;?' esta no formato do Lema.
Pela hipétese de inducio, obtemos II" a partir de Z;-i onde nao ha ocorréncia

de férmulas discordantes. Obtemos a deducéo II' resultante, substituindo Z;" por ITI" em

’

I, .

Teorema 4.27. (Normalizacao Fraca para S) Seja 11 a dedugio I' + Q, entao 11 é

redutivel a wma deduc¢io normal II de T+ Q.

Prova:

Seja i(IT) = (0,0,0), entao II pode ser reduzida a uma deducio normal II" pelo

Lema 4.22. Caso contrario, a prova é por indugao no par ordenado lexicograficamente

(i(11), 1(11)).
1 Xa
Fi...F,
Nesse caso, II é igual a Q

(1)

subdeducao de IT determinada por F;. Visto que i(IL}) < i(II) e I[(IL}) < {(II), entao, pela

Seja IIF, para cada 1 < 7 < n, a

hipétese de inducdo, cada IT* é redutivel a uma deducao normal IT;.

!

...,
Seja IT* iguala @ r( ) Se i(IT*) = (0,0,0), entao II* é redutivel a uma

!

~ ! s . . .
deducao normal IT pelo Lema 4.22. Caso contrario, analisamos dois subcasos:

a) Se, para alguma subdedugao H;, 1 <1< n, T(H;) for uma aplicacao da regra para

. “ , . ~ . o, .
o absurdo intuicionistico, entao suponha, sem perda de generalidade, que II; é igual

1"

I
IT; i
7Z / -~ J_'L /
1 IT,..Q, .. 1I, (1) /
Q1 ~ ' e que II* é igual a Q . Nesse caso, a deducao II' sera
IT;
Iy
obtida da seguinte forma: @ ~°.

b) Para o caso contrario ao exposto no item a), note que II* é da forma descrita pelo
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Lema 4.25 e, portanto, pode ser reduzida a uma dedugao IT** tal que i(IT*™*) <
i(IT*) < 4(II).

Se i(II**) = (0,0,0), entdo II** é redutivel a uma deducdo normal II' pelo
Lema 4.22. Caso i(IT**) > (0,0,0), podemos reduzir IT** a uma deducao normal II" pela

hipotese de indugao.

4.3 Prova da Normalizacao Fraca para o Sistema Es-

Ve o /
quematico S

Nesta secao, provaremos o Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema S” introduzido
na definicao 2.15. Conforme vimos na secao 4.2, provamos que existe uma sequéncia de
redugoes que normaliza uma deducao em S, porém nao nos baseamos em uma estratégia
que identifica uma sequéncia de formulas maximas que devem ser eliminadas a fim de
transformar uma deducao em S em uma forma normal. A estratégia de prova para a
normalizacao do sistema S, portanto, impossibilitard a definicao de um procedimento
para normalizar deducgoes feitas em sistemas concretos definidos em funcao de regras
instancias das regras de S. Esse é o motivo principal pelo qual definimos o sistema S’ na

secao 2.4 e provamos a sua normalizacao fraca nesta secao.

Introduziremos na sequéncia a definicao de segmentos esquematicos, segmentos
esquematicos maximos, de forma normal de deducdes no sistema S’ e provamos o Teorema
da Normalizacao Fraca para S'. Quando possivel, omitiremos definicoes introduzidas na
secao 4.2 para a normalizacao de S por serem iguais as respectivas definigbes para a
normalizacdo de S'. Mostraremos que a normalizacio fraca para S é obtida de modo
semelhante a prova de Prawitz para o sistema I, ou seja, a partir de uma estratégia de

escolha de segmentos maximos.

Definigao 4.28. (Segmento Esquemdtico) Um segmento o em uma dedugdo I1 é uma

sequéncia E1,..,E, de ocorréncias de formulas tal que:

e [y nao é uma conclusao da regra esquemdtica de elimina¢ao;
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o E;, para i <n, é uma premissa menor da regra esquemdtica de eliminagao e F;iq

ocorre imediatamente abaizo de E;;

e FE, nao é uma premissa menor;

Dizemos que um segmento esquemaético o ocorre acima de um segmento oo se

as ocorréncias de férmula de oy ocorrem acima das ocorréncias de oy.

Defini¢ao 4.29. (Segmento Esquemdtico Mdximo para Dedugdes em S’) Um
segmento F1,..,E, é mdrimo quando:

a.i.1) n =1 e By é conclusao de uma aplicagao da regra esquemdtica de introducdo e,
simultaneamente, premissa maior em uma deducao I1;

b.i.1)n > 1, Ey € uma conclusao da regra esquemdtica de introdugdo e E, é conclusao da

regra esquemdtica de elimina¢ao e premissa maior em uma deducgao 11;

Dizemos que E; e E, sao férmulas esquematicas maximas nos casos a.i.l e

b.i.1, respectivamente.

Defini¢ao 4.30. (Formal Normal de uma Dedugdao esquemdtica em S’) Uma

~ !, ~ . sy o
deducao I1 em S € normal, se ndo existem em Il segmentos esquemdticos mdzrimos.

A prova de Prawitz do Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema de
Deducao Natural I para a légica intuicionistica com todos os operadores utiliza como
valor de indugao o maior grau d dos segmentos maximos em uma deducao II e a soma [
do comprimento de todos os seus segmentos maximos que tem grau d, onde o grau de um
segmento significa o grau da féormula que ocorre neste segmento. Esta é uma estratégia

usual também seguida, por exemplo, por Martins e Martins [28] e Medeiros [31].

Prawitz mostra que caso removamos de uma deducao II, repetidamente, seg-
mentos maximos o de grau d escolhidos de forma que (a) nenhum segmento méaximo de
grau d ocorra acima de ¢ ou (b) nenhum segmento méaximo de grau d ocorra acima de
ou contenha uma férmula vizinha da tltima ocorréncia de o, chegamos a uma deducao

/
normal IT .

Ele mostrou que a eliminagao de um desvio de grau d escolhido seguindo a
estratégia descrita acima, ou gera novos segmentos maximos de grau menor do que d, ou
gera segmentos maximos de grau igual a d, porém o valor de [ diminui. A prova de Prawitz,

portanto, especifica em que sequéncia os segmentos maximos devem ser eliminados.
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7. . ~ . /
Utilizaremos, na prova do Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema S

enunciado abaixo, estratégia semelhante ao que expusemos nos paragrafos acima:

Teorema 4.31. (Normalizacdo Fraca para S') Eziste uma dedu¢ido normal para toda

deducao esquemdtica I1 de E a partir de T feita no sistema S .

Na sequencia, descrevemos a prova do teorema 4.31.
Prova:

O valor de inducao de uma deducao II é definido lexicograficamente como sendo
o par (d,[), onde d e [ sdo defini¢bes iguais as de Prawitz mostrada anteriormente nesta
secio. Mostraremos que, para uma deducdo IT em S com d > 0 e valor de inducio

. ~ / . ~
v = (d, 1), existe uma redugao IT' que tem valor de indu¢ao menor do que wv.

Escolhemos um segmento o de Il para ser eliminado de modo similar a forma
como Prawitz o fez em sua tese [38] para a normalizagdo do sistema [ para a logica
intuicionistica. ¢ deve ser um segmento de II de grau d tal que (a) nenhum segmento
méximo de grau d ocorre acima de o; b) nenhum segmento de grau d ocorre acima de
uma premissa menor vinculada vizinha da iltima ocorréncia de o; e (¢) nenhum segmento
maximo de grau d ocorre acima de ou contém uma premissa menor vizinha da ultima

ocorréncia de o.

De modo similar ao que Prawitz também apresenta na prova da normalizacao
para o sistema I, caso o maior grau de um segmento em uma deducao seja d > 0,
garantimos que encontraremos um segmento do tipo exigido pelos critérios a), b) e ¢)
descritos no paragrafo anterior a partir da seguinte explicacao. Considere o conjunto Cj
de segmentos maximos de grau d em II. Se o é um segmento de grau d que nao satisfaz
os critérios b) ou ¢), entdo existe um outro segmento as que pertence ao conjunto Cs que
faz com que «; nao satisfaga o critério b) ou ¢). Caso ay nao satisfaga os critérios b) ou
c), entdo existe um terceiro segmento ag de grau d, que pertence a Cs e que invalida os
critérios b) ou ¢) para ay. Observe que, dessa forma, obtemos uma sequéncia de segmentos
«1, Qa,... e, considerando que nossas deducgoes sao de tamanho finito, chegaremos a um

segmento «, pertencente ao conjunto C que satisfizerd os critérios a), b) e ¢) definidos.

Abaixo mostramos os dois tipos de desvios e provamos que ao eliminé-los o

valor de inducao da dedugao resultante serd menor do que o valor da deducao original:

a) o é um segmento cuja Unica férmula maxima é do tipo a.i.1: abaixo, II é a dedugao de
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. ’r ., ~ .
cima e IT é a dedugao de baixo:

ni i ¥

—1 =S

1._41...1_4ps

- F o
7 (®)
I

>

=1

—i
oD %
LG G,
2

F
1T

. ~ / r o, .
O valor de indugao v de II' é menor do que o valor v de II, pois o grau de uma

ocorréncia de uma férmula do conjunto Eg e o grau de Gé- sao menores do que o grau d

de TI. Além disso, o valor ' de II' é menor do que o valor [ de II.

b) o é o segmento maximo Ei,.., F, e E, é uma férmula maxima do tipo b.i.2: abaixo,

E, éigual a ®(H{,,..,G5 ), IT ¢ a deducao de cima e IT" 6 a deducdo de baixo:
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Observe que, pelos critérios (b) e (¢) de escolha de segmentos maximos a serem
eliminados expostos acima, nenhum segmento maximo de grau d ocorre acima de uma
premissa menor vinculada e nenhum segmento de grau d contém ou ocorre acima de uma
premissa menor das aplicacoes das regras ®F que concluem F em IT. Visto que o tamanho
de cada segmento que contém as ocorréncias de férmula méxima ®(H{ ,, .., G;.) em I é
menor do que o tamanho dos segmentos que contém as ocorréncias de férmula maxima
<I>(H11’1, o G;S) em II, temos que v, associado a IT', é menor que o valor de inducéo v de

IT.

Dessa forma, mostramos que as duas reducoes diminuem o valor de inducao v
de II e, apds, finitas eliminagoes de segmentos méaximos chegamos a uma deducao esque-

. /
matica normal IT .

4.4 Provas de Normalizacao Fraca para Sistemas Con-

cretos

Prawitz [38] provou o Teorema de Normalizagao Fraca para sistemas de Deducao Natural.
Gentzen [14] provou o teorema da eliminagao do corte (HAUPTSATZ) para Calculo de
Sequentes. Em Massi [30], encontramos uma prova de que o Teorema de Normalizagao

Fraca pode ser obtido a partir do teorema de eliminacao do corte.

Dentre os sistemas de Deducao Natural para os quais Prawitz provou a norma-
lizacdo fraca, citamos o sistema C" de Deducio Natural para a légica cldssica de primeira
ordem. Ele nao considerou como parte da linguagem da logica classica, as constantes para
a disjuncao e para o quantificador existencial. Além disso, Prawitz restringiu o formato da
consequencia da aplicacao da regra para o absurdo classico a formulas atomicas e mostrou
que toda dedugao pode ser escrita desse modo. Prawitz [38] provou, também, o Teorema
de Normalizacao Fraca para o sistema [ de primeira ordem para a logica intuicionistica

com todas as constantes logicas.

Massi, em [30], estendeu o resultado de Prawitz e provou a normalizacao fraca
para o sistema de Deducao Natural C' para a logica classica com todas as constantes

l6gicas. Além disso, ele nao restringiu o formato da conclusao da aplicacao da regra para
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o absurdo.

Com relacao a provas de normalizacao para légicas modais, citamos a prova
de normalizagao fraca para os sistemas Mgy, g4 € Cgy definidos por Prawitz em [38] para
a logica modal S4 minimal, intuicionistica e cldssica com o operador modal O. Conforme
mencionamos na segao 3.2.3, Medeiros [31] construiu um contra-exemplo para a prova
de Prawitz, definiu o sistema cldssico modal NS4 para a logica modal classica S4 com

operador modal O e provou a normalizacao fraca para o sistema N S4.

Bierman e de Paiva definiram o sistema IS4 para a l6gica modal intuicionistica
com os operadores modais O e < [4], porém nao apresentaram em detalhes a prova do

Teorema de Normalizagao Fraca para o seu sistema.

Martins e Martins [28] definiram o sistema C'S4 para a légica cldssica modal

com operadores modais O e & e provaram a normalizagao fraca para esse sistema.

Simpson [47] definiu um sistema de Dedugao Natural para a légica modal
intuicionistica com operadores modais O e & e provou o Teorema de Normalizagao Forte.
Nas regras de seu sistema, ele incorporou a interpretacao semantica de mundos possiveis
do O e do <. Por exemplo, nas regras O/ e OF mostradas abaixo, x,y e z sao mundos
possiveis, onde a afirmacgao x : A significa que A é verdade no mundo x e z Ry significa

que o mundo y é visivel a partir do mundo z:

[z Ry] [y: Al [zRy]
N ¥

Y z: <A z: B
x:OA DI z: B OFk.

Na aplicacao da O, y deve ser diferente de x e nao pode ocorrer em qualquer
hipétese aberta além de zRy. Na aplicacao da OFE, y deve ser diferente de x e de y e nao
deve ocorrer em qualquer hipétese aberta da qual z : B dependa, excetuando-se em y : A

e em rRy.

O sistema de Simpson inclui, além de regras para constantes légicas, regras
que expressam condicoes sobre a relagao de visibilidade entre mundos. Simpson utilizou
mundos possiveis em seu sistema de Deducao Natural pelo fato de desconhecer, segundo
ele, qualquer outro modo de formular um sistema modal intuicionistico com operadores O
e ¢ que tenha importantes propriedades como, por exemplo, normalizacao e propriedade

da subférmula. Na secao 7.2, item b.2), mostraremos que a nossa normalizagdo esquemé-
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tica nao contradiz esta afirmacao de Simpson.

Citamos, na parte final desta secao, algumas consequéncias do Teorema da
Normalizacao Fraca. As dedugoes normais apresentam formatos caracteristicos. Em sis-
temas de Deducao Natural para a légica intuicionistica, por exemplo, elas contém duas
partes. Uma analitica, em que as hipdteses sao desmembradas em seus componentes pelo
uso das regras de eliminagao, e uma sintética, em que os componentes finais obtidos na

parte analitica sao colocados juntos pelo uso das regras de introducao [38].

Algumas outras importantes consequéncias dos teoremas de normalizacao e da

eliminagao do corte sao:

e Propriedade da subférmula: a unica regra em Calculo de Sequentes que possibilita
que uma formula seja utilizada nas premissas e nao apareca nas conclusoes é a regra
do corte. Com o teorema da eliminacao do corte, todas as formulas de uma deducao
sao subférmulas do sequente final provado. Prawitz provou propriedade semelhante
para o sistema de Deducdo Natural C' para a légica cldssica de primeira ordem
sem os operadores de disjungao e existencial. A propriedade da subférmula para o
sistema C' atesta que toda ocorréncia de féormula em uma deducio normal em C
de A a partir de I' tem a forma de uma subférmula de A ou de alguma férmula de
I', excetuando-se as hipdteses descartadas pela aplicagao da regra para o absurdo
classico e as ocorréncias de L que ocorrem imediatamente abaixo de tais hipéteses.
Com relagao ao sistema I para a logica intuicionistica [38], o principio da subférmula
diz que toda ocorréncia de formula que ocorre em uma deducao normal de A a partir

de I' é uma subférmula de A ou de alguma férmula de T'.

e Prova sintatica de consisténcia de Sistemas de Deducao Natural: Prawitz provou
que nao ha prova normal para o L no sistema C’ [38]. O método sintatico apresen-
tado por Prawitz [38] possibilita provar a consisténcia sem se basear na seméantica de
uma logica, ou seja, sem a necessidade de mostrar que o sistema é correto. Prova-se
a consisténcia de um sistema de Deducao Natural de modo autocontido, apenas
usando propriedades sintaticas. Isto deve-se ao fato de que, se o Teorema de Nor-
malizacao Fraca para um sistema ¢é vélido, entao toda deducao neste sistema tem

uma forma normal e nao ha prova normal para o L.

e Propriedade da separagao: em uma dedugao normal no sistema de Deducao Natural
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I para a légica intuicionistica, sao utilizadas somente regras de inferéncia para as

constantes légicas que ocorrem na conclusdo e nas premissas [38].

e Decidibilidade da légica proposicional intuicionistica: utilizando a propriedade da
separacao e a propriedade da subférmula, define-se um procedimento recursivo para
prova de teoremas na légica proposicional intuicionistica [49]. Lembrando que nao ha
tabela-verdade para a logica intuicionistica e que usualmente modelos de Kripke sao
utilizados como semantica para a légica intuicionistica, ressaltamos a importancia

de tal procedimento.

e Propriedade da disjuncao: se uma disjuncao A V B é provada em um sistema in-
tuicionistico proposicional em Caélculo de Sequentes, entao ou A é provado neste
sistema ou B o é. Prawitz provou propriedade semelhante para um sistema de

Deducao Natural para a légica intuicionistica [38].

e Teorema da Interpolacdo: se I' - A no sistema C' de Prawitz de Deducio Natural
para a légica cléssica, entao existe uma formula F', considerando algumas outras

condigoes, tal que I' = F e F'= A [38].

e Limite de tamanho de provas: o primeiro resultado foi obtido por Schutte [45] para
Calculo de Sequentes. Pereira [35] estendeu os resultados de diversos modos, em
particular, para sistemas de Deducao Natural. Ele provou que uma deducao II no
sistema de Deducao Natural para a légica intuicionistica de primeira ordem reduz-
se a uma deducdo II' normal tal que I(IT') < 2;(n), onde I(II) é o comprimento da
deducao II introduzido na definigao 3.12, k é igual ao maior grau de um segmento

méximo em II, 2,(j) = j, se i = 0, e 2;;1(j) = 2% se i > 0.

4.5 Conclusao

Neste capitulo, mostramos, por meio do Principio da Inversao, que a regra esquematica de
introducao do sistema esquemético de Deducao Natural S, introduzida na defini¢ao 2.5,
é, de um certo modo, o inverso da regra esquematica de eliminacao desse mesmo sistema

esquematico S.

Além disso, mostramos outros desvios que podem ocorre em dedugoes em S e

provamos que para toda dedugao realizada em S existe uma dedugao normal no sentido
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que nenhum desses desvios definidos ocorrem. Conforme comentaremos novamente na
secao 7.1, devido ao fato de nosso sistema esquematico S ser um caso geral de sistemas
definidos em funcao de regras instancias das regras de S, obteremos, como consequéncia,

a normalizacao fraca e forte para sistemas concretos.

Chi, em [7], apresentou o Principio da Inversdo para uma versao similar das
regras esquematicas do sistema S, introduzido na definicao 2.15. A tnica diferenca entre
as regras de Chi e as regras que definem S’ é que a conclusio de sua regra esquematica de
introdugao é a férmula ®(Fy, .., F},) enquanto que a conclusao de nossa regra esquematica

: X~ A 4 1 s 1 s
de introdugao é a férmula ®(Hj 4, .., PSths’Gl’ G ).

Provamos, também, o Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema S’. Nesse
caso, utilizamos uma estratégia semelhante a utilizada por Prawitz em [38] para a prova
desse mesmo teorema para o sistema I definido para a légica intuicionistica. Ou seja,
definimos uma estratégia de escolha de desvios que devem ser eliminados na deducoes
realizadas em S e mostramos que a eliminacdo destes desvios leva a uma deducao nor-
mal. Por ter caracteristicas de procedimento, a normalizacdo do sistema S  possibilitou
a definicao de um método para normalizacao de sistemas concretos apresentado na secao

6.2.
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5 TEOREMA DE NORMALIZACAO
FORTE PARA O SISTEMA S

o Teorema de Normalizacao Forte diz que a forma normal de uma deducao é obtida apds
um numero finito de reducgoes independentemente da ordem que sao aplicadas. Atual-
mente, a propriedade da Unicidade da forma normal, que afirma que duas sequéncias de
reducoes quaisquer levam uma deducao a uma mesma forma normal, é provada a parte do
Teorema de Normalizacao Forte. A propriedade da Unicidade também é conhecida como

propriedade de Church-Rosser.

Provas de normalizacao forte sao usualmente classificadas em provas semanticas
e sintaticas. Nas provas semanticas, define-se uma propriedade P aplicavel as deducoes de
um sistema C' e prova-se que, se a propriedade P é valida para II, entao II é normalizavel

fortemente. Depois mostra-se que a propriedade P é valida para toda deducao II em C.

Prawitz, em [39], utilizou a propriedade de Validade Forte para provar um Teo-
rema de Normalizacao Forte para a logica intuicionistica de primeira ordem em Dedugao
Natural com todos os operadores. Na prova de normalizacao forte para o sistema classico,
ele nao considerou os operadores de disjuncao e existencial. Prawitz, porém, limitou
as conclusoes das aplicacoes das regras do absurdo intuicionistico e cléssico a férmulas

atomicas.

Tait, em [48], utilizou o predicado de convertibilidade para obter resultados
de normalizagdo para um sistema tipado. Baseando-se no trabalho de Tait, Girard [16]
definiu o predicado de redutibilidade e provou a normalizacao forte para um sistema de

tipos isomorfo a um fragmento da légica proposicional minimal sem a disjuncao.

Martin-Lof [29] definiu a nogao de computabilidade e provou um Teorema
de Normalizacao Forte para a légica intuicionistica de primeira ordem utilizando um
sistema em Deducao Natural com todos os operadores. Martin-Lof, entretanto, utilizou
um conceito de forma normal diferente do que usualmente se conhece, pois nao eliminou

os segmentos maximos, somente férmulas maximas.

Massi [30] provou a normalizagao forte para um sistema classico com todos os
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operadores, porém também desconsiderou as redugoes permutativas.

Por fim, citamos também os trabalhos de Leivant [25] e Jervell [23] como

exemplos de provas semanticas do Teorema de Normalizacao Forte.

Conforme Massi [30] comenta em sua tese, o processo combinatério que ocorre
na construcao da sequéncia de reducao fica embutido na definicao de uma propriedade
utilizada em uma prova semantica. Ainda segundo esse mesmo autor, provas sintaticas

foram apresentadas para evitar tal situacao.

Como exemplos de provas sintéticas, citamos a prova de Girard [15], que
mapeou sequéncias de redugoes em sistemas auxiliares que satisfizeram a normalizacao
forte e a prova de Massi [30] que, baseando-se em uma idéia de Martin-Lof de que se a pior
sequéncia de redugoes termina, entao todas as sequéncias de reducoes terminam em uma
unica forma normal, provou a normalizagao forte para um sistema sem os operadores de

disjuncao e existencial e que limita a conclusao do absurdo classico a férmulas atomicas.

Nesse capitulo, provaremos o Teorema da Normalizacao Forte para o sistema
esquematico S introduzido na definigdo 2.9. Da mesma forma que na prova de Massi [30]
e de Martin-Lof [29], desconsideramos as redugoes esqueméticas permutativas b.i.1 e 0.2
introduzidas, respectivamente, nas definicoes 4.12 e 4.13. Além disso, generalizamos o

conceito de Validade Forte de Prawitz [39] para o sistema esquematico S.

Na se¢ao 5.1, apresentaremos defini¢oes adicionais e na se¢ao 5.2 exibiremos a

prova do Teorema de Normalizagao Forte para o sistema esquematico de Dedugao Natural

S.

5.1 Definicoes

Nesta secao redefiniremos os conceitos de férmula esquematica maxima introduzidas na
definicao 4.6 e introduziremos os conceitos de sequéncia de dedugoes de um conjunto de
formulas, de Validade Forte e Validade Forte por Substituicao. As defini¢coes de segmento
esquematico maximo e de dedugao normal sao iguais as respectivas defini¢oes 4.7 e 4.8:

Defini¢ao 5.1. (Sequéncia de Dedugées de um Conjunto de Foérmulas) Con-

YA Y1 Yim
sidere A = {Ey, .., E,,}. Nesse caso, A € a sequéncia de dedugoes En,....,E,, do conjunto

de formulas de A.
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Definicao 5.2. (Formula esquemdtica Mdxzima) Uma ocorréncia de formula esque-
mdatica ' em uma dedugao 11 € uma ocorréncia de formula mdzima se F' € a conclusao de
uma aplicacao das regras @I, £1 ou L. e, simultaneamente, premissa maior ou premissa
intermedidria de uma regra em II. Caso o tamanho do segmento o do qual F pertenca
seja iqual a n > 1, entao a n-ésima ocorréncia de formula de o ndo é uma premissa

menor vinculada.
Defini¢ao 5.3. (Validade Forte) Uma dedugio esquemdtica I1 é Vilida Fortemente

(VF) se, e somente se:

a) r(I1) é uma regra esquemdtica de introdug¢do na qual as dedugoes de suas premissas

=1

intermedidrias sao VF e, para toda sequéncia de deducoes =t VI do conjunto Ej-,

J
z:i E i
g Aj
=1 i
=i AL

‘7 .
E;- Yiai

J

5;1 ¢ VF, onde A; € uma sequéncia de deducoes do conjunto A;

Se a redugao de uma dedugao que conclui uma premissa intermedidria de r(I1) tornar
esta premissa intermedidaria uma formula esquemdtica mdzima, entdao 11 reduz-se a

II' que é VF. Denominamos esta dltima condicdo de cldusula a.l).

DIy
b) r(I) é uma regra esquemdtica de introdu¢io da megagdo e, para toda dedu¢ao H
g
H
b))
VF, T é VF.

c) r(II) € uma regra esquemdtica do absurdo, e a dedugdo de sua premissa € VF.

d) r(Il) é uma regra esquemdtica de elimina¢ao ou uma regra esquemdtica de eli-

minacao da negacao, e as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

d.1) Il € normal ou cada II', tal que II se reduz o 1T, é VF.
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d.2) Sell tem o formato

(A G]" (G [A](Gs)e (G )

Yo YAl &ZE} ZEE‘;S 271 s
d(HL, ..., G AV LAY B =S F .. F
( 1,1 ps) 1 Ds (I)E(a),
F
entao
Yz Y V= 2y,
=) A =n B
ZA" 712 pZz
A L Gt
pi
AV AR B, XY F sao VF, sendo
que:
=i Al =5 Do
Sap 2oy XY Zy,
d.2.1) Al .., A;Z_ , L G;i sao subdedugoes de E;p, para a qual Xg
se reduz.

d.2.2) As ocorréncias de formulas esquemdticas dos conjuntos A’i,..,A;i e as
A . s ; ; ~ . ’ . ~
ocorréncias de formulas GY,..,G" sdo premissas em Xg de uma aplica¢do

1M p; d

da regra esquemdatica de introducao que conclui CID(Hllﬁl, o G‘;S)l.

e) I é uma dedugao-hipdtese.

PN
Dizemos que uma sequéncia de deducao A ¢é Valida Forte, se, e somente se,

todas as deducgoes que pertencem a sequéncia forem validas fortemente.

Defini¢ao 5.4. (Validade Forte por Substituicdo)

LObserve que ®(H 11’1, - G‘;S) pode ser premissa maior de uma aplicacao da regra ® £, como na deducao
II do item d.2, ou pode fazer parte de um segmento em Z;p que tem <I>(H1171, -, Gy_) como sua tltima

formula.
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Uma dedugao esquemdtica € resultante de 11 por substituicao quando substitu-
imos suposicoes abertas em I1 por deducoes VF. Uma deducao esquemdtica 11 é Valida
Fortemente por Substitui¢cao (VFS) se, e somente se, todas as dedugdes resultantes de I1

por substituicao sao VF.

5.2 Prova da Normalizacao Forte para o Sistema S

Provaremos, nesta secao, o Teorema da Normalizacao Forte sem redugoes permutati-
vas para o sistema esquematico de Deducao Natural S. Inicialmente, apresentaremos e
provaremos Lemas e Teoremas que serao utilizados na prova do Teorema de Normalizagao

Forte mostrada no final desta secao.

Lemma 5.5. (Permanéncia de r(II)) Seja r(II) em que uma das sequintes condigoes

¢ verdadeira:

a) r(Il) € uma regra esquemdtica de introdugcdo em que nenhuma redugdo das dedugoes

de suas premissas intermedidrias gera formula mdzrima.

b) r(I) € uma regra esquemdtica de introdugdo da negagao.

c) r(I) € uma regra do absurdo.

Entao:

... 1™
I) I € da forma A | para (1 <m).

II) Se 11 I,,..... .11, € uma sequéncia de redugdo para 11, entdao cada 11;(1 < i < n)
.. .1

7
termina com a mesma regra que 1I.  Além disso, 1I; ¢ da forma A e

I} .. T0L .. T T também sdo sequéncias de redugao.

Prova:

A prova de I) segue do formato das regras esquemadticas. A prova de II) é

imediata da observacao das reducoes esquemaéticas operacionais a.i.1 e a.i.2, introduzidas



5.2 Prova da Normalizacao Forte para o Sistema S 125

nas definicoes 4.3 e 4.4, das reducgoes do absurdo a.ii.1 e a.ii.2, introduzidas em 4.9 e 4.10,
das reducoes operacionais modais c.i.1 e c.i.2, introduzidas em 4.15 e 4.16 e das condigoes
do Lema, pois as possiveis reducoes em II serao aplicadas para eliminar formulas méximas

que ocorrem acima das premissas de r(II).

|
rH
I
Lemma 5.6. (Substituicoes de Hipoteses) Selly iguala A reduz-se ally igual
e x
I, I It
a A , onde T € o conjunto de suposicoes abertas em II; e I'' C I'?, entao II; se
D))
2
reduz a Ils.

Prova:

A prova do Lema 5.6 é por indugao no comprimento da dedugao. O caso base,

em que temos uma deducgao-hipotese, é trivial. Caso contrario, temos dois casos a analisar:

a) A redugao ocorreu em uma subdedugao determinada por uma premissa de r(II;):

.
Nesse caso, suponha que foi em II7. Visto que as ocorréncias de férmula de I’y
)y )y

Iy Iy
!5 !5
nao sao férmulas maximas, temos, pela hipétese indutiva, que II{ se reduz a IL;.

Portanto, II; se reduz a

X X ¥

r- ot

I} I . Im
A

b) A redugao ocorreu em uma premissa de r(II;):

Nesse caso, concluimos, a partir da observagao das reducgoes e do fato de que uma

ocorréncia de férmula de I'! nao é férmula méxima, que se I1; é a deducao de 't - A
D)) D))
! 2
entao Il ¢ uma deducao de I'> = A, onde I'; C I'y. Portanto, II; se reduz a II,.
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Teorema 5.7. (Dedu¢do Normal via Validade Forte) Toda sequéncia de redugao

mictando em uma deducao VF termina em uma deducdo normal.

Prova:

A prova é por inducao na definicao de Validade Forte, usando o Lema 5.5.

Como II é uma dedugao VF, temos os seguintes casos:

a) II é normal: trivial.

b) Existe formula maxima em II:

b.1) r(II) é uma regra esquematica de introducdo e nenhuma redugao de dedugoes
de suas premissas intermediarias gera formula méaxima. Nesse caso, Il tem o

seguinte formato:

[Z4]* (AL [QWV¥P EM%AM“
i 5 =
Ay A G . Gi . Gi, of
(HL,,..,G3) ()

Pela definicao de VF, as dedugoes das premissas intermediarias A’i,..,A;i de
r(II) sao VF. Pela hipétese indutiva, toda sequéncia de reducao das dedugoes

das premissas intermedidrias termina em uma deduc¢ao normal. Também pela
Y
J

hipdtese indutiva, para qualquer E; VF, toda sequéncia de reducao de

Yz Vs
SN
Gj

E.
A;

termina em uma dedug¢ao normal, onde A; é uma sequeéncia de dedugoes das

premissas intermedidrias de A; Portanto, qualquer sequéncia de redugoes ini-
—1 7
ST
1
Ej

ciando em Gj-, também termina em uma deducao normal e, pelo Lema 5.5,
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b.2)

b.3)

b.4)

qualquer sequéncia de reducao iniciando em II termina em uma dedugao nor-

mal.

r(II) é uma regra esquemadtica para o absurdo ou é uma regra esquemética de

introdugao da negacao: semelhante ao item b.1);

r(II) é uma regra esquemadtica de elimina¢ao ou uma regra esquemética de eli-
minacio da negacao: pela definicao, IT reduz-se a II' que é VF. Pela hipdtese
indutiva, toda sequéncia de reducio iniciando em II" termina em deducéo nor-
mal. Portanto toda sequéncia de reducao iniciando em II também termina em

deducgao normal.

r(II) é uma regra esquematica de introdugao e uma reducao de uma dedugao de

suas premissas intermedidrias gera formula maxima: semelhante ao caso b.3).

Lemma 5.8. (Manutencdao da Validade Forte) Se 11, se reduz a uma dedugao 1,

e se Il € VF, entao 11y também é VF.

Prova:

A prova é por inducao na definicao de Validade Forte e utiliza os lemas 5.5 e

5.6. Temos os seguintes casos:

a) II; é normal: trivial.

b) Existe formula méxima em II;:

b.1)

r(I1;) é uma regra esquematica de introducao e a reducao de dedugoes de suas

premissas intermediarias nao gera férmula méaxima:

b.1.1) A reducao IIy de II; ocorre em uma subdedugao ITf determinada por uma

premissa intermediaria de II;:
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b.1.2)

Nesse caso, como II; é VF, II] é VF pela definicao de VF. O fato de I}
ser VF ¢ condicao, conforme definicao de Validade Forte, para II; ser VF.

Portanto, pela hipétese indutiva, IT3, tal que 11 se reduz a II;, é VF.
*

E I I
By By
Suponha, agora, que II] é igual a E}, e que lI; é igual a E}, .

J

E necessario mostrar, também, que para toda deducao E; VF,

*
EE; EE;’.,1 ZE;ZJ2 ZE;.M
E; E;,l .. EJZJ? . E;pi
Gj
¢ VF.
Yo

J

O fato de que para toda deducao E; VF,

Y= Bpi, Tmi, Smi
= Ej, . By, - El,
%

Gj

é VF, é condicao, conforme definicao de Validade Forte, para II; ser VF.

Assim, completamos a prova desse item pela hipotese indutiva e devido ao

fato de que
B B TEj, TE,
=i 1 i i
_‘J E.]:l o EjJQ o E]’pz
3
]
i
GJ'
se reduz a
*
Yo Ypi o Ypi Dp
B} TE L, B, TE,
=i 1 i i
_‘J E.]:l o EjJQ o E]’pz
3
Ej
Gi

A reducao I, de Iy ocorre em uma deducao Z;'» de uma premissa nao-
intermedidria de II;. Suponha, no exemplo abaixo, que X} se reduz a ¥’

e que II; é a deducao de cima e I, é deducao de baixo:
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Eeage BB E L
Z ] =,
= o — % . G DI,
q)(Hl,l?'-?Gps)
>>
[Zi]7 [Af] [E5]° [Aj]° [Enl" (A
| .1 =5 i
Ay A;Z, H . G} .. G;Z. CIDI(Q).

(I)(Hll,h ) G;)é,)

Como nesse caso as dedugoes das premissas intermediarias de II; e II; sao
Z:' E i
2 2AL
—1 7
=J Aj

gy 5 Za

iguais, entao basta mostrar que, para = VF, G% ¢ VF, onde A} é

uma sequéncia de dedugoes do conjunto A;'- de premissas intermediarias.
1 7 —1 7
SN Sy
KA *7
Ej Zj

Observe que 5; reduz-se a G% . Pelo Lema 5.6,

Z:i E @ Z:‘i E 7
—J Aj —J Aj
—1 7 —1 7
=j Aj =j 43‘
1 *7
Ej Z:j

E; reduz-se a G’
Como IT é VF, E; ¢ VF pela definicao de VF' e, pela hipétese indutiva, o

Lema é verdade para Zé Portanto, E;i é VF.

b.2) r(II) é uma regra esquemdtica do absurdo ou uma regra esquemética de in-

troducao da negacao: semelhante aos itens b.1.1) e b.1.2), respectivamente.

b.3) r(II) é uma regra esquemadtica de eliminagdo, uma regra esquemadtica de e-
liminagao da negagao ou uma regra esquematica de introducao em que pelo
menos uma reducao de dedugoes de suas premissas intermediarias gera férmula

maxima, entao o Lema segue da definicao de VF.
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SN \g

[€A]
Lemma 5.9. (Validade Forte para {E) Se uma dedugdo Il é da forma ™ 7 32

e é VF, entao Il é VF.

Prova:

A prova do Lema 5.9 é feita de modo semelhante a prova do Lema 2, capitulo
V, da tese de Massi [30]. Como r(II) é uma aplicagao da regra esquemadtica de eliminagao
da negagao, entao, pelo item d.1) da definicao de Validade Forte introduzida em 5.3,

devemos mostrar que cada reducao IT' de II é VF.

Utilizaremos o indice a como valor de inducao, sendo que « corresponde ao
comprimento da arvore de reducao das deduc¢oes em ¥ da premissa menor A de II. E
possivel utilizarmos o indice a porque, pela hipotese do Lema, 3 é VF e, pelo teorema
5.7, toda sequéncia de reducao que inicia em cada deducao de ¥ termina em uma deducao

normal.

Como a premissa maior e a premissa menor de r(II) nao sdo férmulas maximas,
~ oy, . . ~ ~ . /. .
a deducao II' é obtida a partir da reducao de uma deducao em . Seja Il e II' iguais,

respectivamente, a

. 10117
A A
M B
e a
IERIERI
A A
M ¢E.

Pelo Lema 5.8, IT7 é VF. Portanto, II satisfaz as condicoes do Lema 5.9 e,
como o valor de a’ de II' é menor do que o valor a de II, temos, pela hipétese indutiva,

que IT" é VF.

Lemma 5.10. (Validade Forte para as Regras 1, (I, OE e {F) Uma dedugao 11

tal que r(I1) nao é uma regra esquemdtica do absurdo é VF, quando:
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a) Toda sequéncia de reducao iniciando de uma dedugao de uma premissa de r(I1) termina

em uma dedugao normal.

b) Ser(Il) é PE, entao a condi¢ao d.2) da definicao de Validade Forte é verdadeira para I1.

b.1) Se r(Il) € EE, entao as dedugoes das premissas de r(I1) sao VF.

c) Ser(Il) é ®I, entdo a condigcio a) da definicao de Validade Forte € verdadeira para 11,

com exce¢do da cldusula a.1).

c.1) Ser(Il) €1, entao a condigao b) da definicao de Validade Forte € verdadeira para I1.

d) Se 11 € da forma >

[ngis}a i 1b i 1b[vi1b i 1b
. T Tew - = v T
©(H{,,..Gy) ALM{. Mj T .MANELE) F. r L or
= (b)
entao
(M. JP M (G (G
®(H{ .. Gy ) ALMLM M} AELE F. d o
| g @E(b) c
7 [F]
T §E
RO
EM;,
)y
?

é VF.

20 caso em que M} é premissa intermedidria da ®I e o caso em que <I>(H11’1, -GS
5

5.) € conclusdo da

regra 7. sao semelhante ao item d).
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f) Se Tl ¢ da forma ®

[H]a i b b i 1b[Yi1b i 1b
5 (M. [H. (ML PGP (G ]
T o¢r ‘ P Py 20
®(H},, .. G5) ALMiLEH T WM AELES T F L F
’ o (I)E(b)
I

30 caso em que £H é premissa intermedidria da regra ®I é semelhante ao item f).
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onde ¥’ € igual a

1
2/1 Z/i E’s
He AN PPERES F F F'
[ A E ) oiy
F F
EF)

i1d LgI(E) i 1d[vih [y
[M3]*.. EH SIMD MGG,

=

F

é VF.

Prova:

Dada as condigoes a) a g) do lema, provaremos que II é VF utilizando a

definicio. Para tanto, basta mostrarmos que II reduz-se a II' que é VF, pois:

a) Se r(II) é uma regra esquemadtica de introducao, entao a condigao a) da definigao
de VF é verdadeira a partir da hipétese ¢) do Lema. No caso da redugdo de uma
deducao de uma premissa intermedidria gerar férmula maxima, entao é necessario

mostrar que II reduz-se a II' que é VF.

a.1) Se r(II) é uma regra esquematica de introdugao da negacdo, entao, pela hipétese

c.1) do Lema, a condic¢ao b) da definicao de VF é verdadeira.

b) Se r(II) é uma regra esquematica de elimina¢do ou uma regra esquemadtica de eli-
minagao da negacao, entao a condicao d.2) da definigao de VF é verdadeira a partir

da hipétese b) do Lema. Resta provar que II reduz-se a II' que é VF.

A prova é por inducao no terno («,3,y) definidos abaixo *:

e « é o comprimento da arvore de reducao da dedugao da premissa maior de r(II), se

existir tal premissa. Caso contrario, A é igual a zero;

4a, e 7y sdo finitos devido & condicdo a) do Lema 5.10.
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e (3 é o comprimento da dedugao da premissa maior de r(II), se existir tal premissa.

Caso contrario, 3 é igual a zero;

e 7 é o comprimento da drvore de redugao das dedugoes das premissas de r(II).

Consideramos dois casos:

a) IT' é obtida de II, substituindo uma sub-arvore prépria de I por sua reducéo imedi-

,...11, I, ... 1T,
ata. Nesse caso, se II é igual a A, entao II' é igual a A, onde, para algum
i(1 <i < n), II; se reduz imediatamente a IT; e para (i # j < n) H;- ¢ igual a II;. O valor
de inducdo de IT', (O/,B/,’y/), é menor que o de I, pois @' < v oua=a', f=f', porém

v <~ . II' satisfaz s condicoes do Lema, pois:

a.1) A condicdo a) é satisfeita, pois ela também é verdadeira para II.

a.2) Se II é igual a

ATG" (G [A][GR) (G )

S ShomE Y. w o
®(HL,,.,G5) N . ANELE F . F o5,
F a)s

entdo devemos mostrar a condigdo b) do Lema para a reducao T de IL.

DY B
a.2.1) Seja IT" obtida de I a partir da redugio de g em Sg, entdo A',.. A* 2], 55 B! %e

sao VF, pela suposi¢ao b) do Lema para II. Considerando que Yy reduz-se a Xk, &

o —i Ad
| CEIA =p: O,
*7 *7 ] *7
1,A Em,A g Zpi
necessario mostrar que, sendo A} ..., A;n- , GUo G;i subdeducoes de ¥} nas
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condigoes do item d.2.1) da definigao de VF, entao IT* igual a

5i Tila T Zpa
B A =0 B
oo =
AGE G,
27,
i

é VF. A prova do item a.2.1) decorre dos seguintes fatos:

. ’ ’ ~
a) Visto que Xg reduz-se a X4 e Xy reduz-se a Xj, entdo X reduz-se a Xj.

b) Pela condigao b) do Lema 5.10, o item d.2) da definigao de VF ¢ vélido para II,

—1 7

) ) Ezl All TP TP
*7 *1 3 *7
LA Epz‘,A 2y Epi
x ~ i i i i
portanto, como g reduz-se a X, entao, sendo Ay ,.., AL, Gy ... G,

subdedugoes de ¥} nas condigdes do item d.2.1) da definigao de VF, temos que IT*

igual a ' 4
X Ty S Zps
CELA O
X X,
A Gy oo G,
Zz’
F
é VF.

5omh I
a.2.2) II' é obtida de II pela reducio de ¥ em XA, A% Z1 =5 st wi-l yitl | s

IR
I~ .~ . 1; ,
em II' sdo VF, pela suposi¢ao b) do Lema 5.10. Pelo Lema 5.8, 3* VF reduz-se a X" que é
—i A = {
| EA; Zp B,
*7 *17 ; *7
El,A EpmA iy Em
VF. E necessdrio mostrar que, se ¥ reduz-se a X ¢ A{ .., A, G ......... G,

sao subdedugoes de ¥} nas condigdes do item d.2.1) da defini¢cdo de VF, entao IT* igual

a
DI 2, A
g AT = Ay T,
oo X i
Al Gl G
>
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¢ VF.
) ) Zﬁ Azl ~pi T i
*7 *7 . *7
LA EpivA ZTz Di
Pela condicao b) do Lema 5.10, sendo Af .., A? | Gi ......... Gi.  sub-

dedugoes de 3% nas condigoes do item d.2.1) da definigdo de VF, entao

IT* ¢é igual a

. . 7 *7
Ezl T?A Epi Zpi A
—i A oy 7
:ll All —pi TP
7 *7 *1
EA Z1 Epi
A L s a,
i
F

é VF. Pelo Lema 5.6, concluimos que II'* é VF.
Yipi
a.2.3) I é obtida de IT a partir de uma reducdo em A’ °:
Ppi
As dedugoes em A’ sdo VF, pois a condigio b) do Lema 5.10 é vélida para II e, conse-

quentemente, o item d.2.1) da defini¢ao de Validade Forte é valido para II.

/

ZAi dipi
Seja A' asequéncia de deducoes obtida de A’ pela eliminacao de uma férmula
Yni
méxima. Como as deducoes em A’ sao VF, entdo, pelo Lema 5.6, as deducoes da
I

sequéncia A’ também sio VF.

Visto que as demais deducoes de premissas intermediarias, dedugoes das pre-

. . . ! ~ . .
missas menores vinculadas e das premissas de II e I sao iguais, resta mostrar que, se g

—_ . —1 7
| COEAY S
*1 *7 *1 *7
LA Epi,A 2 Pi
sereduz a ¥ e Ay ., A, Gy ... G,, sao subdedugoes de 33 nas condigoes

)
Zpi

5 Aplicamos raciocinio semelhante, se supormos que a reducdo ocorreu em uma deducio de Ep; -
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do item d.2.1) da definicao de VF, entdo II'* igual a

DIPAN %E;:A
SN = S
Yoo XY .
AG Gi,
Z’L
F

é VF. E f4cil verificar que a proposicao final descrita acima é verdadeira a partir dos

seguintes fatos:

a) A condicao b) do Lema 5.10 ¢é verdadeira para II.

| COEIAY S
*1 *7 %7 *7
LA Zpi,A 21 Epi
b) Portanto, se X3 é umaredugdo de Xp e A} .., AL | G} ......... G!  sao sub-
> Di Pi

dedugoes de ¥} nas condigoes do item d.2.1) da defini¢ao de VF, entao " igual

a
b TTA Zpi EI%A
—i ; ; =i i i
=y AL I —pi Ap;' L
2pi Xy 20
NG Gi
Ei
F
é VF.
c) Por fim,
b TTA Zpi EI%A
—i ; ; =i i i
:zl Azl le —pi AP;‘ Fpi
Lipi 2y 2
A C 3
Ei
F
se reduz a
le TZA Em Zpi,A
— ; ; =i i i
= AT I Zp By T
/ . .
E E*’L Z*Z
At 1 Di
7 i 7
A L G
Z’L
F

que é VF, pelo Lema 5.8 e pela conclusao do item b) descrito acima.
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a.3) Se r(II) é igual a £E, entao, pelo Lema 5.8 e pela hipdtese b.1) do Lema 5.10, o item
b.1) é verdade para IT .

a.4) Para a prova da condigao ¢) do Lema 5.10 para IT', considere II igual a

| [Eie[al)e [E5]° (A5 [Epl" (A
1A XA P} 2 2
AL A ¢ .. Gt . G
1 Pi 1 J pi (I)](a)~
@(Hil, o G;S)

Temos dois casos para analisar:

a) II' é uma deducdo obtida de II a partir da reducdo de uma deducdo de premissa

intermediaria:
X

7
Jslo ]7A

Suponha que a dedugao EJZ 5, em A; foi reduzida e que obtemos a sequéncia de
.
2
j’A
~ ; . ; I, .
deducoes A; do conjunto A;-. Para mostrar que II é VF precisamos mostrar que:

a.1) As dedugoes das premissas intermediarias sao VF: isso é verdadeiro pois, com
Z .
Ei

gl

excecao da deducao E; 5, em A; que foi reduzida, as demais deducoes em

; ; / ~ . . N . ~
Af, ., A}, de IT' sao iguais as respectivas dedugoes em II.
Yl Ypi

gl gl

Com relagao a E;h obtida a partir de E;'-’ZQ pela eliminacao de um segmento
maximo, o fato de a segunda deducao ser VF garante, pelo Lema 5.8, que a

primeira dedugao é VF.

a.2) Pela validade da condic¢do ¢) do Lema 5.10 para II e, consequentemente, da

=1

condi¢ao a) da definicio de VF, para toda sequéncia de dedugao =% VF,

=J
E:' Z :
=5 A
=1 %
ST 5
(3 .
= =
G% ¢ VF, onde A} ¢ uma sequéncia de dedugdes de premissas inter-
medidrias.
Yei X,
:;. A;.
=1 )
SN
Z’:i Zl,
=5 j

Precisamos mostrar que, para toda sequéncia de dedugées =% VF, G}
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by

/

5

¢ VF, onde A’ é uma sequéncia de dedugoes do conjunto A’ de premissas

intermediarias. Esta proposicao é verdadeira, porque
E:' Z i
=i 2AL
—1 7
= Aj

VF se reduz a

B Zn;

que, pelo Lema 5.8, ¢ VF.

b) II' é uma deducéo obtida de II a partir da reducio de uma deducio de uma premissa;

Z:' E 3
B AL
—1 7
=J Aj
E’:i le
= J
Nesse caso, ¢ suficiente mostrar que, para toda deducao =% VF, G ¢éVF, onde

J J

YA
Aj

A; ¢ uma sequéncia de dedugoes do conjunto A;, pois as premissas intermediarias

de II e II' sdo iguais.

A proposicao descrita acima é verdadeira porque:

b.1) .
=) A
G,

VF se reduz a

=i Qi
;.
1

Ej

G

J

e, pelo Lema 5.6,

—1 7
=j Aj
(]
Zj

G

J
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VF se reduz a

b.2) Pela condigao ¢) do Lema,

E:i Z @
Sy Aj
=i Al

=i =

G

¢ VF e, pelo Lema 5.8,

¢ VF.

a.5) Se r(II) é igual a &I entdo, pelos lemas 5.8 e 5.6, e pela hipétese c.1) para II, o item

c.1) é verdadeiro para IT .

a.6) Para a prova da condigdo d) do Lema 5.10, considere II" mostrada abaixo:

e ]

D [M{..]b..[M;i]b[Gﬁ]b..[G;i]bFi
R = 2 x*
®(H},,.,G5) ALM. M LMEASELLES F L F F

dF
i3 (b).

Nesse caso, a redugiao ocorreu em X! de I1. Como a condigao d) do Lema é

verdadeira por hipdtese para II, entao II* igual a
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®(H{,,.,G5) ALMLM{P.M L AELES F L F F
’ s 5 m s @E(b) i
F [SF]°
- 32
- &)
M,
%
?
é VF. Provar a condic¢ao d) do Lema para IT" é provar que II'* igual a
(MM PGP G )P
o _ ! DY Z°
O(HLy, . G5 A MM M? A ELES F F
’ s 5 m @E(b)
F [£F]°
- 3
- &)
EM,
)
?

é VF. Isto é verdadeiro pela aplicacao do Lema 5.8, pois II* é VF e II* se reduz a
II'*. Caso a reducdo em II ocorra em qualquer uma das deducoes que pertencem as
ou nas deducoes M{',..,Mlirl,Ml"ﬁl,..,Mi uti-

sequéncias de dedugoes A',.. A® =1, =2

DPs m?

lizamos raciocinio semelhante.

Por fim, se a redugao ocorrer na dedugao ¥ em II, a prova da condigao d) do
Lema 5.10 para IT" segue do fato de que IT* é VF, da aplicacdo do Lema 5.6, que garante
que IT* reduz-se a IT*, e da aplicacdo do Lema 5.8, que nos permite concluir que, se IT*

se reduz a IT'* e II* é VF, entdo IT* é VF.

a.7) A prova das condicoes e), f) e g) do Lema para IT sdo semelhantes & prova apresen-

tada no item a.6).

b) II' é obtida de II a partir da eliminacao de uma férmula méaxima A que é premissa de
r(II): se r(II) é a regra ®F, e A é uma férmula maxima do tipo a.i.1, entdo, usando a

. ~ . . ~ Ve 4 Id
condicao b) do Lema para II e a reflexividade das redugoes, concluimos que IT' é VF.

Se A é do tipo a.i.2, entdo, usando a condigdo b.1) para II e a definicao de

VF, concluimos que II' é VF.

Se A é uma férmula maxima do tipo a.ii.1, a.ii.2 ou c.i.2, entdao, usando,
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respectivamente, a condi¢ao d), f) ou g) do Lema 5.10 para II e a definicao de VF,

e / 7’
concluimos que IT é VF.

Por fim, se A é uma férmula maxima do tipo c.i.1, entao, usando a condicao

e) do Lema 5.10 para II, provamos que II' é VF.

Teorema 5.11. (Validade Forte por Substitui¢cdo) Toda deducdo é vdlida fortemente

por substitui¢ao.

Prova:

A prova é por indugao no comprimento de II. Se r(IT) é uma regra esquemética

do absurdo, entao o resultado é imediato da hipdtese indutiva. Caso contrario, considere

I, ...1L,
IT da forma A R, onde R nao é uma aplicacao da regra do absurdo. Devemos
;... 1
I R

mostrar que II* igual a A ¢ VF, onde IT* é obtida de II por substitui¢ao. Para

tanto é suficiente mostrar as condi¢oes do Lema 5.10 para IT*.

Pela hipdtese indutiva, as dedugoes I1; ...II, sao VFS e, consequentemente,
IT5 ... II} sao VF. Aplicando o teorema 5.7, a condi¢ao a) do Lema 5.10 é verdadeira para

IT*.

Se r(IT) for uma aplicacdo da regra £E ou da regra &I, as condigoes b.1) ou

c.1) do Lema 5.10 sdo, respectivamente, verdadeiras pela hipdtese indutiva.
Para a prova das condigoes b) e ¢) do Lema 5.10 para I1*, considere os seguintes

casos, respectivamente:

a) r(II) igual a

(MG (G )" (A [G)e (G )

S i 3B X, Sl S
®(Hi,,.,G5) AL ANELES F . F@E()

F
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Nesse caso, IT* ¢é igual a

ATG" (G [A][GS) (G )

25 TR oSpEt I 1 g
®(HI,,..G5) A . AELLE F . Fon,
F a

e, pela hipGtese indutiva, X%, 331, 7\5,2’{1,..,2;:,2*1,..,2*5 sao VF. Para completar a

validade do item b) do Lema 5.10 para IT*, é necessario mostrar que

PREDIIN X i
—i ; =i i
'-:Zl AZI —pi . Di
*7 "4 2
A E1 Epz‘
Az 7 Gz
1 s i
E*i
F

O EFpE BB
YA XA pa% 2
¢ VF,onde A} .., A, G ., Gl sdo subdeducdes ¥y para a qual X se

reduz e onde a condigao d.2.2) da definigdo de Validade Forte introduzida em 5.3 é vélida

para essas subdeducoes. Como X3 é VF, entao pelo Lema 5.8 Eif; ¢ VF. Pela hipdtese

ANGELGE
S iS5
indutiva, F é VFS, e, portanto, para toda sequéncia de deducoes A7, i,..,G;Z_

validas fortemente,
TNy N,
A GG
Z*’L
F
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¢ VF. Visto que Ei; ¢ VF, entao, pela definicao de Validade Forte, para toda deducao

EE/.i
J
= VF,
Y
:'j EjzA
5 A
Z 1
Gj
X3
¢ VF. Como Z} é VF, entao
2 A
Sy
=
Gj
é VF e, portanto,
DN 2 Zp
SN =n Do
5% 2
A L Gl
E*i
F
é VF.
| B = LV S
1A XA P 2
AiLAL ] . Gy 41
b) r(II) igual a O(H{y, .., Gs)) ). devemos mostrar que a

hipétese ¢) do Lema 5.10 é verdadeira para IT* igual a

[Zi]e [Ai]® [E5:]° [A:)°

fa o Yha Y = STy
AL AL G . Gy =
®(Hi,, .., Gs)) ) Pela hipétese indutiva, G’
PR
) ) =5 4
] 2ja Xy

¢ VFS, ou seja, para toda dedugao E; VF e A; VF, G; ¢ VF.

Também pela hipétese indutiva, as deducgoes das premissas intermediarias de

IT sdo VFS. Isso conclui a prova do item c¢) do Lema 5.10 para IT*.
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Por fim, provamos as condigoes d), e), f) e g) do Lema 5.10 para IT*:

c¢) Condicao d) do Lema 5.10 para IT*: nesse caso, II é da forma ©

[EM]" , e
oy 3 ) Lo MLPLMEPIG (G
_ %e  EA iy 7o Za N3EON s i s
®(HL,,.,G5) A M. M. .M ASELE] F. F F
F (b)

e II* é igual a

eM e o

, : , [Mi.Jo. M PGP (G ]

* *1 E*Z 27 Z*l x5 Y1 *S me pi
X3 N T Tew mi YR° N1 X7 sl o s
®(H] .G ) A M. M MEAT ELLESF F . F

Ps q)E(b)

F

Devemos mostrar a condi¢ao d) do Lema para IT*, ou seja, que IT* reduz-se a 1" que é VF:

(M0 M PG (G )

* * *1 *1 s Tk *5 . Ppi
¥% EAl 2j71 X EiAzll Eps w1 yoxi yiks
@(H%,l,..,G;S)Al ,.Mf..[Mlls]b..M;ni..As E% RCHA F . F OEy,
F Fle
] 6P
- S
ey,
2*
7-7

%0 caso em que M ¢ premissa intermedidria da ®I ou ®(H{,,..,G5 ) é conclusao da regra 7. é
5 : .

tratado de forma similar.
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Svm@ sd w 4 S sd ¢
A A d e= = LI, ! A7 4 VA (5 R 5 # T
s 1K +X 5d T ¢ M 1P g . 3 1 d_ ... 1 T'C <‘N o
Tql 0] gldo] o1V] o, K T¥, x 1) 9 D AV TV WK *
il ql?, qL, qL? MNN svmﬁw Tmﬁw qbwmw qum
ENTAvREE]
(S]
A
Svm& Sd—. .. T LW g1 U S, Sd o (TT
Kl £l d GETES I ; IV (s N H)®
s 1K Hmw sd, i~ Vv Ju 1o *d .. A T e ... T 10 Vr emw
(9] o[£0] o[:V] DCOIA K % ) 2 A\ A CO
.@Lo .@\U q .S\U q .s< .:MN mw WN ngmw Q“wmw
ANl
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VO Y Iy v serepeuiogur sesstwoxd op euonbos € 9 4 opuo
JR RV Vi U R
A
A A d = fzmdg (ot i@
w*w rd . JUL .. N*N [ 1 ﬁ*wmwawﬁw TAH\N Wﬁw
gl 0] 7 gliDlg[ ] (0) JV qli]
1 d A 1 d7..
9 u) u) L .84_ QTQ_
Hicq 4z K
aIo[iV]o[4Z]

. ¢ ¢ N
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Pela hipétese indutiva,
) . , i [Aﬂb [G/ﬂb B [G;ii]b
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sao VF para ¥’ VF. Portanto, IT* é VF, e, pela definicao de VF, item d.1), IT* reduz-se a

II'* que é VF.

e) Condigao f) do Lema 5.10 para IT*: nesse caso, II é da forma

H® , . . ,
, [E] _ [M{..]b..[§H]b..[ani]b[G’l]b..[G;i]b
1y 2 o s 3L oys !
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Ia (b),
em que H nao é premissa maior, e [1* é igual a
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H

" . D IR - .
Pela hipétese indutiva, 7 é VFS. Entao temos que mostrar que a subdeducao

II"* de IT'* determinada por H é VF. Pela definicdo de VF, II'"* é VF, se, e somente se, a

subdeducao IT"* de IT"* determinada por 7 é VF. Pelo Lema 5.9, II"'* é VF, se, e somente
se, a subdeducao IT"* de IT"'* determinada por F é VF. Por fim, basta provar que IT"* é

VEF, e este resultado segue do fato de que, pela hipétese indutiva,

(Mo [P [ME PGP G

T Y TR o2 R Mol of by
®(H,,.,G5) ALMj.¢H.M A ELE F. F F 55,
F

é VFS e, também, de que a deducgao-hipotese EH é VF.

f) Condicao g) do Lema 5.10 para II*: esse caso é semelhante ao apresentado no item d).

Por fim, enunciamos o Teorema de Normalizacao Forte para o sistema S

Teorema 5.12. (Normalizac¢do Forte para o Sistema S) Toda sequéncia de redugao

iniciando em uma dedugao I1 em S termina em uma forma normal.

A prova do Teorema é direta dos Teoremas 5.11 e 5.7.

5.3 Conclusao

Neste capitulo, provamos o Teorema de Normalizacao Forte para o sistema esquematico de
Dedugao Natural S introduzido na definicao 2.9. Conforme argumentaremos na secao 7.1,
a partir de nossas defini¢oes esquematicas, garantiremos a prova desse mesmo Teorema
para os sistemas definidos por regras instancias das regras que definem o sistema S. O
resultado é inovador pois, até entao, somente resultados de normalizacao fraca tinha sido

provados para sistemas baseados em regras esquematicas.

Além disso, conforme mostraremos na secao 7.2, a comparacao de nossa prova

de normalizacao forte com a prova de normalizagao forte do sistema [ para a logica
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intuicionistica apresentada por Prawitz em [40] possibilitou sugerirmos um ajuste na prova

de Prawitz.
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6 PROCEDIMENTO PARA
NORMALIZAR DEDUCOES

Neste capitulo apresentaremos um procedimento para normalizar dedugoes em sistemas
concretos. Na secao 7.1, comentaremos sobre dois trabalhos correlatos. O primeiro é um

Gerador de Provadores de Teoremas [18] e o segundo ¢é a ferramenta Isabelle [33], [34].

O Gerador de Provadores de Teoremas, de modo semelhante as definigoes de
nossas regras esquematicas para o sistema S  introduzidas na definicdo 2.14, também se
baseou nas regras esqueméticas de Chi [7]. O objetivo principal desse trabalho foi possibi-
litar a definicao de provadores automéaticos de teoremas para sistemas de Deducao Natural

definidos em funcao de regras instancias das regras esquematicas que o fundamentam.

No nosso caso, conforme mostraremos na secao 7.1, definiremos um procedi-
mento que recebera como entrada uma dedugao realizada em um sistema concreto definido
em funcao de regras instancias das regras esqueméticas que definem o sistema S'. De-
pois se baseando na normalizacdo fraca para o sistema S provada na secdo 4.3, este
procedimento normalizard a deducao de entrada e a retornara normalizada. Além disso,
também buscamos com nossas regras esquematicas definir condigoes suficientes para a

normalizacao de sistemas, conforme exporemos na secao 7.1.

Com relagao a ferramenta Isabelle [33], esta aplicagdo também teve por objetivo
a prova automatica de teoremas para alguns sistemas ditos objetos. Consideramos que,
sob um certo aspecto conceitual, a ferramenta Isabelle se baseia em uma estratégia similar
ao que pretendemos e que exporemos nesta secao: é possivel, utilizando a ferramenta
Isabelle, que determinadas logicas se beneficiem da especificacao de um método definido
em um contexto geral. No seu caso, o método é uma generalizacao do procedimento de
resolucao e o contexto geral é uma metaldgica de alta ordem. No nosso caso, o método
é uma prova esquematica de normalizacao fraca e o contexto geral é o nosso sistema

esquemético de Deducao Natural S'.

Na secao 7.2, definiremos a aplicacao N D que normalizard deducoes realizadas

em sistemas de Deducao Natural concretos definidos em funcao de regras instancias de
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nossas regras esquematicas introduzidas na definicao 2.14.

6.1 Trabalhos Correlatos

Conforme comentamos na introducao deste capitulo, apresentaremos brevemente, nesta
segao, os trabalhos de Haeusler [18] e nogoes dos fundamentos tedricos da ferramenta

Isabelle [33].

Haeusler, em [18], definiu um sistema esquemédtico de Dedugao Natural de-
nominado de Sistema de Dedugao Natural Computavel Abstrato (DNCA) com objetivo
de definir um Gerador de Provadores de Teoremas. O sistema esquematico de Haeusler,
conforme comentamos na introducao deste capitulo, se baseou nas regras esquematicas
de Chi [18]. Conforme o autor, provadores autométicos de teoremas em Dedugao Natural
possibilitam que a explicagao dos passos da prova seja construida de modo mais facil do
que a explicacao de provas realizadas por meio de tableaux ou resolucao. Como exemplo,
citamos o trabalho de Oliveria et al [32] que utiliza a forma normal de dedugoes para

gerar explicacao de provas.

Haeusler associou fungoes recursivas as regras de Chi para garantir a com-
putabilidade da busca de provas, conforme ele menciona na pagina 13 de sua tese [18].
Estas funcoes mapeiam a conclusao da regra esquematica de introducao em hipoteses per-
missiveis, a conclusao da regra esquemaética de introducao e as hipdteses permissiveis em
hipoteses descartaveis pela aplicacao da regra, a conclusao da regra esquematica de in-
trodugao em suas premissas e restringem os formatos das hipéteses permissiveis utilizadas

na deducao das premissas de uma regra de eliminacao.

A regra para eliminagao do <, entretanto, nao é instancia de DNCA pois nao
existe funcao para restringir o formato de sua premissa menor. Assim, a linguagem do
sistema S4 intuicionistico que instancia suas regras esquematicas tem somente a constante
légica O, enquanto que, no sistema S4 cléssico, o & é definido em fungao da constante

logica O.

Haeusler definiu um método de prova que tem por base a forma normal das
deducoes dos sistemas instancias pois sao, segundo o autor, as mais faceis de serem cons-
truidas. Dessa forma, se o teorema da prova normal nao é valido para um sistema instancia

de DNCA, entao é possivel que o provador construido a partir de seu método nao encontre
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a deducao procurada. O seu método pressupoe, também, que nenhuma regra de eliminacao

tenha restrigoes associadas a suas hipoteses permissiveis.

Na nossa abordagem, conforme ja mostramos, as regras de dois sistemas modais
S4 intuicionisticos, equivalentes respectivamente aos sistemas de Prawitz [38] e de Paiva
[4], s@o regras instancias de nossas regras esquematicas. Além disso, o formato de nossas
regras de Dedugao Natural tem caracteristicas muito similares as propostas originalmente
por Gentzen [14]. Entendemos que este dltimo fato é uma vantagem, considerando os ob-
jetivos desta tese, visto que possibilitara realizarmos de modo mais facil, segundo nosso
entendimento, comparacoes entre nossa prova de normalizagao e provas de normalizacao

encontradas na literatura.

Por fim, destacamos que, diferentemente do caso do trabalho de Haeusler [18],
objetivamos, também, definir condi¢oes suficientes para a normalizacao de sistemas, for-
malizar o que vem a ser um sistema esquematico de Deducao Natural, além de definir um

procedimento normalizador de deducoes concretas.

Na sequencia, apresentaremos alguns fundamentos do provador de teoremas
Isabelle [33], [34] e faremos uma comparagao com nosso procedimento para normalizar

deducoes descrito na secao 7.2.

A ferramenta Isabelle [33] [34] fundamenta-se em um fragmento da légica de
alta ordem (HOL) [33] que tem por base a teoria de tipos simples de Alonzo Church [§].

Em [33], este fragmento é denominado de M e ele é dito ser a a metalégica de Isabelle.

Uma légica objeto L é representada em Isabelle a partir da adicao de novos
axiomas, constantes e tipos, onde os axiomas adicionados correspondem as regras de
inferéncia de sistemas objetos. Além disso, férmulas da légica objeto sao traduzidas
para a linguagem da metaldgica M. A metaldgica resultante é denominada de M, e,
como exemplo, citamos a logica proposicional intuicionistica, cuja formalizacao pode ser
verificada em [33]. Ressaltamos, também, que neste mesmo artigo, esta provado que, para

cada deducao realizada em uma légica objeto L, existe uma deducao em M|, e vice-versa.

Por fim, lembramos que o objetivo da ferramenta Isabelle é diferente do nosso
descrito na préxima secao, visto que ela é um provador automatico de teoremas com
capacidade de trabalhar com diversas légicas objeto e que aquela ferramenta nao trata
questoes de normalizacao. De modo diferente, o nosso trabalho normaliza deducoes rea-

lizadas em sistemas definidos em funcgao de nossas regras esquematicas. As similaridades
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entre a ferramenta Isabelle e nosso trabalho, entretanto, limitam-se a aspectos conceituais

no sentido que explicamos no final da introducao deste capitulo.

6.2 Normalizador de Deducoes

Denominamos o procedimento que exporemos a seguir de Normalizador de Dedugoes
(ND). O Normalizador de Dedugoes recebe como entrada dedugoes realizadas em sistemas
definidos por regras instancias das regras do sistema S, introduzido na definicdo 2.15, e
retorna a forma normal de tais dedugoes. Pressupomos, portanto, que a deducao que sera
traduzida foi construida em um sistema de Dedugao Natural definido em fungao de regras
concretas instancias das regras esqueméticas do sistema S’. Vale ressaltar, novamente,
que, diferentemente do Gerador de Provadores Automaticos de Teoremas de Haeusler
[18] e da ferramenta Isabelle [33], o procedimento N D nao é um provador automatico de

teorema.

Denominamos de L¢ a linguagem utilizada nas regras concretas. Férmulas
concretas, formulas esquematicas e instancias horizontais de regras concretas e esquema-
ticas serao tratadas como cadeias de simbolos. Por conseguinte, operacoes basicas sobre

cadeias de simbolos estarao disponiveis para uso do procedimento.

Todas as féormulas concretas sao da forma A(Ay, .., A,,), onde A é uma constante
l6gica da linguagem L¢ e Ay, .., A, sdo férmulas quaisquer, ou sao da forma A. Além disso,

existe 1 < m < n, tal que Ay, .., A,,_1 s@o hipdteses descartaveis e A,,, .., A,, sao premissas.

As instancias horizontais das regras concretas sao do tipo
(A1, .o, Ay /A(A1, .., Ay)). As premissas e hipoteses que definem uma férmula (A, .., 4,)
estao ordenadas do mesmo modo que as premissas e hipdteses esquematicas de uma
formula
@(Hll’l, "’H;s,h;S’G%’ -, G, ). Por exemplo, em A(Ajy, .., Ay), pode ser o caso de A; ser a
primeira hipdtese descartavel utilizada na deducgao da primeira premissa da regra Ry, A
ser a segunda hipdtese descartavel utilizada na dedugao da primeira premissa da regra

Ry, e assim por diante.

Por esse motivo, para informar as figuras das regras concretas para o pro-
cedimento N D, é suficiente informar as constantes légicas, a quantidade de regras de

introducao de cada constante légica, a quantidade de premissas de cada regra de in-
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troducao e quantas hipdéteses podem ser utilizadas na deducao das premissas de cada

regra.

A deducao é representada em uma arvore, denominada de drvore concreta de
deducao, cujos noés sao instancias horizontais das regras concretas. Associados a cada
no, temos, também, o tipo da regra, ou seja, se é de eliminagao ou de introdugao, e a

numeracao do no.

O controle principal da aplicagao visita cada né da arvore concreta de dedugao,
iniciando pelo né raiz. Caso haja mais de um né em um determinado nivel da arvore de
deducao, o controle visita os nds na sequéncia da esquerda para a direita. Ao visitar
um no, ele passa as informagoes associadas ao né para o procedimento Traduzir Dedug¢do

Concreta, introduzido na definicao 6.1.

O procedimento Traduzir Deducdo Concreta mapeia as férmulas concretas de
(A1, oo, Ap/A(AL, ., Ay)) em férmulas esquematicas por meio do procedimento Mapear
Formulas esquemdticas, introduzido na definicao 6.2. Como resultado do procedimento
Traduzir Deducao Concreta, obtemos uma nova arvore de deducao, denominada de arvore
esquemética de dedugao, onde os nds sdo instancias horizontais (Ey, .., E,/E) das regras

. /
esquematicas de S'.

Abaixo introduzimos a defini¢ao do procedimento Traduzir Deduc¢do Concreta.
Os passos deste procedimento sao executados em sequéncia, a menos que um desvio seja

especificado:

Definicao 6.1. (Traduzir Dedug¢do Concreta)

1. recebe 0 no da drvore concreta de deducao visitado pelo controle principal;

2. se a conclusao nao é uma formula atomica, entao executa o passo 6;

3. se a conclusao estiver mapeada a uma formula esquemdtica, entdo executa passo 8;

4. mapeia a conclusao a formula esquemdtica atomica Ey;

b. executa passo &;

6. executa procedimento Mapear Formulas Concretas em Formulas esquemdticas passando
a conclusao como parametro;

7. se o tipo da regra for de introducgao, entao executa passo 9;

8. se o tipo da regra for de eliminacao, entao o executa procedimento Mapear Formulas
Concretas em Formulas esquemdticas passando a premissa maior como parametro;

9. executa o procedimento Criar No da Arvore esquemdtica de Deducdo passando como
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parametro o no da drvore concreta de deducado;

10. finaliza.

passo 2)

passo 6)

passo 8)

passo 9)

Seguem algumas observagoes:

A notacao sintatica para féormulas implica que as especificacoes de instancias
horizontais de regras nao sao precisas. Por exemplo, se uma férmula A esta em uma
deducao concreta, ela pode ser uma férmula atomica ou nao. Uma dedugao-hipétese
A, por exemplo, representa uma quantidade enumeravel de deducoes, visto que A
pode ser qualquer simbolo proposicional da linguagem ou mesmo qualquer féormula.
Assim, para os procedimentos especificados nesta secao, férmulas do tipo A sao
atomicas, enquanto férmulas do tipo A(Aj, ..., 4,) sdo nao-atomicas. Imprecisao
similar ocorre nas instancias horizontais de regras esquematicas. Pelos mesmos
motivos expostos para férmulas concretas, férmulas da forma E em dedugoes esque-

méaticas sao atomicas, enquanto que férmulas do tipo ®(....) sdo nao-atomicas.

O procedimento Mapear Formulas Concretas em Formulas Esquemdticas esta

descrito na sequéncia deste capitulo;

: Pode ser que uma deducao seja formada por uma tnica hipétese. Por este motivo,
é necessario testar se a regra é de eliminacao no passo oito. Além disso, as pre-
missas menores vinculadas também serao associadas a formulas esquematicas como
resultado da associacao da premissa maior e as premissas menores sao iguais a con-
clusao da regra, que também ja estd associada a uma férmula esquematica. Por esse
motivo, executamos o procedimento Mapear Formulas esquemdticas somente para

premissas maiores.

O procedimento Criar No da Arvore esquemdatica recebe como parametro um
n6 da arvore concreta de deducao, ou seja, uma instancia horizontal de uma re-
gra concreta do tipo (Aj,...., A,/A(A1,..,A4,)), o tipo da regra e retorna um né
do tipo (E,...., E,/®(E}, .., E,)) para construir a arvore esquematica de dedugao.
Suponha que o né da arvore concreta seja igual a (V(A, B), D, D/D) e a regra é de
eliminacao!. O procedimento Criar N6 da Arvore esquemdtica, executado no passo

9, cria inicialmente uma sequéncia modelo para uma instancia da regra esquematica

LA execucao dos passos do procedimento no caso de o né ser uma regra de introducio é feita de modo

similar.
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de eliminacao com o seguinte formato:
(<I>(H1 1o Hy s, N LGy ) H 1 1oy ;mh; ,F, ..., F/F). Depois, ele busca os ma-
peamentos das férmulas V(A, B) e D e, utilizando as informagoes disponiveis sobre

as figuras das regras, modifica esta sequéncia modelo. Por exemplo, suponha que

<1>1(H11;11,..,H hsl,Eg,G W GEL By GY'L L Gsh e V(A, B)

e E1> D. o procedimento Criar No da Arvore esquemdtica modifica a sequéncia
modelo

(D(H{,, - e hs, , G, Gy ) H 115 - JHy hs o F ... F/F)

p1°?

para(@l(Hll,.HSlsl,Eg,G“ ,GLL By, G, LGS, 11,..,H;jhi1,E1,E1

,F,..,F/E}) que seré retornado como resultado de sua execucao®.

O procedimento para mapear formulas concretas em férmulas esquematicas,
descrito a seguir, recebe uma férmula concreta denominada de férmula-parametro e re-
torna uma férmula esquematica do tipo (IJ(H1 1o Hpy hs. LG Gy ). Ela é construida,
conforme passo 5 deste mesmo procedimento, a partir da juncao de uma cadeia de simbolos

representando as premissas G1,..,G¢ , com uma cadeia de simbolos representando as

p Y
hipéteses Hi 4, .., Hj s, além de uma constante l6gica ®;. Denominamos estas cadeias
b 9 ps

de simbolos de sequéncias modelo para formulas.

O indice M enumera as constantes légicas ® que sao utilizadas na deducao
esquematica construida. Um novo valor é atribuido a M sempre que uma férmula esque-
matica for criada, conforme passo 5 do procedimento 6.2. Além disso, o mesmo indice M

indexa as premissas e hipdteses que definem a férmula esquemaética a ser mapeada.

O indice N enumera férmulas esquematicas atomicas. Um novo valor é atribuido
a N sempre que uma férmula esquematica atomica for associada a uma férmula con-
creta, conforme passos 4.2.1.1.3 e 4.3.1.3 do procedimento Mapear Formulas Concretas

em Formulas esquemdticas.

Descrevemos, a seguir, o procedimento Mapear Formulas Concretas em Formulas

Esquemdticas:

Defini¢ao 6.2. (Mapear Férmulas Concretas em Férmulas esquemdticas)
1. se a formula-parametro estiver mapeada em alguma formula esquemdtica, entao executa

passo 6;

2Explicamos na sequéncia o que é o indice 1 associado & constante ® e as férmulas que definem esta

instancia horizontal da regra esquemaética de eliminagao.
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2. cria as sequéncias modelo para hipoteses Hi’fv, . H;;{\;Ls,ps, denominada de Ssg, € para
Premissas G’}’N, o G’;’SN, denominada de Ssp;

3. cria duas relagoes, a primeira formada pelas triplas (x1,y1,21) e a sequnda formada
pelas duplas (x1,1y1), para x1 variando de 1 até X, vy, variando de 1 até 'Y e z; variando
de 1 até Z, e onde X € a quantidade de regras de introdugao da constante logica principal
da formula-parametro, Y € a quantidade de premissas de cada regra x1 e Z € a quantidade
de hipoteses que podem ser utilizadas na dedugao de cada premissa y, em cada regra Ty,
4. para i variando de 1 a n, nessa ordem, executar os passos 4.1 a 4.3:

4.1. se A;, subformula propria de A\(Aq, ...., A,), for uma formula nao-atémica e nao tiver
formula esquemdtica mapeada, entdo executar o procedimento Mapeia Formulas Concretas
em Formulas Esquemdticas passando A; como parametro;

4.2. para cada regra x1 variando de 1 até X, erecuta passo 4.2.1:

4.2.1. para cada y; variando de 1 até Y, evecuta passo 4.2.1.1;

4.2.1.1. para cada z; variando de 1 até Z, executa 0s passos 4.2.1.1.1 a 4.2.1.1.4:
4.2.1.1.1. se nao ezistir formula esquemdtica mapeada E para A;, entdo executa passo
4.2.1.1.5;

4.2.1.1.2. executa procedimento Modificar Sequéncia Modelo passando como parametro
Ssy, a formula E e a tripla (x1, y1, z1) e retorna para 4.2.1.1;

4.2.1.1.83. mapeia En a subformula A;;

4.2.1.1.4. executa procedimento Modificar Sequéncia Modelo passando como parametro
Ssu, En € a tripla (z1, y1, 21);

4.8. para cada regra x1 variando de 1 até X, executa passo 4.3.1:

4.8.1. para cada vy, variando de 1 até'Y, executa passo 4.53.1.1 a 4.53.1.4;

4.8.1.1. se nao existir formula esquemdtica mapeada E para A;, entdo erecuta passo
4.8.1.5;

4.83.1.2. executa procedimento Modificar Sequéncia Modelo passando como parametro Ssp,
E e a dupla (x1, 11) e retorna para 4.3.1;

4.8.1.8. mapeia Ey a subformula A;;

4.8.1.4. executa procedimento Modificar Sequéncia Modelo passando como parametro Ssp,
Ex e a dupla (x1, y1) e retorna para 4.5.1;

5. cria formula esquemdtica ®pr(Ssm, Ssp) e associa a formula-parametro;

6. finaliza.

O procedimento Modificar Sequéncia Modelo, executado nos passos 4.2.1.1.2,
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4.2.1.1.4, 4.3.1.2 e 4.3.1.4, recebe uma sequéncia de formulas esquematicas, uma férmula
que ird substituir uma outra nesta sequéncia e a posicao da férmula que serd substituida.
Por exemplo, se a sequéncia Hil, '7H§,4“’H;s,hgsv a féormula Ejy e a posicao 2, 3 e 4
forem passados para o procedimento Modificar Sequéncia Modelo, ele retorna a sequéncia

1 2 s : 1 s
Hi,, . H3 Hps,hf,s modificada para Hy;, ., Erg, .., H, hs,

Ps,

O mapeamento resultante do procedimento Modificar Sequéncia Modelo é uma
relagdo R de duplas (E, A), onde A é uma férmula concreta mapeada em uma férmula
esquematica E e verificamos por inducao na numeracao do né da arvore concreta de
deducao original que a relacao R é uma funcao bijetiva. A prova é consequéncia do passo
3, do procedimento 6.1, e dos passos 1, 4.1, 4.2.1.1.1 e 4.3.1.1, do procedimento 6.2, que
garantem que uma férmula esquematica esta mapeada em uma tnica férmula concreta.
Além disso, o fato de um novo valor ser atribuido a M sempre que uma férmula esque-
matica for criada, conforme passo 5 do procedimento 6.2, de M indexar suas premissas
e hipdteses e de um novo valor ser atribuido a N sempre que uma férmula esquemati-
ca atomica for associada a uma férmula concreta, conforme passos 4.2.1.1.3 e 4.3.1.1 do
procedimento 6.2, garantem que uma férmula concreta associa-se a uma unica férmula

esquematica.

Provamos o Teorema da Normalizacdo Fraca para o sistema S  na secao 4.3.
Conforme vimos naquela secao, a prova utiliza como estratégia a escolha em sequéncia de
segmentos méaximos que serdo eliminados de uma deducao em S até que a forma normal
da deducdo em S’ seja alcancada. Apés obtermos a traducao IT' em S* de uma deducao IT
de um sistema concreto por meio do procedimento 6.1, utilizaremos estratégia semelhante
a esta utilizada na prova do Teorema de Normalizacio Fraca para S’ para a escolha de
segmentos méaximos que serao eliminados de II' por meio das reducées definidas na secao
4.3. Como resultado final, obteremos uma deducdo normal II" no sistema S'. Depois,
utilizando a fungao bijetiva de mapeamento resultante do procedimento 6.2 traduzimos
a deducao IT" normal para uma deducao II" também normal, por meio do procedimento
Traduzir Dedugao Concreta, explicado abaixo, que utilizara a linguagem concreta da

deducao original II.

Explicamos agora o procedimento Traduzir Dedug¢ao Concreta. Para entendi-
mento do objetivo deste procedimento, suponha que a deducao concreta original ¢ uma
deducao de A que depende de I' e que a deducao esquematica resultante da execucao de

6.1 ¢ 6.2 é uma deducdo de E que depende de I'". O procedimento Traduzir Deducio
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Concreta recebe como entrada uma &rvore de deducao normal de E a partir de I de S’

e retorna uma deducao concreta normalizada de I' em A do sistema concreto.

Conforme mostramos, o procedimento Traduzir Deducdo esquemdtica cria uma
arvore de dedugao AR onde os nds sao instancias horizontais das regras esquemaéticas que
definem S". Apés a deducdo AR ser normalizada, de acordo com que falamos acima, o pro-
cedimento Traduzir Deducio Concreta visita seus nés e cria uma nova arvore AR formada
por instancias horizontais das regras concretas. Para tanto, ele utiliza o mapeamento de

formulas esquematicas criado no procedimento 6.2.

O exemplo a seguir mostra como isto é feito. Suponha que

(®1(Hyy, ..y H“ By, Gyt . GLY Bs, G, LGS, HYy H“ B\, E\ F,. F/E)

hslu hsla

é um no6 da arvore esquematica normalizada.

p1?

1 1,1 2,1
Considerando os mapeamentos ®;(H,, .., H;; pots B, Gy, G B Gy
1"'Ps
" Gg’sl) >V(A,B) e Ey> D, o n6 da nova arvore concreta de deducao é construido em

dois passos. Primeiramente substituimos em

(@1(H11;11,..,H By, Gy, . GLY By, G, GSY), 1111,..,H

p1°?

E17E17F7 F/El)

h517 hsl’

as férmulas esquematicas pelas formulas concretas mapeadas mostradas acima. Temos

(V(A, B), Hll,..,H D,D,F,..,F/D) como resultado.

hs 1y
Depois eliminamos as sequéncias de féormulas esquematicas que nao estao ma-
peadas em férmulas concretas. No exemplo, eliminamos de
(V(A,B), Hyy, .., H” 1h81,
sentadas por HL’II, . H; IhSJ e por I, .., F. O resultado final é igual a (V(A, B), D, D/D).
53'%Ps

D,D,F,..,F/D) as sequéncias de férmulas esquemadticas repre-

Finalizando, definimos uma corretude para o Normalizador N D:

a) A arvore de dedugao esquematica construida pelos procedimentos Traduzir Dedug¢ao
Concreta e Mapear Formulas Concretas em Formulas esquemdticas é uma dedugao

/. . %
esquematica no sistema S' .

b) Dado que a dedugao construida no item a) conclui E a partir de I, as reducoes
aplicadas as regras de S’ sdo corretas, ou seja, a deducio esquemética resultante da
aplicacdo de uma redugio em uma deducio que conclui F a partir de I’ também é

uma deducdo esquemdtica que conclui E a partir de I".

¢) A tradugao da deducao esquemadtica normalizada, utilizando o mapeamento criado

nos procedimentos 6.1 e 6.2 e o procedimento Traduzir Dedug¢ao esquemdatica descrito
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acima, constréi uma deducao normalizada no sistema concreto.

d) Dado que a dedugao concreta original conclui A a partir de I', entdao a dedugao

concreta resultante do item c¢) também conclui A a partir de T'.

A prova da corretude decorre de modo direto dos procedimentos para con-
strucao de regras concretas introduzidos nas defini¢oes 3.3 a 3.8 e dos procedimentos
que definem o normalizador de dedugoes, apresentados nesta secao, lembrando que as
deducoes concretas sao casos particulares das deducgoes esquematicas e que o mapeamento

entre férmulas esquematicas e concretas é uma funcao bijetiva.

6.3 Conclusao

Definimos, neste capitulo, um procedimento para normalizar dedugoes realizadas em sis-
. ~ . A . . / .
temas concretos definidos em func¢ao de regras instancias das regras do sistema S, intro-

duzido na definicao 2.15.

Como trabalhos correlatos, apresentamos o Gerador de Provadores de Teore-
mas proposto por Haeusler em [18] e a ferramenta Isabelle [33]. Apesar de terem objetivos
diferentes, os dois trabalhos citados e o procedimento definido nas se¢oes acima guardam
certa semelhanca, no sentido de serem esquemas para os quais determinadas propriedades
e objetivos sao herdados por sistemas concretos instancias, no caso de nosso procedimento
e do Gerador de Provador de Teorema de Haeusler, ou herdados por sistemas objetos, no

caso da aplicacao Isabelle.
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7 CONDICOES PARA NORMALIZACAO
DE SISTEMAS CONCRETOS

Neste capitulo, na secao 7.1, definiremos condicoes suficientes para normalizacao de sis-
temas em Deducao Natural e apresentaremos, na secao 7.2, resultados adicionais rela-

cionados com as provas de normalizacao esquematicas propostas por esta tese.

7.1 Condicoes para Normalizacao Fraca e Forte de

Sistemas Concretos

O teorema 7.1 apresentado no final desta secao é, de fato, um corolario do Teorema de
Normalizacao Fraca para o sistema de Deducao Natural S e afirma que, sob determinadas
condigoes, podemos garantir que provaremos a normalizagao fraca e forte para um sistema

concreto C' de Dedugao Natural.

Um sistema concreto C' definido em funcao de regras construidas a partir das
regras de S é um caso particular do sistema S, com a diferenca de ser especificado em
outra linguagem. Esta constatagao decorre da analise dos procedimentos de construcao
de regras. Como exemplo, sugerimos analisar a construcao da regra — I, mostrada na
secao 3.2. De modo semelhante ao apresentado naquele exemplo e ao introduzido nas
defini¢oes 3.3 a 3.8, é possivel definirmos procedimentos que constroem os casos possiveis
de ocorréncias de férmulas maximas em dedugoes concretas tendo por base os desvios
esquematicos apresentados na secao 7.2, conforme exemplo apresentado nas paginas 173,
174 e 175 desta secao. Assim, antes de qualquer andlise mais aprofundada, somos in-
duzidos a afirmar que, se provamos a normalizacao fraca e forte para o caso mais geral,
ou seja, para o sistema S, entao provaremos para os casos particulares, ou seja, para os
sistemas C' definidos em funcao de S. Ha&, entretanto, detalhes adicionais que devem ser
avaliados e que relacionam-se com a eliminacao de segmentos maximos, extrapolando,

portanto, defini¢oes de regras de inferéncia e que serao explicados nos paragrafos abaixo.

Antes de analisar estes detalhes adicionais comentados no paragrafo anterior,
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ressaltamos que, aparentemente, determinar condigoes suficientes para normalizacao de
sistemas concretos definidos em funcdo das regras de S° é tarefa mais simples do que
definir condicoes suficientes para normalizacao de sistemas concretos definidos em funcao
das regras de S pelo fato de as regras deste sistema serem mais simples do que as regras

daquele.

A fim de garantirmos a normalizagao fraca para um sistema concreto C' cons-
truido a partir de S” é suficiente que as regras que definem C' sejam instancias verticais das
regras de S', que nao haja restricoes em formatos de ocorréncias de férmulas nas aplicacoes
das regras de inferéncia e nem que premissas e premissas menores dependam de modo
exclusivo de suas respectivas hipoteses em instancias das regras de dedugao. Além disso,
¢é necessario, obviamente, que a definicao de segmento, de segmento méaximo, das redugoes

. . . N . o~ s !
e de forma normal em C' sejam similares as respectivas defini¢oes esquematicas de .S".

. / , . . ~
A diferenca entre as regras de S e as regras de S é que, no primeiro caso, nao
existem premissas intermediarias. Além disso, nas instancias da regra de deducao para a
/ . - , .,
®F de S, as premissas menores podem depender de outras hipéteses, além das hipéteses

descartadas pela aplicacao da regra.

Na sequéncia analisaremos quais sao as condigoes para a normalizacao de sis-
temas concretos e mostraremos por que o fato de as regras que definem um sistema
concreto serem instancias verticais das regras que definem o sistema S nao é condicao

suficiente para a normalizacao de dedugoes concretas.

Conforme vimos, os procedimentos introduzidos nas definicao 3.3 a 3.8 ori-
entam a construgao das figuras de regras concretas a partir das regras esquematicas de
S. Abaixo mostramos um exemplo de duas regras de inferéncia concretas construidas
a partir da execucao dos passos do procedimento 3.3 e 3.8, respectivamente, e de como
instancias das regras de deducao para estas duas regras de inferéncia devem ser especi-
ficadas. Considere, neste exemplo, que +—, A\, w e ¢ fazem parte da linguagem da légica

concreta:

Regra — 1:
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1 1 a 1 1 a
[BL,..Bl (B}, B} ]
1 1
z1 Zs
1 1 1 1 1 1
B171 .'B17€%B271'.BQ765 Al A2

— I,
— (Al A}) .

1 1 1 1 1 1 1 1 1 41

H [:<< Flvl’ Bl,l >, ooy < Fl,e}’ Bl,e} >, < F2,1, 3271 >, cey < FZ,E%’ BZ,E% >, < F].’ A]. >
1 g1 1 1 1 1 1 1

,< I3 A >< Ay~ (A],A)) >>, onde e] > 0, e > 0, A = [0, ., Ul Ul —

{Bil, . Bie%} url — {321,17 . 321,621)}’ 311,12 e B; y S840 da forma wA, para uma férmula

"2

A qualquer, 1 <, <elel<I,<el

Regra N\E':

(Bl 1Bl " A" (BB ][4

] £}

MAY, A)BY Bl B},.Bj, w(C) w(C)
w(0)

AE ()

AB=<< TN \(AL A%) >, < T}, Bl >, ., < Fiei,Bie% > <T},,B}, >, .., < F;e%, B;eé >
1 | 1 | 1 1
,<T,w(C) > < Tyw(C) >< A,w(C)) >>, onde e; >0, €5 >0, A =T7,U, Ul

B, e le,zg sdo da forma ¢A, para uma férmula A qualquer, 1 <y <elel <[, <el.

As premissas menores da regra de eliminagao do A dependem exclusivamente
das hipoteses e das hipdteses intermediarias. Conforme definido pela restricao 3.10, esta
¢ uma caracteristica de todas as instancias das regras de deducao para as regras de

eliminagao construidas pelos procedimentos introduzidos na definigao 3.5.

Vale ressaltar que, no caso das instancias da regra de deducgao para regras de in-
trodugao, a premissa da regra nao necessariamente depende exclusivamente das hipdteses

descartaveis pela aplicacao da regra, vide a regra — [ mostrada acima.

Neste exemplo, uma instancia das regras de deducao para as regras AF e — [
devem restringir, também, o formato das premissas intermediarias. No caso de uma
instancia da regra de reducgao para a regra AF, as premissas intermediarias devem ser da

forma ¢A e, no caso da introducao do +, deve ser da forma wA.

Seja C' o sistema de Deducao Natural especificado em funcao das regras de

deducao definidas para as regras mostradas acima e das regras de deducao para \I, wl
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e ¢I'. Apresentamos abaixo uma deducio II em C onde wC' que é conclusdo da AE é
uma férmula méaxima e um caso particular da féormula esquematica maxima do tipo b.i.2

introduzida na definicao 4.13:

[0B']*[A'][¢B7]"[A%]

27% 27% [wBll]l/)[wCr]b[wBl’Q]b
A(AL, A%)¢B! ¢ B2 wC wC |\ o =) 2y
wC @y,B1wB" Al Al 7
o (AT, A7) o
11

Eliminamos a férmula maxima wC' de II utilizando a reducao b0.2.2 introduzida

na definicao 4.13 e obtemos a deducao II' mostrada abaixo:

I Apesar de mostrarmos as figuras destas regras, a explicacdo que se segue nao serd prejudicada.
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A primeira premissa menor — (A', A?) e a segunda premissa menor
(A1, A?) da aplicacio da regra AE dependem de modo exclusivo das hipéteses inter-
medidrias wB,wB?, $B' ¢ wB'',wB?, ¢B? e das hipSteses A' ¢ A2, respectivamente,
em conformidade, portanto, com a restricdo 3.10. Entretanto, a deducdo II' nio é uma
deducao correta em C, pois as hipSteses intermedisrias wB™' e wB'? das quais as premissas
menores — (A’ A'?) da aplicacdo da regra AE dependem nao sdo do formato ¢A, para

uma formula A qualquer da linguagem de C'.

O exemplo descrito acima deixa claro que o fato de um sistema de Deducao
Natural C' ser definido em funcao de regras instancias das regras esquematicas de S
nao é condicao suficiente para garantimos a prova do Teorema de Normalizacao Fraca. E
necessario checar, portanto, se a eliminacao de segmentos maximos em deducgoes concretas
por meio de casos especiais das reducoes esquematicas definidas na segao 4.2, adaptados
para eliminar desvios em deducoes realizadas em sistemas concretos, nao violam restricoes
de formato de hipdteses, de premissas, de premissas intermediarias e de hipdteses inter-
medidrias das regras de deducao de introducao e de eliminagao, quando for o caso. Lem-
bramos que esta adapatacao comentada acima resume-se a mudanca na linguagem e a
reducao no numero de premissas, premissas intermediarias, hipéteses intermediarias ou

premissas menores. Esta constatacdo motivou a inclusao do item a.4) do enunciado do

Teorema 7.1 descrito no final desta secao.

Observe, também, que as redugoes esquematicas descritas na secao 4.2 garan-
tem que, nas dedugoes obtidas a partir da eliminacao de férmulas méaximas, todas as
premissas menores dependem exclusivamente das hipdteses e hipdteses intermedidrias
descartaveis pela aplicagao da regra. Como consequéncia, as deducoes obtidas a par-
tir da eliminagao de segmentos maximos em dedugbes concretas nao violarao o item a)

da restricao 3.10.

Conforme explicamos na sequéncia desta secao, a utilizacao de premissas in-
termedidrias também obrigou o tratamento de situagoes especificas relacionadas com a
eliminacao de férmulas esquemadticas maximas. O item a.2) da definigao 3.3, que descreve
o método de construcao de figuras de regras de introducao concretas, determina que as
regras para a introdugao da negacao nao sao instancias verticais da regra esquemaética de

introdugao. Ou seja, nenhuma figura de regra que define um sistema concreto C' tem o
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[

a

=

)\I(a)

formato A(A4, L)A , para uma constante concreta A qualquer diferente de —.

Além disso, a restri¢cao 3.10 define que nenhuma instancia da regra de dedugao
para regras de introducao utilizard o L como premissa. Por esses motivos, em sistemas
[A]"
)

L
—4

concretos definidos a partir das regras de S, a regra —A nao ¢ um caso especial da

regra para introducao de nenhuma outra constante légica.

Como exemplo, lembramos que a restricao descrita nos paragrafos acima nao é
vélida para a regra de introdugao da implicagao definido por Prawitz [38], pois, apesar de
a figura da regra nao utilizar o L, uma instancia da regra de deducao para a introducao da
implicagao permite que a premissa da regra seja a constante L. Ressaltamos, também, que
todos os sistemas definidos na secao 3.3 estao de acordo com esta restricao e mostramos
que sao corretos e completos por meio de provas de equivaléncia com sistemas definidos

na literatura.

O motivo pelo qual definimos as restrigoes descritas acima foram as redugoes
esquematicas c.i.1 e c.i.2, introduzidas respectivamente nas defini¢oes 4.15 e 4.16, pois
existem reducoes distintas para o caso em que a férmula maxima é conclusao de uma
aplicacao da regra de introducao da negacao e para o caso em que a formula maxima
é conclusao de uma aplicagado da regra que introduz uma constante logica diferente da

negacao.

Como ja explicamos, assim como as regras esquematicas sao modelos para a
construcao de regras concretas, as reducoes esquematicas sao modelos para a definicao de
redugoes que eliminam férmulas maximas de dedugoes em sistemas concretos, sendo estas

casos particulares daquelas. Mostraremos abaixo um exemplo de como isto funciona.

. ~ . ~ . 1" .
Seja a deducao II mostrada abaixo uma deducao no sistema Cg, definido na
secao 3.2.3. A ocorréncia de férmula =B é uma férmula maxima e um caso particular

da ocorréncia de férmula esquemética do tipo c.i.2 introduzida na definicao 4.16 %

2A eliminacdo de férmulas maximas do tipo c.i.2 que ocorrem em deducodes realizadas em sistemas
concretos definidos em fungao de regras instancias das regras de S é igual a eliminacao de férmulas

méximas de tipo c.i.2 que ocorre nas dedugdes no sistema CS4 definido por Martins e Martins [28]
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I

! . , ~ sy / , .
IT a seguir é uma dedugao esquematica em S construida a partir de Il por

um procedimento similar ao procedimento Traduzir Dedug¢ao Concreta introduzido na

definicao 6.1:
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d) ©'>! ¢ igual a

[MEL MR P LE PG (G
Zl
O(Hyy..H* ., EL.GL).

DPs 7hs,p5

e) X'%% 6 igual a

(M0 (M2 ERP[GY )P (G
21
O(Hyy . .H* ., EL.GL).

1,2
Ps:Pslps

s ~ ! ~ .o -
Obtemos, também, como resultado da construcao de IT', uma funcao bijetiva

F' que mapeia formulas concretas de II em formulas esquematicas definidas na linguagem

de S.

Aplicamos a redugdo modal c.i.2, subcaso b), para eliminar a ocorréncia de

. " (o 3,1 173 / s
férmula esquemédtica maxima {Pz(Hyy .. H ’sh3,2 E3..G§f) em II e, utilizando F' e um
’ Ps,

571%8,Ps

procedimento similar ao procedimento Traduzir Deducao esquemdtica introduzido na

. o~ , - ” " .
definicao 6.1, construimos a dedugao II' em Cg, mostrada abaixo:

(OB
22
11e 0 "11d 1
[©B']° [OBY] OA 0B
OAl [0 AL
J_ -/
23
OB OB [-0AY" OA
oA CEa)
1
OAl T
El
1
OA @
I1;.

E f4cil verificar que:

a) Se a deducdo IT' é uma deducio esquemética de F a partir de I, entdo a deducio

I1* obtida de II' a partir da eliminacao da férmula esquemdtica méxima

EDs(Hyy H>® o, E3.G3*) também é uma deducdo de F' a partir de I,

3,2
p57hs:p5
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b) Se II é uma deducao de C' a partir de T, entdo a deducao II" também é uma deducao

de C a partir de T'.

Observe, também, que em Il nao ha, necessariamente, uma aplicacao da regra

, . " . ~
para o absurdo classico e que em II' ocorrem duas aplicagoes da regra para o absurdo
classico. O mesmo ocorre na eliminacao de uma férmula maxima de mesmo tipo apresen-

tado acima em I em dedugdes no sistema Ig, definido na secio 3.2.3%.

. . N . " . A .
Por esse motivo, apesar de as regras de inferéncia de Ig, serem instancias das
regras de S e das restrigoes associadas a instancias das regras de deducao para as regras
1" ~ . ~ . . ~ .
ue definem I, ndo serem violadas, nao garantimos a normalizacao fraca para o sistema
S4 )
" . . ~ . . ~ .
I, a partir da normalizacao fraca de S. Este fato motivou a inclusao do item a.5) do

enunciado do Teorema 7.1 descrito na sequéncia.

A constatacao acima motivou a elaboracao, por parte do professor Luiz Carlos
Pereira da Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro (PUC-RJ), de um contra-
exemplo para a normalizagao fraca do sistema Ig4 de Prawitz [38] para a 16gica modal intu-
icionistica S4 com operadores modais O e <. Na segao 7.2, mostraremos o contra-exemplo
construido por Pereira e proporemos mudancas nas reducoes definidas por Prawitz para

eliminar formulas maximas de dedugoes nos sistemas Cgy e [gy4.

O que foi mostrado acima, em outras palavras, relaciona-se com as condicgoes
usuais utilizadas na literatura para a normalizacao de sistemas. Ou seja, para um sistema

ser normalizavel, dois fatos devem ser verdadeiros:

a) Primeiro, deve haver uma sequéncia de redugoes que leva uma dedugao a sua forma

normal. E, no caso da normalizacao forte, qualquer sequéncia devera ser finita.

b) Além disso, as dedugbes devem ser fechadas para a operagao de redugao.

A condigao a) do Teorema 7.1 implica, a partir de resultados desta tese, a
validade das condigoes acima para um determinado sistema C' de dedugao natural. Essa
condicao € suficiente para a obtencao da normalizacao de sistemas, pois a prova de norma-
lizacao fraca ou forte para C' podera ser obtida como um caso particular da normalizacao

esquematica. Além disso, a andlise das definicoes de nossas reducoes esquematicas e dos

3Provamos que o sistema I:g/4 é equivalente ao sistema Igy de Prawitz [38] para a 14gica modal intu-

icionistica S4.
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possiveis problemas que podem ocorrer na aplicacao de redugoes instancias mostram que

a condigao a) do Teorema 7.1 garante o item b) exposto acima.

Caso a condiao a) descrita no Teorema a seguir nao seja valida para um sistema
(', entao a normalizacdo para este sistema C' podera ser obtida a partir da condigao b)

do Teorema 7.1. A condicao b) é suficiente pois:

a) Seja II uma deducdo em C e II' a deducdo equivalente em C'.

b) Considere que IT" se reduz a II'* normal. Isto é possivel porque a condicio a) do

Teorema 7.1 é vélida para C'.

. . ~ ! ~ 1
¢) Assim, traduzimos a deducdo II'* e econtramos uma dedugao normal IT" para IT em

C, pela condigao b.2) descrita abaixo.

Teorema 7.1. (Condi¢oes Suficientes para Normalizacao de Sistemas) Todo
sistema de Dedu¢ao Natural C' é normalizavel fraca e fortemente, se uma das condigoes

a sequir forem verdadeiras:

a) Condigao 1:
a.1) As regras de C sao construidas a partir das regras esquemdticas de S pelos
procedimentos 3.3 a 3.8.
a.2) As reducoes de C' sao instancias das redugoes esquemdticas.

a.3) A regra de introducao da negagdo ndao é caso especial da regra — I e nem de

nenhuma outra regra.

a.4) Os formatos de ocorréncias de formulas nao sio violados apds a aplicagdo das

reducoes.

a.5) Eziste dependéncia exclusiva das premissas menores com relagdo as hipdteses.
b) Condicao 2:

b.1) C ¢ equivalente a C' e a condi¢do a) é vdlida para C".

b.2) Existe uma dedugao normal em C' equivalente a qualquer dedug¢ao normal em

!

C.

Como consequéncia obtemos a normalizacao fraca e forte dos sistemas concre-

tos definidos na secao 3.2 e dos respectivos sistemas equivalentes.
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Nesta secao, apresentaremos outros resultados obtidos a partir da normalizacao esque-
matica. A prova do Teorema de Normalizacao Fraca e Forte para o sistema S e a com-
paragao desta prova com provas encontradas na literatura permitiram a identificacao de
alguns problemas nestas ultimas. Descreveremos estes problemas nesta se¢ao e propore-

mos solucoes baseadas nos resultados desta tese.

Iniciaremos analisando o contra-exemplo apresentado por Medeiros em [31]
para a prova de normalizagao fraca do sistema C%, de Prawitz [38]*. Na dedugdo II
mostrada abaixo, a eliminagao da férmula maxima OA, que é conclusao da aplicagao do
1. e premissa maior da regra OF, resulta na deducdo II' apresentada logo abaixo na

sequencia:

[~OA]* -0A4 > B
B

—

-B

L B
¢(a)

DiADE

A — 1

C— A

O(C — A) o1

-B

-F
1
A LC(a)

C A %DII
o —A)

IT' néo é uma deducdo em C3, pois a férmula essencialmente modal | depende
da ocorréncia de formula = A enquanto que a premissa C' — A da aplicagao do OI nao

depende desta mesma ocorréncia de férmula —A°.

. ~ . 1" ~ . N .
Definimos na se¢ao 3.2.3 o sistema C'g, e mostramos na segao 3.3.5 a equivaléncia

. " . ~ " . "o, .
entre os sistemas Cyg, e C3, de Prawitz. A dedugao IT" a seguir em Cg, é equivalente ao

4Mostramos o sistema C3, de Prawitz na se¢ao 3.2.3.
®Medeiros definiu o sistema /NS4 para a légica modal classica sem a constante < e provou a normal-

izagao fraca para NS4.
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contra-exemplo IT construido por Medeiros [31] para a prova de normalizacao fraca em

3 .
054-

0A— B [-0A]* [B]

—)E(b) O Ale d
B B, DA A
T A (d)
= 1 T
OA (@) C— A oJ
O(C — A) ©

Conforme mostramos na secao 3.2.3, o sistema C:g'4 foi definido em funcao de
regras concretas construidas a partir das regras do sistema esquematico S. Além disso, as
condigoes para normalizagao de sistemas concretos descritas na secao 7.1 sao validas para
Cg4. Portanto, utilizando um caso particular da reducao a.iz.1 introduzida na defini¢ao

4.9, obtemos II" em C4,:

b e
[DA]A [A]° B
OAF  C— A _}I
0(C — A) © e = A
L -
~0A — B ~04 @ [B]"
— E(a)
B B

N B
oC — A =@

"o, - 7 .
IT" ¢ uma deducao em Cg, e, portanto, o contra-exemplo de Medeiros para o
. . ~ . . 1" . .
sistema O3, de Prawitz nao se aplica ao sistema Cg,, mesmo sendo este sistema equivalente
aquele. Assim, conforme expusemos na secao 7.1, podemos obter normalizacao fraca para

. . . . ~ . 17
o sistema C%, de Prawitz a partir da prova de normalizagio para o sistema Cg,.

Acreditamos, entretanto, que a normalizacao para o sistema C%, de Prawitz
também pode ser obtida de forma direta. Para tanto, baseando-se na reducao a.ii.1 e na
equivaléncia entre C§4 e C3,, modificamos a redugao definida por Prawitz para o sistema
C3, que elimina férmula mdxima gerada pela conclusao do absurdo cldssico que é, ao
mesmo tempo, premissa maior da aplicacio de uma regra de eliminacao®. Existem dois

casos a analisar, onde o caso a) ¢ igual ao proposto por Prawitz para o sistema C3,:

6A prova da normalizacdo fraca para o sistema C§4 de Prawitz, considerando as reducoes propostas

nesta tese, serd trabalhada futuramente.
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a) A ocorréncia de férmula maxima A na dedugao II mostrada abaixo ndo é uma

férmula essencialmente modal ou, caso seja, nao é utilizada em uma aplicacao da

regra O] e r é uma regra de eliminacao:

. . ~ ’ ’ . . ~ /
A eliminacao da férmula maxima A resulta na seguinte reducao II :

[A]b 23 R
C [-C]“ 5
J_ —

A ~lw)

El
1
6 J_C(a>
22
B.

b) A ocorréncia de férmula maxima OA na dedugao IT mostrada abaixo é uma férmula

essencialmente modal e é utilizada em uma aplicacao da regra OF:

R
Zl
1
— 1
€(a)
22
B.

. . ~ ’ ’ . . ~ !/
Nesse caso, a eliminagao da férmula maxima OA resulta na seguinte redugao IT :

(oA

Y my

oc ! [-OC]”
J_ 1
ey
21
Lo,
DC (a)
22.2
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Observe, portanto, que o contra-exemplo de Medeiros nao se aplica ao sistema

de Prawitz, no caso de este sistema utilizar as redugoes descritas acima.

A seguir, apresentaremos um contra-exemplo para a prova do Teorema de
Normalizacao Fraca da versao do sistema de Prawitz Csy para a logica modal classica
com as constantes O e ¢. Denominamos este sistema de sistema Cg,. O sistema Cg,
é definido em funcao das regras do sistema I'IS%1 de Prawitz para a logica intuicionistica

modal com as constantes O e < e da regra para o absurdo classico’.

O professor Luiz Carlos Pereira da Pontificia Universidade Catélica do Rio de

Janeiro (PUC-RJ) nos apresentou o contra-exemplo mostrado abaixo para a normalizagao
. / . . ~ ! N .

dos sistemas C%, e I3, de Prawitz. Seja II uma dedugao em C%, ou em Ig. A ocorréncia

de férmula =< A que é conclusao da —1I e premissa maior da = F é férmula essencialmente

modal para a aplicagao da OI que conclui O—-F e é féormula méaxima.

DE—=A) . [04F ©A-B

B E—A o 13 — B _p
A o _L g
OA —OCA O
I b
“E @
O-F 01

A eliminacao da férmula maxima =< A, segundo Prawitz [38], gera a seguinte

~ /
reducao IT:

OE — A)
E* E—aA °F
1 — F
5 <1
CA CA— B
— F
B -B
-F
L 7
! 2 D(Ia)
O-F ’

onde a ocorréncia de féormula 1 que é premissa da regra —I que conclui —=F ¢é formula

essencialmente modal, porém depende da ocorréncia de férmula E que é premissa menor
. ~ ~ ! ~ , ~

da aplicacao da regra — FE, mas —=F nao depende de E. II', portanto, nao é uma deducao

!
em C%, e nem em I3

De modo similar ao que fizemos acima para invalidar o contra-exemplo de

70 sistema I;?ZL de Prawitz foi apresentado na segao 3.3.3.
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Medeiros [31], propomos as seguintes reducoes para eliminar uma férmula maxima que
é conclusao da —I e ao mesmo tempo premissa maior da aplicagao de uma regra de

. . ~ ! A~ .
eliminacao em C%, ou em I¢,. Temos trés casos a analisar:

a) A ocorréncia de férmula maxima nao é essencialmente modal ou, caso seja, nao é

utilizada na aplicacao das regras O ou OF:

Neste caso, a redugao ¢ igual a proposta por Prawitz em [38].

b) A ocorréncia de férmula méaxima é essencialmente modal e é utilizada na aplicagao

das regras OJ ou OLE®:
Dividimos o caso b) em dois subcasos:

b.1) A ocorréncia de férmula descartada pela aplicagao da regra =1 que conclui a

formula maxima nao é premissa maior da aplicagao de uma regra de eliminagao:

~ / ~ . . .
Neste caso, II e sua reducao II' sao, respectivamente, iguais a’:

[CA]
24
Lo, 2
—OA "W 54
1 B2
22
%DI
Zl
C
25
[—CAP OA
J_ -/
22
B
0B Pf [—~OB]*
1 —E
— 1.
QA T
24
L
OB C(a)
21
C.

8Na deducdo II, a ocorréncia de férmula L que é conclusdao da regra —F, apesar de essencialmente

modal, nao é utilizada na validacdo da introducao da ocorréncia de férmula OB.
90 caso em que ~<C A é uma ocorréncia de férmula essencialmente modal para a OFE é similar.
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Dessa forma, no contra-exemplo apresentado pelo professo Pereira, a eliminagao

da férmula méxima <A gera a seguinte redugao vélida em Cf§,:

O(E — A)
[E]* E—A
A — F
. L o)
[~OA] CA
1 nE
g
o-g 2 (~O-E]°
1 ~E
= 1,
OA W A= B _ g
B "~ B
1 -k
L 1,
D—|E (e).

Observe que a deducao mostrada acima nao é uma deducao valida no sistema
]?4 para a légica modal intuicionistica, pois ocorre uma aplicagao da regra L..
Assim, a nossa proposta é valida somente para o caso de a deducao contra-
exemplo ter sido elaborada em C§,. Além disso, conforme mostramos na secao
7.1, as condigoes do Teorema 7.1 nao sao validos para o sistema Ig4 e, portanto,
a prova esquematica de normalizacao fraca nao garante a normalizagao fraca
para o sistema Ig,. Portanto, nem mesmo indiretamente por meio da prova
da normalizacao do sistema [’5:4, obtemos a normalizagao para o sistema I;?;l de

Prawitz!°.

b.2) A ocorréncia de férmula descartada pela aplicagao da regra —I que conclui a
formula maxima ¢ premissa maior da aplicacao de uma regra de eliminacao:

7 ~ . ~ I, ~ .
Neste caso, II é a reducao de cima e e sua reducao II' é a reducao de baixo:!!:

(B’
25
OBl D
[ ]D OB
22
Lo X0
—~OoB @ OB _
1 [A]
Ry 3
SA C
= OB,

~ . " 7 . . ’ .
10Na secdo 3.3.3, provamos que o sistema I, é equivalente ao sistema Is?j1 de Prawitz
110 caso em que =OA é uma ocorréncia de férmula essencialmente modal para a O é similar.
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[B]
w6 5
OB D
OB D op
(d) [—|D]b
T “E e
4 3

OA C op,

-C

1L b
D E(b)

1
6 J_C(a)
El

Apresentamos, agora, contra-exemplos para a prova da normalizacao fraca do
sistema C'gy de Martins e Martins [28] e para a prova da normalizacao forte do sistema I de
Prawitz [39]. Vale ressaltar, entretanto, que a prova da normalizacao fraca para o sistema
Cgsy de Martins e Martins [28] e a prova da normalizagao forte do sistema I de Prawitz
[39] podem ser obtidas a partir da prova da normalizagao fraca e forte, respectivamente,

para os sistemas Cg, e I definidos na secdo 3.2.3 desta tese'?.

Apresentamos o sistema C'S4 de Martins e Martins [28] para a 16gica modal
classica com operadores O e < na se¢ao 3.3.4. Martins e Martins provarem, em [28], o
Teorema da Normalizagao Fraca para o sistema C'g4 utiliza como valor de inducao o par
(z(II),{(IT)), onde z(II) é igual a (max(i(c), ..,i(an)), m), i(cy) € igual a (d(e;), s(a;)),
a; é formula maxima, d(«) é o grau de « e m é a quantidade de féormulas méximas com
indices iguais a max(i(ay), ..,i(a,)), para 1 < j < n. A definigdo de propagagao s(«) de
uma ocorréncia de féormula o qualquer é similar a nocao de propagacao de uma ocorréncia

de formula esquemaética introduzida na definigao 4.19.

Seja I a deducao em (g4 mostrada abaixo:

[O(A — OB))*
Aso  F [A]® [oac)®
0B o, " o " [opp I
OA O(A — OB) o0B oc OCADB 7
OOB (a) ooc B o@CADB) (1
o(OC AOB) ©):

~ ~ . . ~ . . ’
12Provamos na secio 3.3.4 e na secdo 3.3.1, respectivamente, a equivaléncia entre o sistema Cgyeo0

sistema ('S4 de Martins e Martins [28] e entre o sistema I’ e o sistema I de Prawitz [39]
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onde d(B) = d(C) e z(IT) é igual a (d(C)+2,2,2). Conforme reducao definida por Martins

e Martins em [28], a eliminacao da férmula méxima < B resulta na seguinte deducio IT":

[O(A — OB))* [ooC
AsoB  OF 4 oc °F [opp
0B, —+E OC AOB <>IM
ac ©OB [ooc)e O(OCADB) [
©A o(A—oB) ooc ! o[OCADB) b "
©(0C A OB) @

onde z(IT') é igual a (d(C) + 2,3,1). Portanto, (z(I1'),I(IT')) > (z(II), I(IT)).

Provamos, na secao 3.3.4, que o sistema C'S4 de Martins e Martins é equi-
. ! ~ . . .
valente ao sistema C'g,. Mostraremos, na sequéncia, que o problema descrito acima na
. ~ . ~ . ~ /
normalizacao fraca do sistema C'S4 nao ocorre na normalizagao de Cg,, apesar de este

. . N . ~ . /
sistema ser equivalente aquele. Para tanto, considere a deducao II* a seguir em Cyg,:

[O(A — OB)]*[A — OB]°

A= 0B A [oB) [Doc) [oc)
OB or - E(C) ac O (d) [DB]b .
OA O(A — OB) OOB OF oc. OC AOB A
OB (@) ooc ©(0C AOB) Z;
(0C A OB) )

A deducao IT* em 0/54 é equivalente ao contra-exemplo Il para a normalizacao
de C'S4 apresentada acima. Por ser a prova do Teorema de Normalizagao para o sistema
0'54 um caso particular da prova de normalizacao fraca para S, conforme comentamos
acima, utilizamos como valor de inducao para a normalizacao de C:% o mesmo valor de

indugao utilizado na normalizagao de S, ou seja, o par (i(II), [(I)).

A nogao de i(IT), introduzida na defini¢ao 4.19, é igual a
(max(i(ay), .., (o)), m), i(cy) éigual a (d(«;), (), s(ej)), a; é férmula maxima e d(«)
é o grau de a, para 1 < 7 < n. A defini¢ao do Indice de Vizinhaga, r(«) e de Propagagao
de uma Ocorréncia de Férmula, s(«), para uma férmula « concreta qualquer, também

sao iguais as respectivas nogoes introduzidas na definicao 4.19.

Eliminamos a férmula maxima <¢OB de II* por meio de um caso particular
da reducgao do tipo b.i.2 que elimina férmulas esquematicas maximas em deducoes em S

introduzida na definicao 4.13 e obtemos a seguinte deducao IT*:
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[O(A — OB)]* [A — OBJ® [ooc)® [oo)d
OE(e) , ————— BEu b
A OB e oBF oc [0B]
0B, © OC AOB /\21
ac ©OB [ooC)®  o(@CADB) [
©A D(A—opyooc o(OCADB) ®)
&(0OC A OB) @)

~ . !
Portanto, a dedugao II* no sistema Cyg, correspondente ao contra-exemplo II

~ 3 . ~ . / . .
em ('S4 nao é um contra-exemplo para a normaliza¢ao do sistema Clg,, pois ¢(II*) =

(d(C) +2,1,2) > (d(C) +2,0,3) = i(IT*).

Por fim comentamos sobre um problema na prova de normalizacao forte de
Prawitz [39] do sistema I para a ldgica intuicionistica. Na prova do lemma mostrado na
pagina 295 de [39], Prawitz utiliza a tripla (a, /3, 7) como o valor de indugdo, onde «
significa o tamanho da arvore de reducao da dedugao da premissa maior da tultima regra

de uma deducao II.

Seja II da forma

[B1]* [By]”
L El 22
B,V B C C
— VB
A T
onde FE, é uma regra de eliminacao.
D 5

Prawitz afirma que, se B; é parte da deducdo para a qual B; V B, se reduz e

se B; ocorre imediatamente acima de By V By ou da primeira formula de um segmento

z;
B,
P
c 3
que tem B V By como tultima férmula, entdao oy de A " é menor do « de II.
Considere II igual a
A C . [AANC]
(ANC) = ((ANC)VB) AANC s _C AE B (A= C) [B]*
(ANC)V B By =yeindl A0 - kB
A0 vE C

C — F.
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Como a subdeducao ¥ de IT determinada pela ocorréncia de férmula (AAC)V B
4_C Vi
ANC AE

Asc ! g

’ ~ ’
é normal, entao ¥ se reduz a ela mesma e, portanto, o de C

—F .
é igual

ao valor de a de 11, contradizendo a afirmacgao de Prawitz.

A prova do Teorema de Normalizacao Forte para o sistema I de Prawitz pode
ser obtido, conforme explicamos na secao 7.1, a partir da prova da normalizacao forte
para o sistema S e da equivaléncia entre I e I; mostrada na secao 3.3.1. Baseando-
se em tal prova, mais especificamente em nossa definicao de Validade Forte, podemos,
também, obter de modo direto a prova de normalizacao forte para o sistema I de Prawitz.
Para tanto, basta modificar o item 3.2.1.4 de sua definicao de Validade Forte introduzida

13

no item 3.2.1 do artigo [39], de modo que, onde estd dito “...e onde B; é uma férmula
imediatamente acima, ou da férmula final de II', ou de um segmento final de II'...”,
deve ser trocado por “...e onde B; ocorre como premissa de uma regra de introducao da
disjuncéo e ocorre imediatamente acima, ou da férmula final de IT', ou de um segmento
final de IT'...”. Dessa forma, o contra-exemplo exposto nao mais se aplica & prova do
Teorema de Normalizagao Forte do sistema de Dedugao Natural I de Prawitz [39] para

a logica intuicionistica, conforme podemos verificar facilmente a partir da observagao da

deducao contra-exemplo II apresentada acima.

7.3 Conclusao

Neste capitulo, definimos condic¢oes suficientes para a prova de normalizacao fraca e forte
de sistemas de dedugao natural concretos. Conforme apresentamos na secao 7.1, o fato de
as regras que definem um sistema concreto serem instancias de nossas regras esquematicas
nao é suficiente para a heranca, por parte do sistemas concretos, de propriedades validas

para sistemas esquematicos.

Na secao 7.2, identificamos alguns problemas em provas de normalizacao de
importantes sistemas definidos na literatura e apontamos sugestoes de solugoes que se
basearam em nossa prova de normalizacao fraca e forte para o sistema esquematico de

Deducao Natural S.
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Na conclusao, a seguir, descreveremos trabalhos futuros e resultados obtidos

nesta tese.
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8 CONCLUSAO

O termo Teoria Abstrata da Prova foi proposto no First World Congress and School on
Universal Logic [36], em 2005, para identificar o estudo de condigoes abstratas e gerais
para andlise prova-tedrica de sistemas formais. Especificamente, uma possivel questao
neste contexto é a busca de procedimentos de normalizagao para sistemas definidos em
funcao de regras de introducgao e de eliminacao formalizadas no estilo das regras esque-
méticas propostas por Prawitz em [40] e a busca de condigbes suficientes para um sistema

ser normalizavel.

Definimos, nesta tese, regras esquematicas de introducao, de eliminacao, para o
absurdo classico e para o absurdo intuicionistico e mostramos como sistemas de Deducao
Natural instancias dos sistemas esquematicos podem ser construidos. O nosso roteiro
segue de perto o utilizado por Prawitz em [38] para o estudo prova-tedrico de sistemas de
Deducao Natural sendo este, no nosso entendimento, uma primeira contribuicao para a

Teoria Abstrata da Prova.

A diferenca entre os sistemas definidos por este trabalho e os sistemas formali-
zados por Prawitz em sua tese [38] é que, no nosso caso, os sistemas baseiam-se em regras
esquematicas e, naquele caso, em regras ditas concretas. Conforme explicamos, regras es-
quematicas servem de modelo para a defini¢ao de regras concretas e, dessa forma, teoremas
e propriedades de sistemas concretos sao casos particulares de teoremas e propriedades

de sistemas esquematicos.

Estendemos os sistemas esquemédticos propostos por Prawitz [38] e por Chi
[7] para possibilitar que sistemas concretos de Deducao Natural modais também fossem
instancias de nossos sistemas esquematicos. Para tanto utilizamos, além do padrao das
regras usuais de eliminacao da disjuncao e de eliminacao da implicagdo, um formato

similar ao formato da regra OI definida por Biermann e de Paiva [4].

Definimos o Principio de Inversao para nossas regras esquematicas de modo
similar ao que Prawitz fez para os sistemas I, M e C. Apresentamos reducoes para
eliminacao de formulas maximas esquemaéticas e provamos o Teorema de Normalizacao

Fraca para dois sistemas esquematicos, além da prova de normalizacao forte para um dos
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sistemas definidos.

Definimos os sistemas M, I; e C; para as légicas minimais, intuicionisticas e
classicas, respectivamente, em fungao de regras construidas a partir de nossas regras esque-
maticas e provamos que eles sao equivalentes aos sistemas M, I e C' definidos por Prawitz
em [38]. Além desses, definimos cinco sistemas modais e provamos que sdo equivalentes a
importantes sistemas definidos na literatura. Como consequéncia, comparamos provas de
normalizacao fraca e forte da literatura com as provas de normalizacao para os sistemas

definidos nesta tese e sugerimos correcoes em algumas destas provas.

Apresentamos, também, um estudo que teve por objetivo especificar condicoes
suficientes para normalizacao de sistemas. Mostramos que, o fato de as regras serem
construidas em funcao de nossas regras esquematicas, nao é condicao suficiente para a

normalizagao de sistemas concretos.

Na sequéncia, descreveremos resultados especificos obtidos por esta tese rela-

cionados ou nao com o que foi comentado acima:

a) Definimos conceitos esquematicos independentes de conceitos da Teoria da Prova
para sistemas concretos. Esta é uma abordagem inovadora, se compararmos com as

defini¢es esquemadticas de Chi [7] e de Prawitz [38].

b) Utilizamos a Dedugao Natural no seu formato puro, diferentemente de Hausler [18],
por exemplo, que utilizou fungoes recursivas na definicao de suas regras esquemati-

cas.

c¢) Definimos procedimentos precisos que permitem que construamos figuras de regras
a partir de nossas regras esquematicas. A vantagem de tais procedimentos é que
elimina duvidas do tipo se a regra para o absurdo intuicionistico é ou nao instancia
das regras esquematicas de introducao e de eliminagao. Além disso, por terem uma

caracteristica de algoritmo, podem ser automatizados.

d) Como consequéncia da prova do Teorema de Normalizacao Forte para o sistema S,
obtemos a prova do Teorema de Normalizacao Forte sem eliminar redugoes permu-
tativas para sistemas modais 154 de Biermann e de Paiva [4], Csy e Ig4 de Prawitz

[38], C'S4 de Martins e Martins [28] e para o sistema NS4 de Medeiros.

e) Sugerimos corregao na prova do Teorema de Normalizagao Forte para o sistema [

definido por Prawitz em [39].
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f)

Sugerimos correcao na prova do Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema

C'S4 de Martins e Martins [28].

Propomos novas reducgoes que evitam o contra-exemplo de Medeiros para a norma-

lizacao fraca do sistema Cgy de Prawitz [38].

Possibilitamos a definicao de um contra-exemplo, por parte do professor Luiz Carlos
Pereira da Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro (PUC-RJ), para a
prova de normalizacao fraca do sistema C'sy4 de Prawitz com as constantes légicas O

e ©. Propomos novas reducoes que invalidam este contra-exemplo.

Por fim, provamos o Teorema da Normalizacao Fraca, via Deducao Natural, para o
sistema esquemético definido por Chi em [7]. Expusemos um método que determina
uma sequéncia de redugoes que normaliza dedugoes esquematicas definidas nesse
sistema. Este, também, é um resultado novo, visto que a prova do Teorema de
Normalizacao Fraca de Chi foi feita com base em uma versao de suas regras esque-

maticas formalizadas em A-Célculo.
Como trabalhos futuros, pretendemos:

Modificar a prova do Teorema de Normalizagao Fraca para o sistema esquematico
S de modo que seja possivel identificar uma sequéncia especifica de reducoes que
normaliza uma dada dedugao esquematica. Dessa forma, sera possivel redefinir o
procedimento que normaliza dedugoes apresentado na secao 6.2 para que ele nor-

malize, também, deducoes realizadas em sistemas modais.

Provar confluéncia para o sistema esquematico S definido nesta tese. Uma das
estratégias é seguir a prova de Wideback [50] que utilizou o predicado de redutibili-
dade de Girard [16] para a prova da confluéncia da normalizagao de dedugdes em um
sistema para logica minimal com a constante —. Nesse caso, tentaremos, primeira-
mente, estender a prova de normalizagao forte de Girard para um sistema classico
com as constantes 16gicas —, A, V e L! e, depois, tentaremos adaptar esta prova
para o sistema esquematico S. Como segunda opcao, avaliaremos se é possivel
provar a normalizacao forte via nossa versao esquematica do predicado de Validade

Forte definido por Prawitz [39] incluindo redugbes permutativas.

! Esta sugestdo nos foi dada pelo professor Luiz Carlos Pereira da Pontificia Universidade Catélica do

Rio de Janeiro (PUC-RJ).
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)

Avaliar se outros predicados utilizados em provas de normalizacao forte apresentam

problemas semelhantes ao identificados na prova de normalizacao forte de Prawitz?2.

Estender as regras esquematicas para possibilitar que sistemas S5 para a légica
modal S5, sistemas I e C' para a logica intuicionistica e classica de primeira e

segunda ordem também sejam suas instancias.

Provar o Teorema da Normalizacao Fraca para o sistema Cg4 de Prawitz com a
constante légica O considerando a nova reducao proposta por esta tese na secao
7.2 para evitar o contra-exemplo de Medeiros [31]. Esta prova pode ser obtida a
partir da prova do Teorema de Normalizacao Fraca para o sistema esquematico S,
pois C§4, instancia de S, é equivalente ao sistema Cg4 de Prawitz e as condigoes do

~ s "
Teorema 7.1 sao vélidas para Cyg,.

Provar o Teorema da Normalizacao Fraca para o sistema Cgy de Prawitz com as
constantes légicas O e < considerando a nova redugao proposta por esta tese na se¢ao
7.2 para evitar o contra-exemplo elaborado pelo professor Luiz Carlos Pereira da
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro (PUC-RJ). Para tanto primeira-
mente, definiremos um sistema para logica modal cldssica S4 com as constantes O
e & que atenda as condicoes do Teorema 7.1 e provaremos sua equivaléncia com o
sistema Csy de Prawitz com as constantes légicas O e <. Depois, obteremos a prova

pretendida de modo semelhante ao exposto no item e) descrito acima.

Modificar a redugao c.i.2 introduzida na definicao 4.16 de modo a nao utilizar
aplicagoes da regra para o absurdo classico na deducao obtida a partir da elimina-
cao de férmulas maximas do tipo c.i.2. Como consequéncia, provaremos, de modo
indireto, o Teorema da Normalizacao Fraca para o sistema [g4; de Prawitz com as

constantes légicas O e .

Baseando-se no resultado obtido no item g¢) acima, provar, de modo direto, o Teo-
rema de Normalizagao Fraca para o sistema o sistema [g4 de Prawitz com as cons-

tantes logicas O e <.

Descrever a forma das deducoes normais no sistema S e provar a propriedade da

subférmula. Dessa forma, todos os sistemas de Deducao Natural concretos que

2Esta sugestdo também nos foi dada pelo professor Luiz Carlos Pereira da Pontificia Universidade

Catodlica do Rio de Janeiro (PUC-RJ).
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atendam as condicoes do Teorema 7.1 herdarao tais propriedades.
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