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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a aplicacao de métodos das areas de pro-
gramacao linear e nao linear para tratar problemas de otimizacao cuja formulacao 0 — 1
natural tem uma funcao objetivo quadratica. Para esse fim, desenvolvemos a extensao da
técnica da t-linearizacao e mostramos como aplicé-la a problemas quadraticos tais como
Corte Maximo, Diversidade Maxima e Clique Maxima Ponderada em Aresta. Adicio-
nalmente, revisamos a técnica da suavizagao hiperbdlica e mostramos como aplica-la ao
problema do corte maximo. Realizamos um estudo teodrico de cada problema, onde apre-
sentamos particularmente o desenvolvimento de novas desigualdades vélidas e heuristicas
simples para cada um deles. Mostramos como gerar restri¢oes t-linearizadas mais fortes
para os problemas da diversidade maxima e clique maxima ponderada em aresta. Execu-
tamos experimentos computacionais para avaliar o desempenho de cada técnica mostrada
em separado, assim como combinadas com as novas restri¢oes propostas. Os experimentos
atestam a qualidade dos limites obtidos bem como a forca das novas restricoes. Cons-
truimos um método exato para cada problema, baseado nas técnicas apresentadas. Para
o corte maximo e clique méxima ponderada em aresta, comparamos nosso método com
formulacoes linearizadas. Ja para diversidade maxima, comparamos nosso método com
formulacoes linearizadas e com uma implementagao nossa do melhor método exato, que
nao utiliza resolvedor matematico, conhecido da literatura. Experimentos computacionais

com instancias da literatura mostram um desempenho superior do nosso método.

Palavras-chave: ¢-Linearizacdo. Suavizacao Hiperbolica. Programagao Quadratica 0 —
1. Desigualdades Validas.



ABSTRACT

The main objective of this work is to show the application of linear and nonlinear pro-
gramming methods to deal with problems whose natural 0 —1 formulation has a quadratic
objective function. To this end, we develop an extension of the t-linearization technique
and show how to apply it to quadratic problems such as Maximum Cut, Maximum Di-
versity and Maximum Edge-Weighted Clique. In addition, we review the hyperbolic smo-
othing technique and show how to apply it to the maximum cut problem. We carry out a
theoretical study of each problem, where we particularly present the development of new
valid inequalities for each of them. We perform computational experiments to evaluate
the performance of each technique separately, as well as combined with the proposed new
constraints. The experiments attest the quality of the bounds obtained as well as the
strength of the new inequalities. We develop an exact method for each problem, based on
the presented techniques. For the maximum cut and maximum edge-weighted clique, we
compare our method with linearized formulations. For maximum diversity, we compare
our method with linearized formulations and with our implementation of the best exact
method, which does not use mathematical solvers, known in the literature. Computatio-

nal experiments with instances of the literature show superior performance of our method.

Keywords: t-Linearization. Hyperbolic Smoothing. 0—1 Quadratic Programming. New
Valid Inequalities
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1 INTRODUCAO

A 4rea de Otimizacao Combinatoria engloba uma grande diversidade de pro-
blemas praticos que buscam por solucoes que facam melhor uso dos recursos envolvidos.
Nesses problemas, o interesse é encontrar a solugao que otimize os objetivos de interesse
e respeite as restricoes impostas. Em geral, os objetivos consistem em aproveitar me-
lhor os materiais no processo de produgao, otimizar o tempo para realizar certas acoes e
operacoes, transportar materiais pelas melhores rotas, aumentar lucros e diminuir gastos
etc (Miyazawa e de Souza, 2015). Para ilustrar a diversidade da &rea, varios problemas
encontram aplicagoes em escalonamento de tarefas (Giffler e Thompson, 1960), localiza-
¢ao de centros distribuidores (Church e Revelle, 1974), roteamento de veiculos (Toth e
Vigo, 2014), projeto de circuitos VLSI (Barahona et al., 1988), sequenciamento de DNA
(Kececioglu e Myers, 1995) etc.

Os problemas de otimizacao combinatéria podem ser de minimizacao ou de
maximizag¢ao de uma funcao, aplicada a um conjunto finito, que em geral é enumeravel,
onde se deseja obter a melhor solucao possivel. Apesar de finito, métodos ingénuos de
enumerar todas as possiveis solucoes sao praticaveis apenas para tamanho de instancias
consideradas pequenas (Wolsey, 1998). Portanto, para instancias de tamanhos moderados
e grandes, faz-se necessario o uso métodos mais elaborados para encontrar a melhor solucao
possivel.

Uma das formas de se entender e resolver problemas de otimizac¢ao combina-
toria ¢ através do uso de modelos matemaéticos, tais como de Programacao Semidefinida
(PSD), Programagcao Linear (PL), Programacao Inteira (PI), Programacao Inteira Mista
(Linear) (PIM), Programacgdo Binaria etc. Sendo o modelo mais geral, a programacio
semidefinida consiste em minimizar ou maximizar uma funcao linear sujeito a restricao
de que matrizes envolvidas na formulacao do problema sejam simétricas e semidefinidas
positivas (Vandenberghe e Boyd, 1996). O modelo mais particular, a programacao linear,
consiste em maximizar ou minimizar uma func¢ao linear definida sobre um conjunto de
varidveis, as quais devem satisfazer um sistema de equacgoes e inequacoes lineares. Ja a
programacao inteira, inteira mista e inteira binaria, consistem basicamente da programa-
¢ao linear com acréscimo, respectivamente, da restricao de que algumas variaveis sejam
inteiras, todas sejam inteiras e todas inteiras do tipo 0 — 1 (Ferreira et al., 2001).

Problemas de otimizacao combinatéria podem ser igualmente formulados como
problemas de programagao inteira binaria (Wolsey, 1998). H4, porém, vérios problemas
desse 4rea onde a modelagem mais natural leva a uma formulagao de programagao nao
linear com varidveis binarias. Este é o caso, por exemplo, de problemas conhecidos, tais
como: atribuicao (Loiola et al., 2007; O’kelly, 1987), agendamento (Ullman, 1975; Warner
e Prawda, 1972), diversidade maxima (Marti, Gallego, e Duarte, 2010; Kuo, Glover, e
Dhir, 1993), corte maximo (Goemans e Williamson, 1995; Rendl, Rinaldi, e Wiegele,
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2010) etc.

A nao linearidade em problemas de programacao inteira é normalmente tratada
com o uso de técnicas envolvendo uma aproximacao linear por partes (Dantzig, 1963;
Hu, 1969) ou a transformagdo da fungdo nao linear em uma fungao polinomial, a seguir
convertida em uma fungdo linear de variaveis 0 — 1 (Balas, 1964; Hammer e Rudeanu,
1968). Na maioria das vezes, a nao linearidade em problemas de programacao inteira
aparece ja na forma polinomial, sendo que um ntimero significativo dos casos envolve
apenas termos de segunda ordem (Glover, 1975).

Na literatura de programacao matemaética, costuma-se chamar de programa-
¢ao quadrética a subarea que engloba problemas de otimizagao consistindo na maximi-
zagdo/minimizagdo de uma fungdo quadratica sujeita a restrigbes expressas por igual-
dades/desigualdades lineares. Particularmente, quando as variaveis do problema estao
restritas a valores 0 — 1, encontramo-nos no escopo da programacao quadratica binéria.
Essa 4rea engloba muitos dos problemas NP-Dificeis mais desafiadores em otimizagao
combinatoria (Gary e Johnson, 1979).

Devido a ampla gama de problemas quadréticos binarios da literatura e a di-
ficuldade em resolvé-los de forma exata, faz-se necessario a obtengao de limites (inferior
e superior) que possam auxiliar o desenvolvimento de métodos exatos. Gueye e Miche-
lon (2009) dividiram esses limites em 04 grupos, de acordo com as técnicas usadas para
obté-los: programagao semidefinida (Goemans e Williamson, 1995; Rendl, Rinaldi, e
Wiegele, 2010), decomposicio lagrangeana (Chardaire e Sutter, 1995; Elloumi, Faye, e
Soutif, 2000), métodos posiform (Boros e Hammer, 2002; Billionnet e Sutter, 1994) e
técnicas de linearizacao (Fortet, 1959b,a; Rodrigues, 2010). Acrescentamos a esse grupo a
suavizacao hiperbolica, técnica amplamente aplicada a problemas continuos nao diferen-
ciaveis (Xavier, 2010), (Xavier e Xavier, 2011), (Xavier et al., 2014), (Souza et al., 2011),
(Bagirov et al., 2015), (Xavier e Xavier, 2016), mas com potencial de aplicagdo também
a problemas quadraticos binarios.

Dentre as técnicas de linearizacao para problemas quadraticos binarios, que
consistem em transformar a funcao quadratica em uma funcao linear, Rodrigues et al.
(2012) destacam duas abordagens: (i) lineariza¢do com acréscimo de um ntimero polino-
mial de variaveis e restri¢oes lineares; (ii) linearizagao sem adigao de variaveis, mas com
um numero exponencial de restri¢oes lineares. No primeiro grupo, encontra-se o procedi-
mento classico de linearizagao (Fortet, 1959b) e a linearizac¢ao proposta por Glover (1975);
no segundo grupo, estd a t-linearizacao, proposta no contexto do Problema Quadratico
da Mochila (PQM) (Rodrigues, 2010; Rodrigues et al., 2012).

A t-linearizacao é uma abordagem recente e ainda pouco estudada, que consiste
basicamente de duas etapas. Primeiro, substitui-se o termo quadratico da funcao objetivo
por uma variavel real ¢, que é limitada superiormente pela expressao quadratica, com a

inclusao de uma restricao adicional. Depois, essa restricao quadréatica é substituida por
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um conjunto exponencial de restri¢oes lineares, equivalentes quando os coeficientes do
termo quadratico sdo nao negativos (Rodrigues et al., 2012).

A suavizacao hiperbolica é uma técnica de penalizacao proposta para resol-
ver problemas nao diferenciaveis que tem obtido bons resultados computacionais (Xavier,
2010; Xavier e Xavier, 2016; Bagirov, Al Nuaimat, e Sultanova, 2013; Xavier e Xavier,
2011). Ela consiste em substituir a resolugao direta do problema nao diferenciavel pela
resolucao de uma sequéncia de problemas diferencidveis, em principio mais faceis, e que
gradativamente se aproximam do problema original (Lavor, 2004). Cada subproblema,
por ser infinitamente diferenciavel, torna viavel sua resolucao através de métodos de oti-
mizagao mais robustos, que sao fundamentados em informacoes do gradiente, tais como
método do gradiente conjugado, quase-Newton ou Newton (Xavier e Xavier, 2016).

Neste trabalho, concentramo-nos em utilizar técnicas ainda pouco exploradas
para tratar problemas quadraticos 0 — 1, em particular ¢{—linearizacao e suavizagao hi-
perbolica. O problema quadratico (PQ), base para o estudo de outros problemas dessa

classe, pode ser escrito da seguinte forma:

n—1 n n
(PQ) max Z Z Cij T4 + szxz
i=1 j=i+1 =1

sa x€{0,1}",

onde ¢;;, 1 <7 < j < n, sao coeficientes reais arbitrarios. Por conveniéncia, definimos
os coeficientes adicionais ¢;; = ¢j; e ¢; = 0, 1 < j < ¢ < n. A esse problema base
consideramos o acréscimo de restricoes lineares, em particular restricoes de cardinalidade.

O restante desse trabalho contém 5 capitulos e esta organizado da seguinte
forma. No Capitulo 2 iremos abordar o conceito de linearizacdo (Classica, Glover e t—
linearizacao) em problemas quadraticos binarios. Vamos apresentar provas alternativas
para o desenvolvimento realizado por Rodrigues (2010) para (PQ) com coeficientes nao
negativos, que serdo base para a extensao do método da ¢-linearizagio para (PQ) quando
os coeficientes da funcao objetivo sao arbitrarios. Dessa maneira, generalizamos os re-
sultados obtidos em (Rodrigues, 2010) e (Rodrigues et al., 2012). Vamos mostrar que
a t-linearizagdo oferece melhor limite superior dentre as linearizacoes aqui estudadas.
Ainda no Capitulo 2 vamos revisar o arcabouco da suavizagao hiperbolica, usado, por
exemplo, em (Xavier e Xavier, 2016).

Nos capitulos seguintes, usamos essas duas metodologias gerais acopladas a
outros ingredientes para resolver problemas quadréaticos binédrios cléssicos, procurando
explorar propriedades especificas dos mesmos. No Capitulo 3, consideramos o classico
problema de corte méximo (max-cut) em um grafo nao direcionado. Vamos mostrar que
existem diferentes formulacoes matematicas para o problema e como podem ser conver-

tidas uma na outra. Ainda nesse capitulo, vamos mostrar pela primeira vez a aplicacao
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da t-linearizacao quando consideramos a formulacao quadratica do problema do corte
méaximo. Experimentos computacionais mostram que a t-linearizacao requer menos res-
tricoes para alcancar o mesmo limite obtido pelas linearizacoes classica e glover. Ainda
nesse capitulo, vamos mostrar como obter uma versao suavizada do modelo irrestrito
definido sobre varidveis indexadas pelos vértices, porém fortalecido pelas restricoes tri-
angulares, que sao expressas independentemente em funcao das variaveis indexadas pelas
arestas. Experimentos atestam melhores limites quando a suavizagao é fortalecida pelas
restricoes triangulares e incorpora um algoritmo de busca local. Derivamos ainda con-
di¢coes de otimalidade que permitem a expressao de novas desigualdades vélidas para o
problema, o estabelecimento de teoremas para fixacao de varidveis, além da proposicao
de heuristicas gulosas simples. Todos esses ingrediente que propomos sao combinados de
diferentes formas na construcao de um método de solucao exata para o max-cut. Por fim,
fechamos o capitulo com comentéarios e conclusoes.

O Capitulo 4 é dedicado ao problema da diversidade méxima (PDM). Vamos
revisar suas principais formulacoes e, em seguida, mostrar a aplicacao da t—linearizacao
ao problema. Inspirados em Rodrigues (2010), demonstramos um teorema de lifting para
fortalecer as restri¢oes da t—linearizagao, usando a restricao de cardinalidade do problema
(PDM). Experimentos computacionais com classes de instancias da literatura atestam que
as restricoes t-linearizadas fortalecidas obtém os melhores limites dentre as linearizacoes
comparadas. Apresentamos também o desenvolvimento de novas restri¢oes validas, a par-
tir de generalizagoes de propriedades de poda inicialmente mostradas em Marti, Gallego,
e Duarte (2010). Ainda nesse capitulo, empregamos tal desenvolvimento teoérico para
proposicao de um método que resolve o problema de forma exata e realizamos outros
experimentos computacionais, comparando os resultados com aqueles do melhor método
exato disponivel. Fechamos o capitulo com comentarios e conclusoes.

No Capitulo 5, estudamos o problema da clique maxima ponderada em arestas
(PCMPA). Vamos revisar as principais formulagoes do problema e, em seguida, mostrar
a aplicacao da t-linearizacao ao mesmo. Generalizamos o teorema de [ifting apresentado
para o (PDM), de modo a fortalecer as restri¢oes da t—linearizagdo quando consideramos
custos arbitrarios. Experimentos computacionais com classes de instancias da literatura
atestam que as restrigoes t-linearizadas fortalecidas obtém os melhores limites, em instan-
cias com custos arbitrarios, dentre as linearizactes comparadas. Apresentamos também
a generalizacao do teorema de novas restricoes validas, que foi mostrado para o PDM.
Ainda nesse capitulo, empregamos tal desenvolvimento tedrico para proposicao de um
método que resolve o problema de forma exata e realizamos experimentos computacio-
nais com classes de instancias da literatura, comparando os resultados com as principais
formulacoes do problema. Fechamos o capitulo com comentarios e conclusoes. No tltimo
Capitulo, concluimos esta tese mostrando o estado atual da nossa pesquisa e quais os

principais direcionamentos que pretendemos seguir.
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2 METODOLOGIA

Neste capitulo, vamos abordar o problema quadratico binario

n—1 n n n -1 n
(PQ) max Z Z CijTiZj + Z bixi = Z Z CjiTiZj + Z bixi
=1 j=i+1 =1 =1 j=1 =1 (1)

s.a x€{0,1}",

onde ¢;;, 1 <1 < j < n, sao coeficientes reais arbitrarios. Por conveniéncia, definimos os
coeficientes adicionais ¢;; = c¢j; e ¢;; =0, 1 < j <1 < n.

Nas trés proximas subsecoes, vamos apresentar trés maneiras de obter uma
formulacao linear equivalente, duas delas bastante conhecidas na literatura. A primeira,
a que nos referiremos como linearizacao classica, obtém um modelo linear 0 — 1, com
um ntmero quadratico (em n) de varidveis e restrigdes; a segunda, proposta por Glover
(1975), leva a um problema linear 0 — 1 misto, definido a partir das mesmas varidveis
binarias de (1), junto com um ntimero linear de variaveis continuas e restri¢oes. A terceira,
chamada t-linearizacao, foi proposta mais recentemente e usa, além das varidveis binarias
originais, apenas uma varidvel continua; porém, demanda um ntimero exponencial de
restricoes, que podem ser separadas polinomialmente. Ela foi mostrada correta quando
os coeficientes ¢;; sao nao negativos. Aqui mostramos como aplicé-la com coeficientes
arbitrarios, generalizando resultados da literatura, que incluem tanto a equivaléncia com
o modelo original (1), como também a existéncia de algoritmo polinomial para separagao
das restricoes. Parte desses resultados compoe um artigo publicado nos anais no Simposio
Brasileiro de Pesquisa Operacional - SBPO 2017 (Soares et al., 2017).

Na tltima secao, descrevemos brevemente o método de suavizacao hiperbolica,
inicialmente proposto para solucao de problemas continuos nao diferenciaveis. Em nosso

trabalho, ele serd usado para obter boas solucoes de problemas quadraticos binarios.

2.1 Linearizacao Classica

A técnica de linearizacao para um problema quadratico bindrio consiste em
transformar a funcao quadratica em uma funcao linear, podendo ser dividida em duas
abordagens, sendo elas: (i) linearizacao sem adigdo de varidveis, mas com um nimero
exponencial de restrigoes; (ii) lineariza¢gao com um niimero polinomial de variaveis e res-
tricoes (Rodrigues et al., 2012). No contexto dessa segunda abordagem, em Fortet (1959b)
e Fortet (1959a), o autor mostra como converter um problema de programacao polino-
mial 0 — 1 em um problema de programacao linear 0 — 1. Esse procedimento, conhecido
como linearizagao classica, consiste em substituir cada produto z;z; por uma variavel nao
negativa y;; e adicionar restricoes y;; < x;, vi; < xj, Yij > T +x; — 1.

Dessa forma, podemos aplicar a técnica de linearizacao classica ao problema
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(1) e reescrevé-lo como:

n—1 n n
(PQ);. max Z Z CijYij +Zbi$i
i=1 j=i+1 i=1
s.a Y < @, Vi<i<jy<n,
Yij < xj, Vi<i<j<mn, (2)

yij > vi+x;—1 V1<i<j<n,
yijE{O,l} V1§i<j§n,
xz e {0,1}™

Note que podemos substituir y;; € {0,1} por 0 <y;; <1 em (2).

Para um tnico termo quadrético, a linearizacao classica ¢ apertada, como
mostra o seguinte resultado.
Proposi¢ao 2.1. Se A = conv{(xy,12,y) € B3 : y = z125} € B = {(21,20,y) ER3 : y <
T,y < To,y >+ 19— 1Ly > 0,21 < 1,29 < 1}, entdo A = B.

Demonstragao. Claramente A C B. Considere agora (Z1,Z2,y) € B. Temos entao
(71, %2,9) = (71 — §)(1,0,0) + (72 — 9)(0,1,0) + 5(1,1,1) + (1 + g — Z1 — 72)(0,0,0),
mostrando que (Z, To, ) € A. O

Entretanto, é sabido que a relaxacao linear de (2) torna-se fraca quando ha

muitos termos quadréticos.

2.2 Linearizagao de Glover

Glover e Woolsey (1974) propdem uma outra linearizagdo para (PQ). A ideia é definir

variaveis continuas u € R™! tais que

n

ullezcwl’] V’LE{l,,n—l} (3)

j=i+1
Para isso, seja
n n
= N B B
U, = E c; e U, = g Cijs
j=i+1 j=i+1

n
onde ¢} = max(0, ¢;;) e ¢;; = min(0, ¢;;). Note que U; < Z cijr; <U;eU, <u; < U,
j=it+1
Podemos entao reescrever (PQ) como
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n—1 n
(PQ);y max Z u; + Z bix; (4)
i=1 i=1

sa w <Ujz;, 1<i<n-—1I, (5)
j=it1
v e {0, 1}, (7)

Quando x; = 1, a restri¢do (5) torna-se redundante enquanto (6) leva a u; < 377, cij@;.
No 6timo, temos a igualdade, o que equivale a (3) para x; = 1. Quando z; = 0, (5)
estabelece que u; < 0, levando (6) a se tornar redundante. Além disso, a funcao (4)
garante u; = 0 no 6timo. Portanto (5)—(7) garantem a igualdade (3) no 6timo.

O modelo linearizado (4)-(7) possui menos variaveis que (2), entretanto sua
relaxacao pode ser mais fraca.

Teorema 2.1. O wvalor da relazacao de (4)-(7) € pelo menos aquele da relazacio de (2).

Demonstragao. Seja (r,y) vidvel para a relaxacdo de (2). Defina u; = 377, | cijyij. O
valor da fungao objetivo (4) em (x,u) é trivialmente igual ao valor de objetivo de (2) em

(x,y). Entao, é suficiente mostrar que (z,u) satisfaz (5)-(6). Por um lado, temos que
n n n
W=D ey < Y, Gy < Y apm
j=i+1 j=it+1 j=it+1
Por outro lado,

n

u; = Z CijYij = Z cliyij + Z CijYij

j=it1 j=it1 j=it1
n n n n
+ — _ —
< E ciiry + E cij(zit+a;—1)= E CijTj — E i (1 — ;).
j=it1 j=it+1 j=it1 j=it+1

2.3 t—Linearizacao

Em Rodrigues (2010) e Rodrigues et al. (2012), os autores propuseram um framework
para linearizar o Problema Quadratico da Mochila(PQM), com o acréscimo de uma unica,
varidvel, mas com adicao de um ntmero exponencial de restrigcoes. Essa abordagem con-
siste basicamente de duas etapas, descritas a seguir. Na primeira etapa, os autores trocam
o termo quadratico da fun¢ao objetivo por uma variavel real ¢ e adicionam uma restricao
limitando superiormente o valor dessa variavel ao valor da expressao quadratica. A se-

gunda etapa consiste em substituir a restricao quadratica por um conjunto de restricoes
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lineares, derivadas da caracterizacao do fecho convexo do conjunto definido pela restricao
quadratica e restri¢oes de integralidade (Rodrigues, 2010). No caso do (PQM), os coefi-
cientes do termo quadratico sao nao negativos. Essa propriedade é fortemente usada no
desenvolvimento de Rodrigues et al. (2012).

Vamos estender a teoria da t-linearizagao e aplici-la ao problema (1) com co-
eficientes arbitrarios associados aos termos quadraticos. Para facilitar o entendimento,
primeiro apresentamos, na Subsecao (2.3.1), a {-linearizagdo para o caso onde os coe-
ficientes do termo quadratico sdo nao negativos, seguindo Rodrigues et al. (2012). Na

subsecao seguinte, estendemos o desenvolvimento para custos arbitrarios.

2.3.1 Coeficientes nao negativos

Ao longo desta subsecao, consideramos o problema (PQ) e admitimos que ¢;; = ¢j; >
0Vl <i<j<mn. Deacordo com a primeira etapa de Rodrigues (2010), reescrevemos

(1) com o auxilio de uma variavel ¢, gerando

=1
n 1—1

s.a t< ZZ@@“MW

i=1 j=1

(x,t) € B" x R.
Para descrever a segunda etapa, sejam
n  i—1
J = {(a:,t) eEB"xR:¢ < ZZCﬁ.ﬁL’ix]’}
i=1 j=1

o conjunto viavel de (PQ); e S, o conjunto de todas as permutagoes de {1,...,n}. O
conjunto Z pode ser expresso por restricoes lineares, como segue:

Teorema 2.2. Se ¢;; > 0, para todo 1 < i,j <n, entao Z = Z', onde

n i—1
7 — {(x,t) EB"xR:t< chﬂ(j)n(i)x,r(i) = Sn} ‘

i=1 j=1

Demonstracao. Primeiro, note que

n 1—1 n 1—1
DD T =)D Ca(in(Ta(i (i) VT € S (8)
i=1 j=1 i=1 j=i

Se (x,t) € Z, entdo temos que (z,t) € Z' devido a (8) e
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n  i—1 n
D i) Tn() () <chm ) Tm(i)-
=1 j=1 =1 j5=1

Suponha agora (z,t) € Z' e seja m € S,, a permutagao que ordena as componentes de x
em ordem nao crescente, ou seja, Tr(;) > T se j < i. Observe que (Tray,...,Trm)) =
(1,...,1,0,...,0). Como (z,t) € Z', temos que

t<zzcﬂ' Y (1) T () _chﬂ’ ) (8) L (i) L (5) 5

i=1 j=1 =1 j=1

onde a igualdade decorre da ordenacao das entradas de = por 7. O]

Pelo Teorema (8), podemos substituir Z por Z’ na descrigao de (PQ);, obtendo
i=1

n 1—1
9
S.a t < Z Z Cr(§)m(i) T (i) Ve Sn, ( )

i=1 j=1
(z,t) € B x R,
e concluindo assim a segunda etapa.

Note que (PQ)7 ¢ um modelo linear inteiro com essencialmente as mesmas
variaveis que (P(Q)), mas com um niamero exponencial de restri¢oes. Felizmente, a sepa-
racdo das restricoes lineares que definem Z’ pode ser feita em tempo polinomial, como
mostraremos a seguir.

Teorema 2.3. Seja & € [0,1]". Se ¢;; > 0, para todo 1 < 1,5 < n, entdo uma solugcdo do

};Iégnzzcw ) ( ‘TT(() (10)

i g<t

problema

ocorre na permutacao T € S, que ordena as componentes de T em ordem nao crescente,
ou seja, tal que
Trg) = Ta(j) Vi,7 1 < j < n. (11)

Demonstragao. Seja m € S, uma solugao 6tima para (10). Suponha que 7 nao satisfaz a
propriedade (11). Seja entdo [ < n o maior inteiro tal que as primeiras [ posigoes de Z,
segundo m, estao ordenadas, ou seja,

Tra(1) 2 Tr2) = - 2 Trt) < Tr(i41)-

Seja k <[ o menor inteiro satisfazendo (1) > Zrx), de modo que

Tr1) 2 o 2 Tr(l—1) = Tr(i41) > Ta(h) = Tr)- (12)
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Defina uma nova permutacgao 7’ tal que

(i), i=1...k—loui=I1+2...n
@) =4 n(l+1), i=k,
mi—1), i=k+1...1+1

Ou seja, 7’ ordena as entradas de & como em (12), vé Figura 1.
Figura 1: Diferenca entre © := Z > j<i Caliym(@)Tn(i) € © 1=, > j<i Ca () (i) T (i) Em azul

as posigoes diferentes entre 7 e 7'. As setas indicam os coeficientes que aparecem © mas nao
em O (figura superior) e vice-versa (figura inferior)

m| 7w(1) o | mwk=1) w(k) |w(k+1) .- () [a(l+ 1) (¢+2)

7| m(1) o |mk—-Dinl+1)| w(k) |w(k)+1 --- w(l) |7m(¢+2)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entao
l
E E Crt ()m! (i) xﬂ' E E Cr(j)m( xﬂ'(’L = E Cr(l+1)7 xﬂ' (i) — § Cr(i)mw(l4+1) :U7r (1+1)
i j<i i <t i=k

l

= Z Cr(iyr(i41) (Tr(i) — xw(l—l—l))
i T

< 0.

>0 20

Logo, n’ também é 6timo para (10) e satisfaz a propriedade (11) até pelo menos [+ 1, ou
seja,

Tpi) 2 Toi(a) 2 o0 2 Ty 2 Tar141)

Repetindo o processo a partir de 7/, em um numero fixo de passos obtemos uma permu-
)

tagao 7 satisfazendo (11) e que também é 6tima. O

Na verdade, Rodrigues (2010) mostra que a integralidade das varidveis = pode
ser descartada em (PQ)7, pois sua relaxagdo linear fornece o 6timo, conforme teorema
abaixo. Para demonstra-lo, introduzimos a seguinte notagdo. Dado & € [0,1]™ tal que

1 > Ty > -+ > @y, seja tz o valor 6timo do problema (10). Pelo Teorema 2.3, deduzimos
n i—1

que t; = Z chi:i’i. Para k € {0,...,n}, vamos denotar por e* € B" o vetor binério
i=1 j=1

onde exatamente as primeiras £ componentes sao iguais a 1.
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Teorema 2.4. Se c¢;; € Q, para todo 1 < 4,5 < n, entdo conv(Z') = Z, onde Z =
noi—l
{(x,t) ef0,1]"xR:t< Z ch(j),r(i)xw(i) V€ Sn}.
i=1 j=1
Demonstragdo. Trivialmente, conv(Z') C Z. Para mostrar a inclusdo inversa, ¢ suficiente
mostrar que todo vértice de Z estd em conv(Z’). Seja (x,t) vértice de Z. Sem perda de
generalidade, admita que 1 > zy > x9 > --- > x, > 0. Observe que t < t,, (z,t,) € Z e
(0, —1) é diregao de recessao de Z. Se t < t,, temos que (z,t) = (z,t,) + (t. — )(0, 1),

n—1
mostrando que (z,t) ndo é vértice. Logo, t = t,. Temos também que x = Zek(xk —
k=1
Tpy1) + €"x,. Entdo, definindo
T — T, seke{l,...;,n—1},
o = Tp, se k=mn,
1—a, se k=0,
temos que
x—Zake Zak—l ar > 0Vk €{0,...,n}.
n
Note também que (e*,t.x) € Z/ C Z, onde t = Z Z cjief. Logo,
i=1 j=1
n i—1 n n n n
S D) DTS 5 3 DD 0 3) W ED oA
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=0

Das duas expressoes destacadas acima, concluimos que (z,t,) é combina¢ao convexa de
pontos de Z’. H

Corolario 2.1. Se ¢;; € Q4, para todo 1 < 4,5 < n, entdo a formulagio (9) e sua

relazacao linear possuem o mesmo valor dtimo.

2.3.2 Extensao para coeficientes arbitrdrios

Seja
ZZcﬂx T +bel (13)
i=1 j=1

Antes de aplicarmos as etapas descritas por Rodrigues (2010), vamos dividir os coeficientes

de acordo com o seu sinal. Denote d™ = max{0,d}, d~ = min{0,d},Vd e R,ea=1—aq,
Va € [0,1]. Observe que d = d* +d".
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Podemos reescrever F(x) como

zn:Zc;x mj—l—zn: ;cﬂxz — »)+%c;i(1—fi)xj+ibixi
i=1 j=1 i=1 j=1~ ~ ) i=1
cﬂmzz]
n n n i—1
—ZZ O ZZ iy (2T + Tixy) +%ZZ@W (z; + x; —i—bez
i=1 j=1 11]1 =1 j=1
= Q)+ L(x)+ > _ b,
i=1
onde
n i—1 n
Qlx) = cjxx]+;zz Ty + Tx),
=1 j5=1 =1 j5=1
n i—1
L(z) = %Z cii(wi + ;) = ZZC xz+%Zch_ixi: Zc T
i=1 j=1 1 j<i i J> i=1 j=1

Agora, aplicando a etapa 1, podemos reescrever (PQ) como

(PQ)+; max t+ — ZZCZJ$Z+Z[)$Z

1= 1 j 1
n n
s.a t< g E ¢ xzxj—i— E E xzxj—i-xzxj)
i=1 j=1 =1 j=1

(1) €B" xR, Fj=1-x;Yj=1--,n

Os problemas (PQ) e (PQ)4: sao equivalentes. A funcao objetivo em (PQ)i; possui
agora uma expressao linear, ao passo que uma nova restricio quadratica foi adicionada
ao problema. A seguir vamos mostrar como substitui-la por um conjunto de restri¢oes

lineares, funcionalmente equivalentes. Seja

n n i—1
1
Z:{(x t)eB" xR t<ZZc T EZZ xlxj—i-xzxj)}
i=1 j=1 i=1 j=1
o conjunto viavel de (PQ)+;. Denote por N' = {(Ny, N1): NoUN; = N, Ny N Ny = 0}
o conjunto de particoes de N = {1,...,n} e S, o conjunto de todas as permutacoes de
{1,...,n}. O conjunto Z pode ser expresso por restri¢oes lineares, como segue:

Teorema 2.5. O conjunto Z € igual a

7= (@) EBXR:E<Y D b T+ D D i) T

i€EN w(j)ENy 1€N m(j)ENg
J<i j<i
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_Z Z_ - (i) F T (i) + Z Z Crtiy( l)(ajﬁ( +2(j))VT € S, ¥(No, N1) € N

1EN 7(5)ENy ZENﬂ(J)GNo
Jj<i J<i

Demonstragao. Seja (x,t) € Z e defina T =1 — z. Entao

ZZcﬂxx]—i- ZZ 2 [TiT5 + Tz

ZEN 7<t iEN j<i

N J/

Vv vV

A B

Observe que A acumula a soma cfycmj para todos os pares nao ordenados ij com c;; > 0,
e B acumula a soma — QCJZ(xe] +T,;x;) para todos os pares ndo ordenados ij com ¢;; < 0.
Entao, para m € S, temos

Z Z Cr(n(i) L) Tr() T 5 Z Z T (i) Tr(j) + Ty Tn(s)] -

ZEN 1<t zEN 7<t

J/

-
C D

Para (Ng, N1) € N parti¢ao de N, temos

C¢= Z Z ()i xﬂ(] +Z Z ; w”))@

€N i<t iEN i<t
m(j)ENT >0 w(j)€Ng >0 <1
<> Dy $w<z+Z > Gy
iEN  i<i iEN  J<i
m(J)ENY m(j)ENg
(S
E D 5w L 20 Tr0) + Tr )] +3 § D 50 ) [T Tr(s) + Tl Tr(s)]
1€N ]<Z ZEN j<z v
m(j)ENT >0 <xw()+xﬁu) 7(j)ENy >0 <Zr(i)FTr(j)
< 1 -
=5 Z Z =y (e)Tn) T Tn(s) Z Z ety (Eri) L))
ieEN J<i 'LEN j<i
T(j)ENT pi(j)ENg

Comot < Q(z) =C+Derm e S,e (Ny,Ni) € N sdo arbitrarios, concluimos que
(x,t) € Z'.

Suponha agora (z,t) € Z'. Sejam € S, e defina Ny = {j € N : z; = 0} e
Ny ={j € N :z; =1}. Temos que

ZZ (T Tr() + 5 ZZ Crtiyn(i) [Er () Tr() + Tn(i)Te()]

iEN j<i ’LEN i<t
_E: 2: C7r(37r(zx7r + §: §: C7r w(zxﬂ' + §: E: C () () L (i)
iEN  J<i zEN Jj<i zGN Jj<i

m(J)EN m(j)ENY m(§)ENg
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Além disso, como (x,t) € Z’, entédo

Y S e Y Y it + X D e = Q)

zeN m(J)ENY ZEN m(5)ENg 1€EN 7(§)EN]
Jj<i 7<i j<i
Logo, (z,t) € Z. O

O Teorema 2.5 generaliza, para coeficientes arbitrarios, o resultado de Ro-
drigues et al. (2012). Como consequéncia, podemos transformar o problema quadratico
(PQ)+: e, portanto (PQ), em um problema de programagao linear inteira equivalente,

com a adi¢ao de uma variavel extra e um nimero exponencial de 2" - n! restri¢oes.

(PQ) max ¢+ — ZZCU‘T’ +bel

=1 j=1
sat<y ), w(m()xﬂ)JFZZ M EORGIORS
1EN W(Jj)<€iN1 iEN ‘"'(JJ)<€LN0 ( )
1 B - _ 14
5 Z Z_C (i) (@) + Tn() Z Z— () (T (i) + L))
zEN 7r(J)<€N1 zEN 7T<j)<ENO
J< i<t

V7T€Sn V(No,Nl) EN,
(z,t) €B" xR, Tj=1-x; Vj=1,---,n

Felizmente, nao é necessario gerar todas as restricoes para resolver (PQ)QFEQ[ . De fato, é
necessario apenas um subconjunto de restricoes, que podem ser escolhidas através de um
algoritmo gerador de restricoes. Mostraremos a seguir, que a separagao dessas restricoes
pode ser feita em tempo polinomial.

Para m € Sy, (No, N1) € N e z € [0,1]" defina

@(W,No,Nl;l') = Z Z Qlr (4 z) xw +$Tr(] +Z Z A (j)m )_'_xﬂ( ))

1€N w(j)ENy i€EN m(j)ENg
j<’L J<i
+ § E B’ﬂ'(] i) L (i) + § § /671' Yr($) Lr(5)
1EN =w(j)EN] 1€EN =(j)ENg
< i<t

ondeaﬂ(j)ﬂ(i):_““)”“)>Oeﬁﬂj)ﬁ)—c()( >0Vie NVjeN j<i.

O problema de separagao consiste em, dado z* € [0, 1]™, resolver:

min min O(w, Ny, N 15
(N(),Nl)EN TES, ( 0 1’ ) ( )
Primeiro mostraremos como encontrar a melhor permutacao m € S, fixada uma particao

(No, N1) € N. As Figuras 2 e 3 ilustram os coeficientes « e 8 que aparecem na expressio
de ©(m, Ny, Ny; x).
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Figura 2: Coeficientes a que aparecem em O(7, No, N1;x). As setas indicam a que variaveis o

coeficiente az(j)r(), J < i, esté associado.
T (4)
v G- 7G| [ A [+
Tr(j)

wo[rG-D] 70 | e [A@ [mGE D]

Lr(3)
(b) m(j) € No

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 3: Coeficientes 5 que aparecem em O(m, No, N1;x). As setas indicam a que variaveis o
coeficiente Br(jyx(:), J < i, estd associado.

wo[rG-D] 70 | e [A@ [mGE ]

v a0 7G) | o [ @ sG]

(b) 7(j) € No

Fonte: Elaborado pelo autor.

Lema 2.1. Para z* € [0,1]" e (No,Nl) € N, a permutagio @ € S, que minimiza
O(m, No, Ng;x*) é tal que
Ur(1) = Ua(2) = - - = Ji(n)s (16)

R xj, J € Ny,
onde y; =< L j '
z;, j € No.
Demonstracao. Fixe (]\70, Nl) e Nex* €0,1]". Sejar € S,, que minimiza O(, No, No: x*).
Suponha que 7 nao satisfaca (16). Seja, entao, [ < n 0o méaximo inteiro tal que as primeiras

[ posicoes de g, segundo 7, estdo ordenadas de forma nao crescente. Entao:
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Seja também £ <[ o menor inteiro satisfazendo §r(41) = Jr(x), levando a

~

Un(1) =+ = Yn(k—1) = Yn(41) > Yn(k) = -+ = Un(1)-

Defina uma nova permutagao 7’ que ordena as primeiras [ + 1 entradas de g, ou seja,

(i), i=1..k—1lou i=Il+2...n
) =4 7(l+1), i=k,
mi—1), i=k+1...1+1

Seja A = O(x', Ny, Ny;2*) — O(m, Ny, Ny; 2*).  Primeiro suponha que w(l + 1) € Nj.
Para facilitar a apresentacdo da expressao de A, a partir das figuras 2 e 3, construimos
a Figura 4, que ilustra os coeficientes a e § que aparecem em O(n’, ]\70, Nl; x*) e ndo em
O(m, No, Ny x*), ou vice-versa.

Temos entao que

A2 n(ir1yn) (T a + Ton(i41) D 1)n() (T () + Toniiny) Zaﬂ L) (Tr )+ Tran))
1=k W(;):Ekl\ﬁ 7r(J)ENO
l
+ Z Br (I+D)7 7r(Z Z ﬁw(] Yr(141) T l+1) Z 671’ l+1)$
=k r(hem r(heny

= Z Qr(1+1) 7r(z (l+1) + x* w(j) — x;kr(]) l+1 Z 6# (I4+1)m(7) 71—(J ;kr(l+1))

7"(])61\70 W(])ENl
= Z O (141)7 (i )2 ( ) ;_ Z /671' (I4+1)7(2) ( ) m;(z + 1))
Tr(J)eNo eNO enNy W(J)€N1 eNl eNy
= Z 057r(l+1 Y (i) 2 yn( i) yn(l—H Z 57r(l+1 Yo (i) (yw( ) y7r(l+1))
p —_—— — —
W(])GNO >0 <0 ‘rr(j)GNl >0 <0
<0

)

ou seja, O(7', Ng, N1;x*) < O(m, Ny, Ny;x*). Entdo 7’ também minimiza O (w, Ny, Ni; )
e ordena pelo menos mais uma entrada em y. Repetindo o processo um nimero finito de

passos, chegamos a uma permutacio 7 que satisfaz (16).
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Figura 4: Diferenca entre @(w No, N1;2) e ©(n’, No, N1; &) quando (I + 1) € Ny;. Em azul as
posicoes diferentes entre m e 7', As setas indicam os coeficientes « (Fig. a) e 8 (Fig. b) que
aparecem ©(m, Ny, N1; &) mas ndo em O(n’, No, N1; ) (figura superior) e vice-versa (figura
inferior), apresentando as variaveis associadas.

Tren, se ) € Ny (£+1) 7) € No

7 - |mw(k—1) W(j),je[k,ﬁ] a(l+D)|r(0+2)|--

250 50 () é@

7 o wk—1)fa(l+ 1) 7(i), i € [k, ] T(l+2)| -

(a) Coeficientes «. Ver Figura 2

Trioi1y e T(J) €N

7 - |w(k—1) 7(j), j € [k, /] a(l+ D)|r(¢+2)| -

Ty 5€ 7(j) € No
/xm')—\

7 | 7k = )T (i), i € [k, {] m(+2)]---

(b) Coeficientes 8. Ver Figura 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora suponha que 7(l 4+ 1) € Ny. Similarmente construimos a Figura 5 para

ilustrar a expressao de A. Neste caso,

l l

A=Y Qn(ryx (T T+1) ZO‘W(HI)W(J R+ Tor(3) =) Cninn() (Tra1)+ D)
=k (e (e

l
+Z@7r(l+l)7r 7r(l+1 Z /Bﬂ' yr(l4+1)T l+1) Z /87T (I+1)m (5
i=k

”(J)€N1 ﬂ(])eNo
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. m(5) 7T w41

:Zaﬂ-(prl)ﬂ-(j) (l’;kr(l+1)+$;<j) (l 4 1 +Z/87T w(l+1) ( 4 1) - x*ﬂ(j))
(g_: ~—~ W—/ N—_—— N~~~

w(j)EN] €Ny €Ng ’“(])ENO €Ng €Ng

l
Z aw(l+1)w(g)2(y7r()_yﬂ(l+l Z ﬂw w(l+1) yTr(j yﬂ'(l-l-ll)

j=k v
~(5)EN] >0 <0 (e >0 <0

<0

—Y

o que implica ©(7’, No,Nl;yc*) < @(7?,]\70, Nl;af*). Entao veja que 7’ também minimiza
O(m, NO, Nl; x*) e ordena pelo menos mais uma entrada em 7. Repetindo o processo um

niumero finito de passos, chegamos a uma permutacao 7 que satisfaz (16). O

Figura 5: Diferenca entre @(w No, N1;2) e ©(n’, No, N1; &) quando (I + 1) € Nyp. Em azul as
posicoes diferentes entre m e 7', As setas indicam os coeficientes « (Fig. a) e 8 (Fig. b) que
aparecem ©(m, Ny, N1; &) mas ndo em O(n’, No, N1; ) (figura superior) e vice-versa (figura
inferior), apresentando as variaveis associadas.

Trern, se 7)) € My (e+1) sen(]) € No

7 - |mw(k—1) 7(7), j € [k, /] a(l+1D)|n(f+2)| -

225 se m(j) ENo

7 o wk— 1wl + 1) 7(i), i € [k, /] T(l+2)| -
P
w(0+1)

(a) Coeficientes «. Ver Figura 2

Ty, se (1) €N

7 |k —1) 7(j), j € [k, /] a(l+ D)|r(¢+2)| -

Ty 5€ 7(j) € No

7 | wk—1)fa(l+ 1) 7(i), i € [k, /] Tl +2)| -

.

Lr(e+1)

(b) Coeficientes 5. Ver Figura 3

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Teorema 2.6. Dado z* € [0,1]", a solu¢cdo do problema de separagdo (15) ocorre em
(No, Ny) e 7 € S, tais que

No={jeN:Z >z}, N={jeN:z;>27}, (17)

Ux1) = Uz2) = -+ = Yrn)s (18)
ondejgj:at_;, se j GNO, ey =xj, sej e Ny.
Demonstragao. Seja (Ng, N1) € N, m € S,, uma solugio 6tima para (15). Pelo Lema 2.1,
podemos admitir que 7 é tal que

Yn(t) = Yn(2) = -+ > Yu(n) Onde y; = 27 se j € Ny, y; =z, se j € Ny.

Se (No, N1) = (]\70, Nl), obtemos o resultado desejado. Caso contrario, existe um inteiro
[ > 1 tal que
r(j)e Ny n(j)e Ny Vji=1,....1—1 e
7T<l) GNo\NOZN()le ou W(l) GNl\leNlﬁNo

Suponha primeiro que 7(l) € NgNNy. Defina N}, = No\{r (1)} e N] = N;U{r(I)}. Temos
que Yr(y = Trp) < Tk = Yrgy- Seja k <1 tal que

Ye(1) = -+ 2 Yrn(k=1) = Yr() 2 Yr(k) = -+ - 2 Yr(i=1) = Yr(4+1) = -+ = Yr(n)-

Pelo Lema 2.1, a ordenagdo 7’ que minimiza O(m, NJ, Ni;2*) é a que ordena os valores

acima, ou seja,

7(7), j=1l...k—1lou i=1I0+1...n,
m'(j) =4 (), J =k, (19)
t(j—1), j=k+1...1
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Seja W = O(n’, N, N{; x*) — O(m, Ny, Ny; 2*). Entéo,
-1 -1 -1
W ="y (T e(n) + = e (T x) + Tr) = Y O (T + Th),
=1 ﬂ(;;€N1 W(j)ZEkNo
+ Z /BTI' ) ( 77(1 Z ﬁ?‘((l Y (5) L Z 671' () ( l)x
”(])ENl Tr(])eNO
= Z Ar(D)7(j Tr( ) +Fﬂ’(l) - :B;kr( 7r(l Z 57" W(] ;kr(l))
7T(J)ENO ﬁ(J)ENl
-1
= Z Or(5) 7r(l)2 ( Z Bw(j)w(l)(x;kr(j) - 'Tjr(l) )7
— —~— =
7T(J)GNo *yW(J) =Yr 1) m(j)ENY =Yr(j)  =Yr()

levando a ©(n’, Nj, Ni;

.T*) S 6<7Ta N0>N1;

z*). Logo (N§,N{) € N, n’ € S, também

¢ solugao otima e (N}, Ni) coincide em (N, N7) em pelo menos mais um elemento (em

relagao a (Ng, N7)).
(]VO, Nl), 7 €S, é solu¢do otima.

Repetindo o processo um nimero finito de passos, mostramos que

Para o caso complementar, considere que 7(l) € Ny N Ny. De forma similar,

vamos definir V]
Seja k <[ tal que

= NoU{r(D)} e N!

Yr(1) = - -

-2 Yr(k=1) = Yr@) > Yn(h) >

=N \ {71'([)} Agora, Yr(l) = :E;kr(l) < Fﬂ(l) = @W(l).

2 Yn(l-1) = Yn(41) =

m(n):

Pelo Lema 2.1, esta ordenacdo define a permutagdo 7/, dada por (19), que minimiza

O(m, Ny, N1;

x*). Neste caso, W = O(n', N}, N{; x*) —

©(m, No, N1; %), onde

-1
W = Zoém)w(z) (27 Zaw () (T5x 1) + T¥2(j)) Z r (e () (Tr(t) + T ()
i=k (hem ~(heng
+ Z /Bﬂ(l Z 67r ])x Z ﬂﬂ'(l (i) L
TF(J)GNl ‘rr(J)GNO
Z Ar () (Tr(t) + Tr(s) = Tr) = T Z Pr(s) — )
W(J)ENl W(J)€No
Z A (l) 71'(] 7T(] 7r(l Z Bﬂ'(] 7T(l (l) )a
~~
W(])ENl —ym) —ywu) ﬂ<J>€No —yﬂﬂ =Yr()

ou ainda O(7’, N}, Ni; x*) < O(m, Nj, Ni;

x*). Novamente, obtemos uma solu¢ao 6tima
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(N}, NJ), o' € S, onde (N}, N!) coincide com (Ny, Ni) em pelo menos mais um elemento,

levando ao resultado desejado. O

Apresentamos a seguir, para efeitos didaticos, um exemplo do funcionamento

da t-linearizacao para coeficientes arbitrarios. Considere o seguinte problema:

(PQ)er max  —bxy — 229 + 14ag + Tay + 35
+Tx1209 — 4123 — TT124 + 921205

—9X9x3 — 3T9xs + 3Tox5

—x374 — 4x3T5

+8x475

s.a x; €{0,1}i=1,...,5.

No modelo t-linearizado (14), a func¢do objetivo torna-se

1 n n - n
max t + 5 Z Z CiiTi + Z bjx; =t —10.52; — 629 + Tx3 + 1.524 + 25 (20)

=1 j=1 =1

Vamos agora apresentar a geragao de uma restricao de (14), ou seja, do conjunto:

t<z ZC $7r(z +Z ZC Iﬂ(] + Z Z_ $7T(Z +x7"( ))

i€EN™T(j)ENY 1ENT(5)ENg zeN m(j)ENY

<t 7j<i j<i (21)
+= Z Z Cotiye(y En() T Ta(p) VT € Sp V(No, Ni) €N,

zENﬁ(J)GNo
1<t

a partir de uma solucdo relaxada = € [0,1]" qualquer. Tomemos, por exemplo, x =
(0.3,0.3,1,0.9,0.6). Temos z = (0.7,0.7,0,0.1,0.4). Seguindo o Teorema 2.6, Ny = {1, 2},

1 = {3,4,5} e y = (0.7,0.7,1,0.9,0.6), levando & permutacao = = (3,4,2,1,5) que
ordena as componentes de y em ordem nao decrescente (ou m = (3,4,1,2,5), devido ao
empate entre as duas primeiras componentes de y). Note que essa mesma permutagao
seria obtida a partir de z = (0,0,1,1,1), a solu¢do que maximiza a expressao em z de
(20).
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Com a permutagao m = (3,4,2,1,5), os termos da restri¢ao (21) ficam:

ot ot
E g ()m (i) Tmi) = Cy5T5 = 85,

ZGNW(J)ENI
J<i
ot — (ot + + o)
E g Coriym (i) Ers) = (e3;%9 + €352 + ¢f521) = 1029 + 9271,
i€N(j)ENy
7<i

Z Z— : 2@ FTr()) = —C34(2 — T4 — 23) — €35(2 — 12 — T3) — C45(2 — T2 — 34)

1ENT()EN
j<i

—51(2—x1 —x3) — (2 — 21 —x4) — C55(2 — x5 — x3)
= —5.511 — 4xy — Tx3 — b.Dxry — 275 + 24,

D0 e @i FTag) = 0.

1€EN~(j)ENy
7<1

A restricao obtida é, portanto, t < 3.5x1 4+ 6x9 — T3 — 5.524 + 65 + 24.

Podemos adicioné-la entdo ao modelo (PQ).., que se torna:

(PQcr) max t—10.5x1 — 6x9 + 7oz + 1.52y4 + x5
s.a t<3b5xy+ 6xy—Txrs— 5Drs+ 625+ 24
0<t, z;€{0,1}i=1,...,5.

A seguir mostramos que o limite superior fornecido pela ¢-linearizacao é menor
ou igual aquele da relaxagao classica. Os experimentos computacionais do Capitulo 4
mostram que essa superioridade pode ser estrita.

Teorema 2.7. O valor da relazagao de (2) € pelo menos aquele da relazagao de (14).

Demonstrac¢ao. Seja (x*,t*) uma solu¢ao 6tima da relaxacao linear de (14). Note que t*
¢ o valor 6timo do problema (15). Entao, pelo Teorema 2.6, t* = O(r, NO,Nl;x*), onde
a particdo (Ng, Ny) e a permutacdo 7 satisfazem (17) e (18). Sem perda de generali-
dade, vamos supor que 7 é a permutagao identidade (do contrario podemos renomear as

varigveis). Assim,
{jGN T >xj} N, = {jEN:x;Z_;f},
max{z},z;} > max{z],z;} V1<j<i<n.
Além disso,

t*:Z ﬂxf—kZZcﬂx;‘—i—ZZ 2ﬂx + T} —I-ZZ 2ﬂx +x)

iEN jeN, iEN jeN, 1€EN jeNy 1EN jeN,
i<i j<i j<i J<i

Defina y* = [y};]1<j<i<n tal que yj; = max{0, x; + z — 1}, se ¢;; < 0, e yj; = min{z}, 2]},
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se ¢j; > 0. Como z* € [0, 1]", temos que

0 <max{0,z; +; — 1} <y}, <min{zj,2j} <1, 1<j<i<n

79 j

Logo, y* é viavel para a relaxacio linear de (2). Observe também os valores individuais

de yj;, conforme os casos da Tabela 1:

Tabela 1 — Valores individuais de y7;

j<i Cji<0 CjiZO
J € No y; =0 Y5 =
7] €N y;fi:mf—l—x;f—l y;i:x;*

Fonte: Elaborado pelo autor.

Consequentemente, o valor da fungao objetivo de (2) em y* é Q + > b},

onde
n i—1
*
Q= E E CjiYjs
i=1 j=1
— —ak s
_E:E:Czy]z+§:§ Czy]z+§:§:cjzy]z+§:§ Czy]z
1EN jeN; 1EN jeN, 1EN jeN; i€EN jeNy
i<i j<i j<i j<i
:Z 321+Z JzJ+ZZ ﬂx+x_1)
iEN JENT 1€EN jeNg 1EN jeN;
j<i j<i J<i
SDIDILTED D BIETED B DEIACEE ARD DY DE TR
CjiLs Jij 2 ﬂ 92 Cji
€N jeN; 1EN jeNg 1EN jeN,; 1EN jeN;
<t 7<t Jj<t J<i
ED ) RS
iEN JEN
Jj<t
= + E : § :_Czjl‘z
i€EN jJEN

Comparando entao os valores das fun¢oes objetivo de (2) em (z*, y*) e de (14) em (z*, t*),
concluimos que eles sao iguais. Portanto, o valor 6timo de (2) é pelo menos o valor de

(z*,y%), e o resultado segue. O

2.4 Suavizacao Hiperboélica

A técnica da suavizagao hiperbélica foi apresentada em Santos (1997) para resolver proble-
mas de otimizacao com func¢oes nao diferenciaveis. Ela engloba o uso de duas abordagens,
quais sejam, a suavizacao de funcoes nao diferenciaveis e a penalizacao hiperboélica, esta
altima originalmente introduzida por Xavier (1982). A primeira abordagem consiste em
substituir uma funcao nao diferenciavel por uma familia de funcoes diferenciaveis que

se aproximem gradativamente da funcao original. Ja a caracteristica comum aos mé-
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todos de penalidades é a transformacao de um problema de otimizacao com restricoes
num problema sem restricoes, cuja funcao objetivo agrega um termo para penalizar so-
lugdes inviavéis (Lavor, 2004). Normalmente, esse termo é ponderado por um parametro
de penalidade, gerando assim um problema irrestrito paramétrico, que vai se tornando
equivalente ao original, & medida que o parametro cresce.

Combinando as duas abordagens, a suavizacao hiperbolica procura resolver
um problema nao diferencidvel, transformando-o primeiramente num problema sem res-
tri¢oes (caso elas existam) e entdo resolvendo uma sequéncia de problemas diferenciaveis
associados a familia de funcoes definidas pela suavizacao.

Para ilustrar a suavizacao, iremos utilizar uma funcao basica que é fortemente
usada nos trabalhos de Xavier e Xavier (2016) e Souza et al. (2011). Seja f(u) = |u| a

funcao valor absoluto, onde v € R. Para v > 0, vamos definir

O(u,y) = Ju?+~2.

Note que a funcao 6 tem as seguintes propriedades:
1. lim O(u, ) = |ul;
¥—0
0 é uma funcao C;
0(,7) = u/(u? + 7)1/
0" (u,7) = 7%/ (u? +72)¥%;
0"(0,7) = 1/
lim 6"(0,v) = oc.
v—0

SEERA

A propriedade 1 indica que podemos substituir a minimizacdo de f(u) pela
minimizagao de 0(u,y) para valores de 7 gradativamente menores. A Figura 6 mostra de
forma gradual como a funcdo 6(u,v) se aproxima da fun¢io |u|, & medida que v — 0.
Como 6 é infinitamente diferenciavel (propriedade 2), podemos usar, para sua minimiza-
¢ao, métodos de programacao diferenciavel, que demandam, por exemplo, informacoes das
derivadas de primeira e segunda ordens, facilmente calculadas neste caso (propriedades 3 e
4). Em particular, a derivada de segunda ordem no ponto u = 0 (de nao diferenciabilidade
de f) tende a infinito quando v — 0.

De modo a descrever a técnica de penalidade, considere o problema P de

programagcao matematica descrito a seguir:

(P) min f(z)
s.a  hi(x) <0, 1=1,...,m,
r e R

onde f: R" - Reh;, : R" - R, s = 1,...,m, sao funcdes quaisquer. A estratégia é

transformar o problema P em um problema irrestrito P, movendo para a funcdo objetivo
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Figura 6: |u| e 0(u,~), para v = [1,0.8,0.5,0.3]

0(u, )

Fonte:Adaptado de (Xavier e Xavier, 2016)

as restri¢oes h;(x), através de penalidades:

(P) min f(z)+ > g(hi(x),\)
i=1

onde A > 0eg: RxR, — R, sao, respectivamente, o parametro e a fungao de penalidade.
Normalmente, temos g(y, \) = 0 quando y < 0 e, quando y > 0, g(y, \) — 400 a medida
que A cresce. Vale destacar que o parametro de penalidade nao precisa ser o mesmo para
toda restricio. Em outros termos, podemos substituir A por \; em P.

As funcoes de penalidade classicas sao muitas vezes nao diferencidveis. Entre
os exemplos tipicos, podemos citar g(y,A) = Amax{0,y}. Sendo nao diferenciavel, a
fungao de penalidade pode ser suavizada. Por exemplo, a fun¢ao ¢g(y,\) = Amax{0,y}

pode ser aproximada pela funcao suave

o\, 7, y) = Ay +VA2y2 4+ 72) /2,

onde 7 > 0 é um novo parametro. Note que, quando 7 — 0, temos

0, sey<O0,
Ay, sey > 0.

d(A,0,y) = {

A funcao ¢ é chamada de suavizagao hiperbolica e possui as seguintes propriedades:
L o\ 7y) > gy, A), V7> 0;
2. lim ¢(A, 7,y) = 9(y, M);
3. ¢(A\, T,y) é fungdo C™, crescente em y;
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O\ Ty) = A+ NP (NP + 72) 1
¢"(A 7 y) = N2/ (NP 4 72)%2
"\, 1,0) = \2/T;

lim ¢"(, 7,0) = o0

NS Gk

Note pela propriedade 3 que, sendo ¢ crescente em y, o termo de penalidade
aumenta com o descumprimento das restricoes. Além disso, esse termo cresce quando o
parametro de penalidade cresce.

A Figura 7 mostra de forma gradual como a fungao ¢(\, 7,y) se aproxima da

fungao g(y, \) & medida que 7 — 0.

Figura 7: g(yi) e ¢(\, 7,9;), para 7 = [1,0.8,0.5,0.3]

5 \

—71=1.0
7=038
—7=0.5
—7=0.3
— A max(0,y)

4 3 2 1 0 1 2 3 4
v
Fonte: Adaptado de (Souza et al., 2011)

Dessa maneira, combinando suavizacao e penalizacao, a suavizacao hiperbolica

trata o problema P através do problema

m

(P) min f(z)+ Y o\ 7 hi(x)).

=1

E caso f seja nao diferenciavel, substitui também esta func¢ao por uma suavizacao.
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3 CORTE MAXIMO (MAX-CUT)

O problema do Corte Maximo (Max-Cut) é um dos problemas de otimizagao
combinatoria que, devido a sua dificuldade de solucao exata e a seu dominio de aplicacoes,
tais como a fisica estatistica, fluxos em redes, circuitos VLSI etc, tem atraido o interesse
cientifico de pesquisadores das areas de matemaética discreta e otimizacao matematica.
Entre as muitas referéncias para o problema, citamos Deza e Laurent (2009), Benson,
Ye, e Zhang (2000), Burer, Monteiro, e Zhang (2002) e Helmberg et al. (1996), que
possuem maior rela¢ao com nosso trabalho. Sendo um problema NP - Dificil (Karp, 1972),
é considerado um desafio computacional resolvé-lo de forma 6tima, mesmo no caso de
instancias de tamanhos moderados (Krislock, Malick, e Rouoin, 2014). No entanto, varios
casos especiais com resolu¢do polinomial tém sido identificados (Orlova, 1972; Hadlock,
1975; Barahona, 1983).

O Max-Cut possui muitas formulacoes equivalentes, as quais aparecem com
diferentes nomes na literatura. Além de corte maximo, as denominacoes mais comuns sao
Mazimum-2-Satisfiability, Weighted Signed Graph Balancing, Unconstrained Quadratic
0 — 1 Programming (UQP) etc (Boros e Hammer, 1991).

Esse problema pode ser descrito da seguinte forma. E dado um grafo nio di-
recionado G = (V, E), com |V | = n vértices e |E| = m arestas ponderadas. Consideramos
0 peso ¢;; = ¢;; para cada aresta {i,j} € E, ¢;; = 0 para {i,j} ¢ E, e ¢;; = 0, para todo
1 < i < n. Qualquer biparticio (S, S := V\S) dos vértices de V define um corte de G,
qual seja, o subconjunto de arestas com uma extremidade em S e a outra em S, onde S
ou S pode ser vazio. O problema do Max-Cut consiste em encontrar (S, S) tal que a soma
dos pesos das arestas do corte seja maximo. Denotamos por ¢(S : S) o peso do corte, ou
seja,

c(S:8) = Z Cij- (22)
(i,4)€(S:5)
As arestas do corte definidas por (5,5) sdo também denotadas por §(S) ou, igualmente,
§(S). E importante destacar que, tomando c¢;; = 0 para {i,j} ¢ E, podemos sempre
admitir que o grafo G' é completo.

Para resolver o problema do Max-Cut, muitos métodos foram surgindo ao
longo dos anos. Um survey de técnicas desenvolvidas antes de 1980 pode ser encontrado
em Hansen (1979). Na década de 1980, buscava-se encontrar solugdes exatas para o Max-
Cut através de combinatoria poliédrica. Essa abordagem obtinha bons resultados para
instancias esparsas, no entanto, para instancias densas com mais de 50 nos, a abordagem
nao se mostrava satisfatoria (Rendl, Rinaldi, e Wiegele, 2007). Goemans e Williamson
(1995), usando relaxacao e formulagao de programacgao semidefinida, aumentaram a es-
peranca de se resolver instancias densas, ao mostrarem um algoritmo aproximativo que

sempre oferece uma solugao de valor pelo menos 0.87856 o 6timo, desde que os pesos das
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arestas sejam nao negativos.

Anos mais tarde, em Rendl, Rinaldi, e Wiegele (2007), os autores apresenta-
ram um meétodo exato, chamado Biq Mac - Binary quadratic and Max cut Solver, para
encontrar solucoes exatas para o problema do Max-Cut. Esse método usa relaxacao de
programacao semidefinida combinada com desigualdades triangulares, que é resolvida pelo
método de feixes. Os autores basearam essa abordagem em Fischer et al. (2006) e uti-
lizaram dualidade lagrangiana para obter limites superiores com esfor¢co computacional
razoavel. Os resultados mostraram que o Biqg Mac dominou quase todos os métodos da
época. Em Rendl, Rinaldi, e Wiegele (2010), os autores deram uma visao global dos mé-
todos mais relevantes entre os anos 2000 e 2010 para resolver o Max-Cut de forma exata,
além de melhorarem o Biq Mac, usando uma configuracao de Branch and Bound que
aplica uma versao dinamica do método de feixes como um procedimento para obter limi-
tes. Dessa forma, conseguiram obter solucoes exatas em tempo razoavel para instancias
de até 100 noés, independente da densidade.

Em um trabalho mais recente, Krislock, Malick, e Rouoin (2014) apresentaram
um algoritmo melhorado para encontrar solucoes exatas para o Max-Cut. O algoritmo
implementa o método branch-(and-cut-)-and bound, usando inequagoes validas e limites
da programacao semidefinida. Os resultados obtidos mostraram que tal algoritmo é mais
rapido e robusto do que o Bigq Mac, além de resolver em torno de 75% dos problemas de

Biq Mac Library (Wiegele, 2007) em menos tempo que o Biq Mac.

3.1 Formulagoes Matematicas

Apresentaremos nesta secao as formulacoes de programacao matematica usuais para o
Max-Cut. Como veremos a seguir, sao modelos de programacao linear ou quadratica, que

podem ser convertidos um no outro.

3.1.1 Formulacdao por restricoes triangulares

Seja G = (V, E') um grafo. Se F' C E é um subconjunto de arestas de F, entao
o vetor 2" € {0,1}#l tal que 2% (e) = 1 se, e somente se, e € F é chamado de vetor de
incidéncia de F' (Ben-Ameur, Mahjoub, e Neto, 2006). Para uma aresta e = {i, 7}, vamos
usar z(e) = z. = z;; = 2;;. Seja P.(G) a envoltéria convexa dos vetores de incidéncia dos

cortes de GG, ou seja:
P,(G) = conv{z" : F & um corte de G}.

P.(G) & chamado de politopo de corte (cut polytope) de G. O problema do corte maximo
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em G é, portanto, equivalente ao problema de programacao linear
max{c’z: z € P.(G)}.

Sejam C' o conjunto de arestas de um ciclo de G, F' C C tal que |F| é impar e
W C V. Seja §(W) um corte de G. Uma vez que (W) contém um nimero par de arestas
de C, se F C §(W), entao 6(W)N(C\F) # 0. Consequentemente, as seguintes restrigoes,
introduzidas em Barahona e Mahjoub (1986), sao validas para o politopo P.(G):

2(F)—2z(C\F) < |F| -1, Vciclo C de G,Y F C C, |F| impar, (23)
0<z(e)<1,Ve€E, (24)

onde, para um conjunto de arestas S e variaveis z correspondentes, z(S) denota o soma-

torio ) .. ¢ ze. As restrigdes (23) sdo chamadas de inequagdes de ciclo (cycle inequalities),

e (24) sao chamadas de inequagoes triviais (¢rivial inequalities) (Bonato et al., 2014).
Quando C' é um triangulo e, portanto, |F| = 3 ou |F| = 1, as desigualdades

de ciclos tornam-se:
Zij + 2k + 2 <2, Vi, 5k} CV

J (25)
zijg = Zik — 2k <0, V{i,j,k} SV

Neste caso, passam a ser chamadas desigualdades triangulares (triangular inequalities)
(Grotschel e Wakabayashi, 1989). Note que cada tripla {i, j, k} define quatro restrigoes
m (25). Observe ainda que essas desigualdades implicam (24). De fato, para e = {3, j},
trivialmente z;; + 2;; + 2 < 2 domina 2z, < 1, enquanto a soma de z;, — z; — z;; < 0 com
2k — 2k — 2y < 2 levaa z, > 0.

O politopo definido pelas inequacoes (23) e (24) é chamado de semimétrico,
enquanto o politopo dado pelas inequagoes triangulares é chamado de métrico (Ben-
Ameur, Mahjoub, e Neto, 2006; Bonato et al., 2014).

Quando o grafo é completo, podemos verificar que as desigualdades triangu-
lares (e a integralidade das varidveis) sdo suficientes para definir uma formulagao para o
Max-Cut. De fato, nesse caso cada trés vértices definem um triangulo e um subconjunto
de arestas ¢ um corte se, e somente se, ele contém 0 ou 2 arestas do triangulo. Esse
¢ exatamente o sentido das desigualdades (25). Dessa forma, fazendo ¢;; = 0 sempre
que {i,j} ¢ E, podemos encontrar o corte maximo de um grafo, resolvendo o seguinte

problema de programacao linear inteira:

n—1 n
(MC,) max Z Z CijZij

i=1 j=i+1
S.a Zij + Zik + Zjk < 2, V{Z,j, k} - ‘/, (26)
2ij — 2k — 2k <0, V{i,7,k} CV,
Zij € {0, 1}



44

Note que, em (26), podemos considerar ¢ < j < k no primeiro grupo de restri¢oes e j < k
no segundo.

Dado um ciclo C', uma corda de C' é uma aresta cujas extremidades estao
em C e sao vértices nao consecutivos ao atravessar C. O Teorema 3.1 a seguir, cuja
demonstra¢ao pode ser encontrada em Barahona e Mahjoub (1986), fornece condigoes
necessarias e suficientes para que as restricoes (24) e (23) definam faceta.

Teorema 3.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. A inequagao (23) define faceta de P.(G) se, e somente se, C ndo possui uma corda.
2. A inequagdo z(e) > 0 (z(e) < 1) define faceta de P.(G) se, e somente se, e nao
pertence a um tridngulo.

Uma vez que as restri¢oes (23) e (24) modelam o problema do corte maximo
via programacao linear inteira e, pelo Teorema 3.1, podem definir facetas, sera util um
algoritmo de separacao em tempo polinomial para essas restrigoes. Esse algoritmo pode
ser encontrando em Barahona e Mahjoub (1986) e Ben-Ameur, Mahjoub, e Neto (2006).

3.1.2 Formulagao bindria {0,1}

Se representarmos a biparticdo (S,S) pelo vetor binario z € {0,1}", com
z;, =1sei€ Sex; =0sei e S, entdo o problema do Max-Cut pode ser formulado

conforme a seguir, como um problema quadratico binario sem restricoes

n—1 n
(MCfosy) max Z Z cij(xi + xj — 22,35)
i=1 j=it1 (27)

s.a xe{0,1}"

A Tabela 2 ilustra a adequagao da fungao objetivo em (27).

Tabela 2: Peso do corte da particdo (S,.5) representado pelo vetor binario z € {0,1}"

Funcao Objetivo
ZT; .I'j CiJ‘(l'i -+ .fll'j — 21)11'])

010 0
011 Cij
1 0 Cij
111 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se considerarmos T = 1 — x, podemos reescrever a func¢ao objetivo de (27) como

n—1 n
(MCoay) max 3 ) ey +Tia)
i=1 j=it1 (28)

z e {0,1}™
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A formulagao (28) serd a base para a aplicagao da t-linearizacdo ao Max-Cut. Ver Segao
3.5.

3.1.3 Formulagao bindria {—1,1}

Uma forma diferente de enxergar e formular o problema do Max-Cut se da

quando passamos a considerar o vetor binario z € {—1,1}", comx; =1sei € Sez; = —1
se i € S. A mudanca de varidveis

x; 2z, — 1 (29)

leva a uma expressao equivalente da fungao objetivo de (27) como mostra a Tabela 3.

Tabela 3: Peso do corte da (S, S) representado pelo vetor binrio » € {—1,1}"

Funcao Objetivo
€T; X Cij <H}TI$J>
-1 -1 0
—1 1 Cij

1 —1 Cij
1 1 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim podemos modelar o problema Max-Cut da seguinte forma:

n—1 n
1—z;x;

i=1 j=i+1
sa xe{-1,1} VieV.

Note que as restrigoes em (30) podem ser substituidas por 2? =1, Vi € V.

3.2 Indexagao nos Vértices

Nesta e na proxima secao, vamos derivar propriedades sobre as solugoes 6ti-
mas do problema do corte méximo, ainda nao estudadas na literatura. Tais propriedades
permitem a fixacao de variaveis e a derivagao de desigualdades validas para o problema.
Nesta segdo, expressamos tais resultados para a formulagdo (28), cujas variaveis sdo in-
dexadas pelos vértices do grafo. Sua adaptagao para a formulacao (30) é direta, usando

a transformacao linear (29) entre as variaveis das duas formulagoes.
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Consideramos a formulagdo para Max-Cut expressa em (28) em termos da variavel x €

{0,1}", onde z; marca a particao que o vértice i pertence. A funcao objetivo é

-1 n
Z Z cij (2T + Tixy).

i=1 j=i+1
Note que
n—1 n n-1 n n—1 n
Z Z cij(:rifj +Til’j) = Z Z Cijl’ifj +Z Z Cijfix]’
i=1 j=it+1 i=1 j=it+1 i=1 j=i+1
n—1 n n—1 n
= DD wEd Y Y il
i=1 j=it1 j=1 i=j+1
= Z Z ¢;;x;T; (usando ¢j; = ¢;5)
i=1 j=1
i
Dados = € {0,1}" e k € {1,2,...,n}, seja zF € {0,1}" tal que
% Zi, 1 7é k?,
Ty = .
1l—a;, 1=k
Defina
Ok = ch]‘ (& Ck(]}) = chjxj'
ik ik
Determinamos a seguir a relacio entre os valores de Q(x) e Q(z%).
Lema 3.1. Para todo = € {0,1}" e todo k € {1,2,...,n}, Q(zF) —
201) (1 — 2z5).
Demonstrag¢ao. Usando (31), temos que
Q(zF) ch]xkl—:c)—xkl—m] +chk [zF(1 — zf)
J#k i#£k
= chj[(l — [L‘k)(l — ZL’j) — ZEk(l - ZEJ)] + Zczk[le'k —

J#k

itk

= chj(l —2z)(1 —z;) + chzixi<_1 + 2xy,)

i#k

itk

- chj(l —2x3)(1 — 2z;).

i#k

—x;(1

(31)

Q) = Z%(l -

— )]

z;(1 — xp)]
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O lema acima leva as seguintes propriedades de uma solucao 6tima.
Corolario 3.1. Seja z* solugao dtima para (28) e k € {1,2,...,n}. Se xf = 1 entao
Cy(z*) < Cy/2. Por outro lado, se Cy(x*) < Cy/2 entdo x} = 1.

Demonstracao. Defina T = (zzc*)’_€ Temos que Q(Z) < Q(z*). Primeiro, considere que

z; = 1. Pelo Lema 3.1, segue que

0> Q@) —Qz*) =) —c(l—21))
i#k
= —chj + Qchjx;
J#k J#k
=—Cy+ QC]C([E*),
mostrando a primeira implicacao. Para mostrar a contrapositiva da segunda, considere

que zj, = 0. Novamente pelo Lema 3.1, temos

J#k

O corolario acima pode ser reescrito alternativamente como:

Corolario 3.2. Seja a* solugdo dtima para (28) e k € {1,2,...,n}. Se z; = 0 entdo
Cr(z*) > Cy/2. Por outro lado, se C(x*) > Ci/2 entdo x; = 0.

Podemos estender as propriedades estabelecidas pelos corolarios 3.1 e 3.2 para
solucoes o6timas de subproblemas de Max-Cut, obtidos com a fixagao de alguns vértices
em S ou S. Para isso, apresentamos o conceito de solugio parcial.

Definigao 3.1. Uma solug¢do parcial para a formulacao (28) é um vetor com entradas
fizadas em 0 ou 1 ou ndo fizadas, ou seja, x; € {0,1} apenas para j € J C {1,...,n}.

Definindo J = {1,...,n}, uma solucdo parcial x pode ser descrita pelos con-
juntos Jo(z) ={j e J:z; =0}, Ji(z) ={jeJ:z; =1} e Jo(z) = J\(Jo(x) U Ji(x)).
Defini¢ao 3.2. Uma solugao completa é uma solugao parcial x onde Jy(x) = ().
Definicao 3.3. Uma solucao descendente de uma solugao parcial x € uma solu¢do parcial
y tal que Jo(y) 2 Jo(x), Ji(y) 2 Ji(z) e Ja(y) # J2(z).

A extensao dos corolarios 3.1 e 3.2 para solucdes parciais é apresentado a
seguir.

Corolario 3.3. Sejam & uma solug¢ao parcial, x* solucao descendente de & de maior valor
ek € Jo(2). Se x; =1 entio 2 Z Ty < Z Crj — Z cgj. Por outro

JE€J2(2) J€Jo(2)UJ2(2)\{k} JEJ1(2)
lado, se 2 Z ckjm; < Z Crj — Z cx; entao xy = 1.
JEJ2(2) JEJo(2)UJ2(2)\{k} JjES1(2)

Corolario 3.4. Sejam & uma solug¢ao parcial, x* solucao descendente de & de maior valor

ek € Jo(z). Sexp =0 entio 2 Z cij; > Z Crj — Z ck;j- Por outro
JE T2 (&) JE€Jo()UJ2(2)\{k} JEJ1(2)



48

lado, se 2 Z cij; > Z Chj — Z cr; entao xj = 0.

JE€J2() J€Jo(2)UJ2(2)\{k} Jje€1(Z)
As demonstracoes dos coroléarios 3.3 e 3.4 serao omitidas, tendo em vista que

seguem a mesma ideia de prova dos corolarios 3.1 e 3.2, bastando observar que (z)* é

descendente de & pois k € Jo(Z).

3.2.2 Fixacao de varidveis

As propriedades estabelecidas na Subsecao 3.2.1 nos permitem estabelecer critérios para
fixacdo de varidveis em um processo de busca de solucao 6tima do Max-Cut.
Teorema 3.2. Seja T uma solugdo parcial e k € J5(Z). Dentre as solugoes descendentes

de z de maior valor, existe uma, x, tal que x, = 1 se

Z (1-— Qij)ckj — Z |ij‘ > 0. (32)

JEJ1(E)UJo(2) jeJ2(2)\{k}

Demonstracao. Tome solucao x descendente de & tal que z, = 0. Note que 2* também 6

descendente de Z, pois k € Jo(&). Pelo Lema 3.1, temos

Q(zF) — Q(z) = Z (1 —2x) (1 — 225) = chj (1—2x;)

J#k Jj#k

= Y -2+ Y ay(l—21y)
J€Jo(2)UJ1(2) j€J2(2)\{k}

= Z (1 — Qij)ckj -+ Z ij -2 Z cijj
J€Jo(2)UJ1(2) J€J2(2)\{k} j€J2(2)\{k}

> Z (1 —22;)ck; + Z Chj — 2 Z max{0, c; }
J€J0(2)UJ1(2) jeJ2(2)\{k} jeJ2(&)\{k}

= ) (=2)ey— > eyl =0
J€Jo(2)UJ1(2) j€J2(2)\{k}

Logo, Q(z%) > Q(x) levando ao resultado desejado. O

A condicao (32) pode ser reescrita comor:

Z Crj + Z C;;j > Z Crj + Z Cz_j‘

jeJo(&) jeJ2(2)\{k} JjeN () j€J2(2)\{k}

O lado esquerdo da expressao acima somado a g ¢;; ¢ um limite inferior para

(i.7)€Jo(2) x J1(Z)
as solucoes descendentes de & onde x;, = 1. Por outro lado, o termo da direita somado a

E c;; € um limite superior para as solugoes descendentes de  onde z;, = 0. Ver

(4.5)€Jo(2)x J1(2)
Figura 8 para uma ilustracao. Dessa forma, a condic¢ao (32) é satisfeita quando esse limite

inferior é maior que ou igual a esse limite superior, levando ao resultado do Teorema 3.2.

Similarmente, podemos definir critérios para fixacao de variaveis em 0, como
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a seguir.

Figura 8: Fixagao xx = 1 em uma solucao descendente de : limite inferior (a) maior que limite
superior (b).

Jo(2) \ {k}

Ja(2) \ {k}

(a) Limite inferior quando zj + 1. (b) Limite superior quando zj <« 0.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 3.3. Seja & uma solugdo parcial e k € Jo(Z). Dentre as solugoes descendentes

de & de maior valor, existe uma, x, tal que xp =0 se

Y. =2iey+ Y eyl <0 (33)

J€J1(2)UJo(2) jeJ2(&)\{k}

Demonstracao. Tome solucao x descendente de 2 tal que x; = 1. Note que 2% também é

descendente de z, pois k € J5(Z). Usando o Lema 3.1, obtemos

Q(F) = Qz) = erg(l = 2mp)(1 = 22;) = Y —cpy(1 — 2a5)

j#k J#k
= Z (—1 + 2i.j>ij —+ Z —ij(l — 2:['])
JE€Jo(£)UJ1(2) jeJa(@)\{k}
= Z (—1 + ij)ckj + Z —Ckj + 2 Z Cj T
FEJo(&)UJ1(£) jela(2)\{k} jeJ2(2)\{k}
> Z (=14 2&;)cx; + Z —Crj + 2 Z min{0, cx;}
JEJo(2) U1 (2) j€J2(2)\{k} J€J2(2)\k
= Z (=14 2&;)cr; — Z kil > 0.
JEJo (&)U (&) Jj€J2(2)\{k}
Concluimos que Q(QZE) > @(x), mostrando o resultado desejado. ]

Os teoremas acima mostram que podemos fixar z; (em 1 ou 0) na busca por
solucoes descendentes de , caso uma das condigoes (32) ou (33) seja satisfeita. Essas

duas condigoes podem ser expressas conjuntamente como

|001(k’i')| > 02(]{:7‘%)7 (34)
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onde

Cor(k,7) = (1—2i)cr; e Colk,d)= > oyl (35)
JeN1(E)UJo(2) jeJa(@)\{k}

Assim, sendo satisfeita a condic¢ao (34), podemos fixar z;, = 1 (se Cp1(k,2) > 0) ouxp, =0
(se Co1(k,z) <0). Ver Figura 9.

Figura 9: Fixacao de variaveis.

) —(JQ&, 2) 6 02()2, #)  Cor (2, ?)

(a) C()l(k,f) > Cg(k,f) >0=ap+ 1

‘001(%:%) —Czék,;@) i @(/2,@)

(b) Cor(k, &) < —Ca(k,#) <0 = a1 < 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2.3 Desigualdades vdlidas

Além de levar a fixacao de variaveis, sob certas condicoes, as propriedades apresentadas
na Subsec¢ao 3.2.1 permitem derivar desigualdades validas para a formulacao (28).
Note que as condicoes estabelecidas nos corolarios 3.1 e 3.2 podem ser tradu-

zidas nas seguintes desigualdades ndo lineares, validas para as solugdes 6timas de (28):

Alternativamente, elas podem ser substituidas pelas desigualdades lineares

Ci(z) + M)y > %(l—xk) Vk e {1,...,n}, (39)

onde M, e M sao valores suficientemente grandes para tornar (38) e (39) redundantes
quando xp = 0 e x, = 1, respectivamente.

Um valor para M} deve satisfazer M} > Z crjxj, para todo x 6timo de (28).
jk
Entao podemos tomar

M} > ZmaX{O,ckj}. (40)
J#k
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Similarmente, M > — Z ck;x; para todo z 6timo, de modo que podemos escolher
J#k
M) > — me{() Crj} (41)

Os valores de M} e MY podem ser reduzidos, a partir dos valores 6timos dos seguintes

problemas:

(P!) max Cy(x)

sa  M}(1—x))>Cilx) — Gu;  Vj#k, (42)
Miz; > ~Cj(z) + G (1 —x;) Vj#k,
re{0,1}", z,=0.
(P?) max —Cj(z)
G Vi#k (43)

sa  MH(1—x;) > Ci(x) -
Mz; > —Cj(x )+%(1—xj) Vi # k,
ze{0,1}", =1

Mais precisamente, se LS} e LS? sdo limites superiores para P} e P?, respectivamente,
podemos fazer M} = min{ M}, LS}} e MY = min{ M}, LSY}. Na verdade, podemos definir
os problemas P} e P iterativamente a medida que melhores valores para M} e M?, i # k,
forem sendo obtidos, de modo a potencialmente gerarem melhores valores para M} e Mp.

Também podemos fortalecer as restrigoes (38) e (39) para obter desigualdades
véalidas apenas para a melhor solucdo descendente de uma solucao parcial Z. E suficiente

reduzir o valor de M} e M. Inicialmente, podemos tomar

M,i > Z Crj + Z max{(), ij}, Vk € Jz(f),

JEJ1(T) jel(@)\{k}
M) > — Z Crj — Z min{0, cx;}, Vk € Jo(T).
jen(T) jed2(z)\{k}

Iterativamente, podemos reduzir o valor de M} e M}, acrescentando as restri¢oes z; =
0Vj € Jo(T) e z; =1 Vj € Ji(T) aos problemas (P}) e (PY).

3.2.4 Cortes logicos

Podemos estender o resultado do Lema 3.1, avaliando a mudanca no valor da funcgao
quando trocamos o valor de nao apenas uma mas de um subconjunto de variaveis.

Sejam z € {0,1}", K C{1,...,n} e K = {1,...,n}\K. Defina Ky(x) = {k €
K : 2, =0}, Ki(z) = {k € K : z;; = 1}. Denote por ¥ € {0,1}" o vetor tal que

. e K
K Z;, ZG_, (44)
]_—ZEZ‘, 1€ K.



Lema 3.2. Para todo x € {0,1}" e todo K C {1,...,n}, &(z) == Q(z¥) — Q(z) =

Z Z cij (1 —2x;)(1 — 2z5).

¢K jeK

Demonstra¢ao. Usando (31), temos que

S) = D> el —a)(L—xy) =zl —zp)]+ D> eyl — xi(1 — ;)]

igK iek €K jgK

j£i
+ ZZCW i i .fz(l —.Z'])} J
¢ K J%K
= ZZCU 1—30] +ZZcmxl 1+2a:] +ZZCU ;)
i¢K jeEK €K j¢K 3¢K JEK B
0
¢K jeEK i¢K jeK
= Z Z i (1 )(1 —2x;)
¢K jeK

]

Dada uma solucao corrente , podemos usar o lema acima para cortar solugoes
com valores menores que ou iguais a Q(Z).
Proposicao 3.1. Sejam & € {0,1}* e K C {1,...,n}. Defina A = [Ko(2) x Ko(2)] U
[K1(2) x K1(2)] e B = [Ko(&) x K1(2)] U [K1(2) x Ko(#)]. Se Y ej— Y ¢; <0,

(i,5)€A (i,J)eB
entdo toda solugio x tal que Q(z) > Q(z) deve satisfazer

oo -z + Y m>L (45)

JEK1(2)UKo () JjEKo(#)UK1(2)

Demonstracao. Suponha que Z Cij — Z ci; < 0. Seja x € {0,1}" que ndo satisfaz
(i,j)eA (ig)eB B
(45). Entdo, x; = 1, para todo j € K;(2)UKy(Z), e z; =0, para todo j € Ko(z)UK;(Z).

Em outros temos,
Ty = ilAZ'j VJ - K,
Xy = 1-— jj VJ € K,

ou seja, r = 2%, Queremos mostrar que Q(x) < Q(z). Pelo Lema 3.2
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QEN) = Q) = Y (1 —2d)(1 - 2i)

(1,))EK XK
:Z Cij + Z Cij T Z —Cij + Z —Cij
(i,j)€Ko(2) x Ko(2) (i.4) €K1 (2)UK1 (%) (1.5)€Ko0(2) x K1(2) (1.5)€K1(2)x Ko (%)
Z Cij — Z ci; <0
(i,j)€A (i.j)eB
Logo Q(x) < Q(&). =

3.3 Indexagao nas Arestas

Nesta se¢ao, adaptamos o conteido da Se¢ao 3.2 para a formulagao (26) do Max-Cut com
variaveis indexadas pelas arestas do grafo.

3.3.1 Condicoes de otimalidade

Consideramos aqui a formulagao (26), definida em termos das variaveis z € {0,1}™, que

marcam se uma aresta pertence (z; = 1) ou ndo (z; = 0) ao corte. Pelas restri¢oes

triangulares
Zij + ziw + 2 <2, (46)
Zij — Zik — Zjk <0, (47)
—2ij +zi — 2 <0, (48)
—2ij — zik + 21 <0, (49)
temos que

1. 2 =0= 2y, = zj, Yk #1,j (por (48) e (49))
2. zij=1= zy+ 2z, =1 Vk #1,j (por (46))

Pelas defini¢bes das variaveis z e z (da formulacgao (27)), temos também a seguinte relagao:
zij:()@:[;i:xj e le:1<:>$175.’ﬁj

Na verdade, se um vetor z € {0,1}™ descreve um corte (S, S), entdo ele corresponde a
dois vetores x € {0,1}" e 2’ € {0,1}" que descrevem esse corte, sendo z; = 1 —x; Vj e
r; =1« j € S. Dizemos que x e 2’ sdo solugdes viaveis para (27) correspondentes a
solugdo z viavel para (26).

Podemos escrever uma versao do Lema 3.1 para a formulagio (26).
Lema 3.3. Sejam z e x solugoes correspondentes e k € {1,...,n}. Entdo, Q(x’})—Q(x) =

Z ij(l — 22’1])

J#k
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Demonstragio. Pelo Lema 3.1, temos Q(zF) — Q(z) = Z crj(1—2x)(1—22;). Note que
7k

(1 — Ql’k)(l — 21']) = (1 — 2371@ — 21']‘ + 4xkx])

B 1, sex, =z
-1, sexy #
= (1 - 22’@)

Portanto, em termos da variavel z, temos que Q(z%) — Q(z) = Z crj (1 — 22;5). O
J#k

Corolario 3.5. Seja z* solugio dtima para (26) e ke € {1,...,n}, k #e. Se z,, =0

entdao 2 Z CrjZp; = 2 Z ChjZe; = chj. Por outro lado, se 2 Z CrjZe; > chj

ke j#k,e J#k J#k.e J#k
entao zj, = 0.

Demonstracdo. Sejam z* uma solugao correspondente a z* e 7 = (z*)F. Entdo Q(7) <
Q(z*). Logo, pelo Lema 3.3

0>Q) —Q(z") = Z k(1 —2255) = Z Crj — 2 Z ChjZhj — 2Ckehe- (50)
ik 7k i#ke

Suponha que zj, = 0. Entao zj; = 27, Vj # k, e e, assim, por (50), a primeira implicagao

segue. Suponha agora que zj, = 1, o que implica z}; = 1 — 2};,Vj # k, e. Por (50), temos

0>Q([) —Q(z") = chj -2 Z ChjZhj — 2Cke

J#k J#k.e
= chj -2 Z Ckj + 2 Z ijZ:j — 2Cke
J#k J#ke J#ke
J#k J#ke
Assim obtemos a segunda implicacao. O]

Corolario 3.6. Seja z* solugio dtima para (26) e ke € {1,...,n}, k #e. Se z;, =1

entao E Crj > 2 E crjzs;- Por outro lado, se E Crj > 2 E Crjzs; entdo zj, = 1.
iFk o JFke ] J#k Jj#k.e ~ )
Similarmente aos corolarios 3.3 e 3.4, podemos obter versoes dos corolérios 3.5

e 3.6 referentes a solugoes parciais de (26), definidas de forma andloga.

3.3.2 Desigualdades vdlidas

Os corolarios 3.5 e 3.6 fornecem as seguintes restricoes validas para solugoes 6timas de
(26), para todos k,e com k # e:

Cke(Z) + M,Sezke Z %(1 — Zk:e), (51)
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Ce
Cor(2) + M) 2ke > 7(1 — Zke), (52)
1 Ck
Che(2) + Mio(1 = 2ke) < =~ Zhe, (53)
1 Ce
Ce’f(z) + Mek(l - Zke) § 727667 (54)
onde Cj = ch], Che(z Z CrjZej, Cer(z) = Z Cejar € My, MY, ML, M} sio
J#k J#k.e j#k.e

valores grandes o suficientes para tornar as restricoes redundantes nos casos adequados.
Os valores de M° e M' podem ser reduzidos, considerando os seguintes pro-

blemas, para todos k,e com k # e:

(Plge) max Cke( )
)+

s.a  Cy(z Z%J = (1 ziy) V(i 7) # (k,e), (55)
Cij(z) + Mj(1 — Zu) < Sz V(6,5) # (ke),
zi; € {0,1},  zpe =1, V(i,j) # (k,e).
(PL) max Cj.(2)
sa  Cy(z)+ Miojzzj > %(1 —zi;) V(i,7) # (k,e), (56)
Cii(2) + M}](l 2i5) < %zm V(i,7) # (k,e),
zi; €{0,1}, 2k =0 V(i,j) # (k,e)

Se LS}, e LS}, sdo limites superiores para P_, e P, respectivamente, podemos fazer
MY, = min{LS},, M2} e M}, = min{LS},, M}.}. Na verdade, podemos definir os proble-
mas Py, e P/, iterativamente, & medida que melhores valores para M, e M}, (i,7) # (k,e),

forem sendo obtidos, de modo a fornecerem melhores valores para MY, e M, .

3.4 Aplicacao das Linearizacgoes Classica e de Glover

Vamos aplicar as linearizagoes Cléssica e Glover a formulacao (28). Relembre que a fungao
n—1 n

objetivo de (28) é E E ¢;j(;T; + T;x;). Por conveniéncia, vamos reescrevé-la como:
i=1 j=i+1

n—1 n n—1 n

n—1 n n—1 n
cij (mﬁj + fil‘j) = E —QCijZL'il'j + E E CijZEi + E E Cjixz‘
i=1 j=i+1 i=1 j—' +1 i=1 j=i+1 j=11i=j4+1

261']'1’1'1’]' + Z Z CijT; (usando Cii = O) (57)

=1 j=i+1 =1 j=1

Aplicando as linearizacoes vistas nas subsecoes 2.1 e 2.2, obtemos os seguintes
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modelos para o Max-Cut:

n—1 n n n
(MC)[C max Z Z —QCijyij+ZZcijxi

i=1 j=i+1 i=1 j=1
s.aa yi;—x; <0 V1<i<jy<n,
Yij —x; <0 V1<i<j<n, (58)

—yij—f—SUi—l-SCjSl v1§z'<j§n,
yije{[),l} V1§z<]§n,
z e {0,1}™

n—1 n n
(MC),, max Z u; + Z Z Cij T
i=1

i=1 j=1

s.a  u; + Z2ci_ja:i§0 1<i<n—1,

=it (59)
u; + Z 2¢;x; < Z 20;;(1—@) 1<i<n-—1,

j=it1 j=it1
xz e {0,1}"

As relaxacoes lineares dessas formulacoes fornecem limites superiores para o

Max-Cut. Mostramos a seguir que esses limites sao iguais ao limite trivial, dado pela
soma, dos custos positivos. 1

n— n
Teorema 3.4. Os valores dtimos das relazagoes de (58) e (59) sao Z Z i

i=1 j=i+1
Demonstragao. Sejam V. e V), os valores 6timos das relaxacoes lineares de (58) e (59),
respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos que Vj, > V.. Agora observe que (z*,y*) tal

que 7 = 0.5, yi; = 0 (se ¢;; > 0) e y;; = 0.5 (se c;; < 0), para todod,j € {1,...,n}, j > i,

n—1 n
¢ solugao viavel para (58). Note ainda que 2¢;;y;; = c;;. Entao, Vi > Z Z —2¢i5y5; +

i=1 j=it+1
n n n—1 n n n n—1 n
. - Z Z _ 2: 2 : +
E E CijT; = E E _Cij + Cij = Cij‘
i=1 j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
Para limitar superiormente Vj,, vamos considerar o dual da relaxacao linear

de (59). Definindo uma variavel dual associada a cada restri¢io da relaxagao, inclusive a

x; < 1, para todo 7 € {1,...,n}, obtemos o seguinte problema dual:
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n—1 n n
(DMC);;, max Z (Z 205) o; + Vi
i=1

i=1 \j=i+1

sa o+ pi=1 Vie{l,...,n—1},

n n i1 n

Z 2¢;;04 + Z 202951-+220ji5j+7i > Zcij

j=it1 =it j=1 =1
Vie{l,...,n—1},

a, ;>0 Vie{l,...,n—1},

v >0 Vie{l,...,n}.

Temos que (o, 5*,7*) tal que of = 5 = 0.5 e 7 = 0 & vidvel para (DMC),,.

n—1 n n n—1 n
Pelo teorema de dualidade fraca, V;, < Z ( Z 20;;) a; + Z%" = Z Z c O

i=1 \j=i+1 i=1 i=1 j=i+1

3.5 Aplicacao da t—Linearizacao ao Max-Cut

Nesta se¢do, vamos aplicar a t-lineariza¢do a formula¢ao (28) do Max-Cut.
Por (57), a funcao objetivo de (28) é

n—1 n n—1 n n n
E E Cij (l’ZEJ + Elflfj) = E E —QCij.I'ifL'j + E E CijfEi.
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 i=1 j=1

A expressao a direita tem a mesma forma de (13). Entdo, aplicando o desenvolvimento

da Subsecao 2.3.2, transferimos o termo quadratico da fungao objetivo para a restricao,
usando uma variavel ¢, como segue:

max ¢+ Zn:i:cwxl

i=1 j=1
n i—1 n i—1
.y Y(r 7. & 7.
t < g E —2c;Tim5 + g E i (2T + Tixy),
i=1 j=1 i=1 j=1

Note que (—d)* = —d~ e (—d)~ = —d*, para todo d € R.

Em seguida, substituimos essa restricao quadratica por um conjunto de res-

tricoes lineares, dado pelo Teorema 2.5, obtendo assim a seguinte linearizacao para o
Max-Cut:
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(MC): max t+iic;jxi

i=1 j=1
PINES 5 YEICREE NS o DRI IR
W(j)<€1N1 W(]J)<€1N0
ZZ_QC; QLURY +ZZ_QC;UW>%U>VW € Sp¥(No, N1) € N,
! 77(;)<€ZN1 ! w(gj')<ELN0

(2,t) EB" xR, Tyj=1-2; Vj=1,---,n
(60)
Mostramos que o valor da relaxacao linear da formulacao t-linearizada de Max-

Cut coincide com aquele da relaxacao classica.

n—1 n
Teorema 3.5. O valor 6timo da relazacdo linear de (60) € igual a Z Z c;;
i=1 j=i+1

Demonstragao. Seja x € R™ tal que z; = 0.5, para todo i € {1,...,n}. Pelo Teorema 2.6,

podemos deduzir que (z,t) é viavel para a relaxacao de (60), onde t é o valor 6timo do
problema de separagao (15), ou seja, t = ZZC; + ZZ —cj;- Logo, o valor da

i j<i i j<i
relaxacao linear é pelo menos o valor dessa solucao, que ¢ dado por

n n n -1 n—1 n
-9 _ - _ +
EDICTEEIED I ILED DD DL
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=i+1
Adicionalmente, esse é o valor da relaxacdo da linearizacao classica, conforme o Teo-

rema 3.4. Logo, o resultado segue pelo Teorema 2.7. [

3.6 Aplicagao da Suavizagao Hiperboélica ao Max-Cut

Nessa secao, iremos aplicar o desenvolvimento da suavizacao hiperbolica ao
problema do corte maximo. Usaremos a formulagio (27), definida a partir das variaveis

xr € B", junto com as desigualdades triangulares da formulacao (26), ou seja,

Zig+ oz +an <2, Vi, 5k} CV, i<j <k,
zij— 2 — 2 <0, V{i,i,k}CV, i<j<k,
—zij+ 2z — 2k <0, V{4, k} CV, i<j<Kk,
—zij — zip + 2 <0, V{i,j,k} CV, i<j<k.

Lembre que z; é a variavel que indica se a aresta formada pelos vértices {7, j} pertence
ao corte do grafo. Ja na formulagao (27), a variavel z; € {0,1} nos diz a qual particdo

pertence o vértice ¢, de modo que a expressao (x;+x; —2x;z;) fornece valor correspondente
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a z;;. Mais ainda, como z; = z? Vi, temos que
2 _
T + x; — 22,1, = 2?2 2xzxj+x = (z; —xj)° = |x; — ;]

A Tabela 4 mostra as equivaléncias entre z;;, x; + x; — 2z,x; e |x; — x4l

Tabela 4: Equivaléncia entre z; + z; — 2z,25, |z; — ;| € 2ij

Vértices Relacao de Equivaléncia Descricao
Ty Xy x; + Xy — 2Ii$j |£L’z - Ij| Zij aresta {Z,j}
0 0 0 0 0 ¢ corte

0 1 1 1 1 € corte

1 0 1 1 1 € corte

1 1 0 0 0 ¢ corte

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe entdo que o seguinte modelo é uma relaxacdo para (27):

(|IMC|) min Z Z cijlei — x;

=1 j=i+1
i+ x;+ap) — 2(zix; v+ rjeg) —2<0, i<j<k,

s.a  2(

2(—x — xixy + wixy + xjxy) <0, V{i,5,k} CV, i<j<k, (61)
(—
(

[N}

T, — xjrp + vy + xizy) <0, V{i,5,k} CV, i<j<k,
2 xj—miack—i-xixj—i—xjxk) <0, V{Z,j, /{Z} - ‘/, 1< < /{Z,

Aplicando a (61) a suavizagao hiperbolica, obtemos a seguinte formulagao irrestrita, cha-
mada de (MCY):

n—1 n n—2 3
min —Z Zcije(xi—wj,’y)%—z o\, T, fijk($))+zz¢(/\>7_a gff]k +ZZ¢ (A, 7, hl(x

i=1j=i+1 i<j<k i<j<ki=1 i=11=0
(62)

onde

fijk = Q(Ii + X + l’k) — Z(Iil’j + T; T + l’jl’k) — 2,

Gijle = —2x, — Ql’ixj + 2xmp + 2xj'rk7
gf’jk = —2x; — 2x,x + 22,75 + 2278,
h? = —Zy,
hzl =1 Zi,
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A solucao do problema (62) retorna um ponto x € [0, 1]*. Esse ponto pode ser
convertido numa solucao para o Max-Cut de diferentes formas, sendo a mais simples via
arredondamento. O Algoritmo 1 esbog¢a uma possibilidade de uso do problema suavizado

para gerar uma solugao viavel do Max-Cut.

Algoritmo 1: Heuristica Baseada na Suavizacao Hiperbolica

Escolha nStart ; /* Naimero de reinicializagles */
fBestInt < —oc;
para k=1,...,nStart faga
se k =1 entao
x < ponto aleatorio;
rBest < x;
senao
‘ x < Perturbacao de zBest;
fim
Escolha maxIt ; /* max.nuimero iteragBes do BFGS */
Escolha v, 7 e A ; /* Valores iniciais dos pardmetros */
Escolha 7, rr e 7y ; /* fatores de atualizagdo dos pardmetros */
nlt < 0;
repita
nlt < nlt+1;
z < BFGS(z) ; /* BFGS Quasi Newton a partir de z */
fSuave + ValorFuncaoObjetivoSuave(z) ; /* Valor minimizag&o */
zInt < Converte0l(z) ; /* Converte solugio fracionaria em
inteira */
fInt < ValordoCorte(zInt) ;  /* Calcula valor do corte definido
por xInt */
se fInt > fBestInt entao
fBestInt < fInt;
xBestint < xiInt,;
rBest < x;
fim
Y= Y Ty T A= TT7, A= oA,
até nlt > maxlt ou |fInt + fSuave|/|fInt| < 0.001;
fim
return xBestInt;

3.7 Heuristicas para o Max-Cut
3.7.1 Breve revisao bibliogrdifica
Devido & complexidade de resolver exatamente problemas dificeis, como é

o caso do Max-Cut, varios pesquisadores tém investido em técnicas hibridas que usam

heuristicas para obter bons limites superiores e inferiores em tempo razoavel.
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O trabalho de Goemans e Williamson (1995) garante solu¢do com uma boa
qualidade de aproximacao da solucao 6tima para instancias do problema do Max-cut onde
os pesos das arestas sao nao negativos. No entanto, o custo computacional associado a
essa boa aproximagao ¢ elevado para problemas de grande escala, devido a necessidade
de resolver relaxacao da programacao semidefinida. Diante desse fato, surge a seguinte
pergunta: Pode a abordagem inspirada por Goemans e Williamson (1995), que se fun-
damenta na resolucao da relaxagao PDS, chegar a ser competitiva para problemas de
grande escala? O método CirCut, desenvolvido por Burer, Monteiro, e Zhang (2002), é
uma modificacao daquele apresentado no trabalho de Goemans e Williamson. Nessa nova
heuristica, eles relaxam o vetor binario em um vetor de angulos e trabalham com uma
representacao angular do corte. O trabalho foi comparado com outros dois métodos que
usam o algoritmo de Goemans e Williamson. Os resultados indicam que CirCut retorna
solucoes aproximadas com boa qualidade e em pouca quantidade de tempo, sendo assim
indicado para resolver situagoes onde o problema ¢ muito grande e ha pouca disponibili-
dade de tempo.

Em Festa et al. (2002), os autores desenvolveram seis heuristicas para o Max-
Cut, sendo as duas primeiras GRASP e Variable Neighborhood Search (VNS), enquanto
as quatro tltimas sao formas hibridas das duas primeiras juntamente com Path-Relinking
(PR): GRASP-PR, GRASP-VNS, VNS-PR e GRASP-VNS-PR. Os autores usam um
conjunto de testes (24 instancias) criados por Helmberg e Rendl (2000), que usaram um
gerador de grafos escrito por Rinaldi (1998). A ideia inicial era comparar as heuristicas
com o trabalho de Goemans e Williamson, mas Burer et al (2001) mostraram que CirCut
produz melhores solucdes aproximadas na pratica do que Goemans e Williamson. Os
resultados mostraram que, na comparacao entre CirCut e VNS-PR, CirCut encontrou
melhores solugoes em 13 das 24 instancias, 4 das 24 foram empates e VNS-PR ganhou em
7. Para todos os casos CirCut encontrou a solu¢cao em menor tempo.

No trabalho de Alperin e Nowak (2005), os autores propéem uma heuristica
que chamaram Lagrangian Smoothing Truncated Projected Gradient (LS-TPG), que tam-
bém é chamado de deformacao, ou suavizacao heuristica. A heuristica é baseada em um
problema de otimizacao paramétrica, definido como uma combinagao convexa entre a re-
laxacao lagrangiana e o problema original. A partir da relaxagao lagrangiana, o método
pathfollowing é aplicado para obter boas solugoes, enquanto gradualmente o problema
relaxado é transformado no problema original, formulado com uma funcao de penalidade
exata. A heurfstica LS-TPG foi comparada com o trabalho de Goemans e Williamson,
GRASP-VNS e CirCut. Os resultados obtidos mostram que LS-TPG nao é tao bom
quanto CirCut, mas possui desempenho semelhante ao GRASP-VNS. Os autores afir-
mam que é a primeira vez que uma heuristica lagrangiana é combinada com técnicas de
suavizacao.

No trabalho de Xia e Xu (2010), os autores propoem uma heuristica mais efi-
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ciente denominado de Lagrangian Smoothing - Truncated Frank-Wolfe (LS-TFW). Essa
heuristica ¢ uma versao melhorada da LS-TPG, onde os subproblemas continuos resul-
tantes das func¢oes suavizadas sao resolvidos pelo algoritmo de Frank-Wolfe truncado. A
heuristica LS-TFW foi comparada com a heuristica LS-TPG e com o trabalho CirCut de
Burer et al(2001), usando um conjunto de teste criado por Rudy (gerador de instancias
desenvolvido por Giovanni Rinaldi). Os resultados mostraram que o LS-TFW obteve
melhores solucoes em menos tempo que o LS-TPG. Com relacao ao trabalho de Burer
et al(2001), o LS-TFW obteve solu¢bes em menos tempo, mas apenas 30% delas eram
melhores.

Em Marti, Duarte, e Laguna (2009), os autores propdem um método heuristico
baseado na metodologia scatter-search (SS) para encontrar solu¢oes aproximadas para o
problema do Max-Cut. O procedimento incorpora algumas caracteristicas inovadoras, no
ambito da scatter-search: (1) asolugao do problema da diversidade méxima para aumentar
a diversidade no conjunto de referéncia, (2) um ajuste dinamico de um parametro-chave
dentro da pesquisa, e (3) a selecao adaptativa de um método de combinagdo. Os autores
montaram 3 conjuntos de testes e comparam a eficiéncia do método com a eficiéncia de
alguns métodos da literatura, CirCut e VNS-PR. Em alguns casos, SS mostrou-se mais
eficiente do que CirCut e, comparado a VNS-PR, mostrou-se ainda melhor.

Embora populares, os métodos desenvolvidos em Burer, Monteiro, e Zhang
(2002) e Marti, Duarte, e Laguna (2009) foram superados pelos métodos descritos em
Benlic e Hao (2013), Shylo, Shylo, e Roschyn (2012) e Wang et al. (2012), que, por sua
vez, foram superados por Wu, Wang, e Lii (2015). Como base nos resultados obtidos pelos
trabalhos pesquisados, fizemos uma andlise levando em consideragdo o tempo gasto por
cada método heuristico para obter o valor aproximado do corte méximo para determinado
problema.

Feita essa andlise, concluimos que os melhores métodos sao em geral bem
complexos e de dificil implementacao. A partir dessa observacao e considerando que
desejamos uma heurfistica para incorporar em um método exato, decidimos por desenvolver

heuristicas simples, além daquela baseada na suavizacao hiperbolica.

3.7.2 Heuristica gulosa com busca local

A primeira heuristica que propomos depende apenas da anéalise dos custos das arestas.
Ela é composta por duas fases: a primeira fase é um algoritmo guloso, e a segunda aplica
um algoritmo de busca local. O pseudocodigo de cada fase pode ser visto nos algoritmos
2 e 3, respectivamente.

Na primeira fase, um corte (9, S) é construido iterativamente. Os conjuntos
S e S comecam cada um com uma das extremidades da aresta de maior custo. Dado o
par (S,S) corrente, a contribuicdo de um vértice v € V\(SUS) é max{z Coas chb}.

aes besS
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A cada iteragao, escolhe-se o vértice v que mais contribui para aumentar o peso do corte,

colocando-o em S, se E Coa = g Cuh, OU em S, caso contrario.

a€eS beS
A segunda fase é composta de trés partes. Na primeira parte, para cada par

(i,7) € Sx.S, compara-se o valor do corte (S,.S) com o valor do corte (S\{i}U{j}, S\{j}U
{i}) e atualiza-se (S, S), caso o segundo tenha maior valor. Na segunda parte, para cada
i € S, compara-se o valor do corte (S, S) com o valor do corte (S\{i}, SU{i}) e atualiza-se
(S,9), caso o segundo tenha maior valor. Por fim, na terceira parte, para cada i € S,
compara-se o valor do corte (S,S) com o valor do corte (S U {i}, S\{i}) e atualiza-se
(S,S), caso o segundo tenha maior valor. Essas trocas sio avaliadas, até que nio se

consiga mais obter uma melhor parti¢do (S, .S).

Algoritmo 2: Heuristica Gulosa
Entrada: Grafo completo G = (V, E), funcao de pesos ¢: E — R
Saida: (S, S5)
inicio
cirje =max{cy 1 i,j € {1,...,n}}, S+ {i*}, S {j*} e V' < V\{4,i};
enquanto V' # () faga
Par < —00;
para cada v € V' faga
Pa — chm Pb — chb;
acS beS
se max{P,, B} > P, entao
se P, > P, entao
‘ Umaz < U, parte < 1, P < P,
senao
‘ Umaz < U, parte < 0, P < BPy;
fim
fim
fim
se parte = 1 entao
| S SU{vmas};
senao
| S SU {Vma}i
fim
V' V'\{Umaz };

fim

Busca Local(S, S);
fim

return (S, 5);
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Algoritmo 3: Busca Local

Entrada: (S,95)

Saida: (S, S)

inicio

repita

repita

melhorValor < 0;

para cada i€ S e j€ S faga

A= S\{iyu{s}, B S\{jrud{ils

se valor_ corte(A, B) > wvalor_ corte(S, S) entao
S+ S\{i}Uj, S« S\{j} U {i};
melhor Particao < 1, melhorValor < 1;

fim

fim

até melhorValor = 0;

repita

melhorValor < 0;

para cada i € S faca

A+ S\{i}, B+ Su{i};

se valor _corte(A, B) > wvalor_corte(S,S) entdo
S <« S\{i}, S+ SuU{i};
melhor Particao < 1, melhorValor < 1;

fim

fim

até melhorValor = 0;

repita

melhorValor < 0;

para cada i € S faca

A+ SuU{i}, B+ S\{i};

se valor_corte(A, B) > valor_corte(S, S) entao
S+ Su{i}, S+ S\{i};
melhor Particao < 1, melhorValor < 1;

fim

fim

até melhorValor = 0;

até melhorParticao = 0;

fim

return (9, 5);
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3.7.3 Heuristica baseada em condig¢oes de otimalidade

A segunda heuristica, também gulosa, é fundamentada nas propriedades estabelecidas na
Subsecao 3.2.2. Particularmente, consideramos a condi¢ao (34), que determina a fixagao
de variaveis.

Dada uma solugdo parcial T e k € Jo(2), seja
A(kvj:> = C2<k7'®) - ’001(]{:7‘%”7

onde

Cok,)= > eyl e Colkd)= > (1—2&)c,

jEJ2(2) JE€Jo(2)UJ1 (2)
conforme definidos em (35).
Se A(k,z) < 0, podemos fixar a variavel x;. Como determinam os teoremas
3.2 e 3.3, podemos fazer x; = 1 (se Coi1(k,2) > 0) ou zp = 0 (se Cpy(k,z) < 0). Ver
Figura 9. Caso exista algum £ tal que A(k,z) > 0, podemos determinar a variavel -

mais propensa a ter seu valor fixado, conforme esse mesmo raciocinio. Ela é tal que
k* € argmin{A(k,z) : k € Jo(z), A(k,z) > 0}
Dessa forma, escolhemos fazer zj =1 (se Cop1(k*, ) > 0) e x5 = 0 (se Co1(k*,2) < 0), ver
Figura 10.
Figura 10: Decisao heuristica. Casos em que A(k*, %) > 0, ou seja, |Co1(k*, &) < Ca(k*, 2).
Ak, 2)

| — |

—Cy(k*, &) 0 Cou(k*,&)  Co(h*, )

(a) Cor(k*, &) >0, A(k*,&) > 0: faz 2} < 1

\ A(k*’i> | | |
—Co(k*,7)  Cou(k*,z) 0 Cy(k*, 7)

(b) Cor(k*,2) <0, A(k*, &) > 0: faz 2} < 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como na primeita heuristica, construimos o corte iterativamente, usando as
variaveis x;, i € {1,...,n}, para identificar o conjunto S = {i : x; =1} e S = {i : ; = 0}.
Ao longo do processo, vamos construindo uma sequéncia de solugoes parciais, até obter
uma solucao completa, usando a fixacao de variaveis dadas pelas regras descritas acima.
Um pseudocddigo dessa heuristica pode ser visto no Algoritmo 4. Como solugao parcial

inicial tomamos z;% = 1 e z;% = 0, onde ¢;+;» = max{c¢;; : 4,5 € {1,...,n}}.
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Algoritmo 4: Heuristica baseada em otimalidade
Entrada: Solucao parcial z, funcao de custos ¢ : F — R;
Saida: Solucao viavel x;
Jon={j:x; € {0,1}};
Jo ={1,...,n}\Jo;
Ca(k) = X jen lewsl, Cor(k) <= 3 e s, (1 — 25)cry, VE € Ja;
enquanto J, # () faga
Amin < oo;
para cada k € J; faca
Ak < Cy(k) — |Cor (k);
se Ak <0 entao
se Cp1(k) > Cy(k) entao xj < 1 sendo z;, < 0;
Jo +— Jo \ {k’},
Co(0) < Co(l) — |exe], Cor(£) <= Cor(£) + (1 — 2ax)cge, YV € Jo;
senao
se Amin < Ak entao
Amin < Ak;
k* « k;
fim
fim
fim
se Amin < co entao
se Cp1(k*) > 0 entao zp- < 1 senao - < 0;
Jy — Jo \ {k*};
CQ(E) — CQ(g) — ‘Ck*g
fim
fim
return z;

, 001(6) < 001<€) + (1 — ka*)ck*g, Ve e Jo

3.8 Experimentos Computacionais e Comentéarios

Apresentamos nesta secao trés experimentos computacionais. No experi-
mento 1, vamos observar a qualidade do limite superior obtido pela t-linearizacao, quando
comparado com as linearizacoes classica e de Glover. Pelos teoremas 3.4 e 3.5, sabemos
que os trés limites sao iguais para o problema Max-Cut. Nossa intencao é averiguar o
tamanho do modelo linear (nimero de restrigoes) e o esforco computacional demandado
em cada caso, lembrando que a t-linearizacao requer um processo de separacao de restri-
¢oes. Ja no experimento 2, vamos observar a qualidade dos limites inferiores obtidos por
trés variagoes da heuristica derivada com a suavizagao hiperbdlica (Algoritmo 1) e pelas
heuristicas propostas (algorimos 2 e 4). E por fim, no experimento 3 estamos interessa-
dos em testar a forca das desigualdades validas apresentadas na Segao 3.2. Utilizamos
a formulagao (60) como base para os experimentos com a t-linearizagao, apenas com as

variaveis x, sem as variaveis complementares 7.
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A méaquina utilizada para executar os experimentos computacionais possui a se-
guinte configuracao: Processador Intel® Core™ i5—4570 com 3.20 GHz, 16 GB RAM. As
instancias utilizadas nos 2 primeiros experimentos, descritas a seguir, foram geradas por
rudy (Rinaldi, 1998) e estao disponiveis em http://bigmac.uni-klu.ac.at/bigmaclib.html
e http://www.optsicom.es/maxcut. As insténcias do conjunto 3 foram geradas por nos.
Conjunto 1 : 130 Instancias, sendo 10 instancias para cada combinacao de n (n® de

vértices) e d (densidade de arestas com pesos nao nulos)
e g05 n.i: Grafos comn € {60,80, 100} vértices e probabilidade 0.5 de existéncia
de cada aresta (ndo ponderada), totalizando 30 instancias.
e pmls n.i e pmld n.i: Grafos completos com n € {80,100} vértices, pesos
das arestas escolhidos uniformemente entre {—1,0,1}, e d = 10% ou d = 99%
respectivamente, totalizando 40 instancias.
e wd_n.i: Grafos completos com n = 100 vértices, pesos (inteiros) das arestas
escolhidos em [—10,10] e d € {0.1,0.5,0.9}, totalizando 30 instancias.
e pwd_n.i: Grafos completos com n = 100 vértices, pesos (inteiros) das arestas
escolhidos em [0, 10] e d € {0.1,0.5,0.9}, totalizando 30 instancias.
Em cada grupo, ¢ identifica uma instancia em particular.
Conjunto 2 : 54 instancias que consistem em grafos planares, toroidais, com pesos nas
arestas em {—1,0,1} e n € {800, 1000, 2000, 3000}.
Conjunto 3 : 60 instancias, sendo 5 instancias para cada combinacao de n € {30, 50, 70, 100}
e d e {0.1,0.25,0.5}, com arestas ponderadas no intervalo [—100, 100].

3.8.1 Comparacao entre os limites superiores

A qualidade do limite superior dado pela {—linearizacao é comparada a qualidade do
limite superior dado pelas linearizacoes Classica e Glover. As trés formulagoes foram
implementadas usando o software comercial IBM/ILOG CPLEX 12.7 em conjunto com
Ambiente de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated Development Environment)
Code::Blocks utilizando a linguagem C++ e sistema operacional Ubuntu 16.04 LTS. Para
essa comparacao usamos as 130 instancias do conjunto 1.

A Tabela 5 mostra, para cada subgrupo de instancias do conjunto 1, as médias
do desvio percentual (gap), do tempo (CPU), da quantidade de restri¢coes (Ry) para as
formulagoes classica e Glover, e do nimero de restri¢oes geradas (IV,,) pela ¢t-linearizacao.

O gap foi calculado de acordo com a seguinte férmula

LS—-VO

1
70 x 100,

gap =
onde LS é o limite superior fornecido pela linearizacio e VO ¢ o valor da solucio 6tima. E
importante notar que o procedimento de linearizacao classica gera 3 restricoes para cada

par {i,j} € E,i # j, no entanto podemos descartar as restri¢des do tipo y;; > z; +x; — 1
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quando os pesos das arestas sao nao negativos. Cada linha da Tabela 5, a partir da

terceira, apresenta a média (gap, CPU, Ry e N,,) das 10 instancias daquele subgrupo.

Tabela 5: CPU, gap, R e N,, obtidos pela ¢-linearizacao, linearizagao classica e
linearizacao Glover

Linearizacao Classica Linearizacao Glover t-Linearizacao
gap CPU Ry gap CPU Ry gap CPU N,
g05 60  67.79 0.005 3540 67.79  0.004 118 67.79 0.032 61
g05 80 71.64 0.012 6320 71.64 0.010 158 71.64 0.091 81
g05 100 74.65 0.021 9900 74.65 0.016 198 74.65 0.219 101
pmls 80 12246 0.012 9480 122.46  0.006 158 122.46 0.068 81.2
pmls 100 128.67 0.019 14850 128.67 0.010 198 128.67 0.164 101
pmld 80 566.63 0.011 9480 566.63 0.010 158 566.63  0.080 81
pmld 100 597.82 0.023 14850 597.82 0.019 198 597.82 0.183 101.1
w01 100 102.61 0.020 14850 102.61 0.013 198 102.61 0.149 101
w05 100 319.47 0.023 14850 319.47 0.017 198 319.47 0.175 101
w09 100 488.62 0.021 14850 488.62 0.022 198 488.62 0.180 101
pwOl 100 36.70 0.018 9900 36.70  0.012 198 36.70 0.159 101.7
pw05 100 69.54 0.017 9900 69.54 0.016 198 69.54 0.214 101
pw09 100 82.10 0.021 9900 82.10 0.018 198 82.10 0.227 101
Meédia 209.90 0.017 10974.61 209.90 0.013 182.61 209.90 0.149 93.38

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados obtidos reafirmam que os gaps obtidos pela t-linearizacao, line-
arizacao classica e linearizacao Glover sao iguais, como ja estabelecia os teoremas 3.4 e
3.5. Com relagao ao tempo, a linearizacao Glover e classica demandaram tempo seme-
lhante na obtencao dos limites, enquanto que a ¢-linearizagao fez uso de um pouco mais.
Com relacao a quantidade de restri¢oes utilizadas, podemos ver que, apesar da igualdade
na obtencao dos limites, a t—linearizacao utilizou um nimero de restri¢coes muito menor,
comparada ao numero total de parti¢oes e permutagoes possiveis (2" -n!), assim como das

O(n?) restrigoes utilizadas pela linearizacao classica e O(n) da linearizagao Glover.

3.8.2 Comparacao entre os limites inferiores

A qualidade dos limites inferiores dados pelas heuristicas gulosas das subsecoes 3.7.2 e
3.7.3 é comparada com aquela dada por trés versoes da suavizacao hiperbolica aplicada
ao Max-Cut. A primeira versao utiliza a formulagdo (62), descrita na Secao 3.6, e sera
denominada aqui de SH + A. O resultado dessa versao é, portanto, a aplicacao da
Heuristica 1 com o arrendamento da solugao fracionéria obtida por (62). A segunda versao
é uma variacao da primeira, denominada SH, onde para este caso nao consideramos as
restri¢oes triangulares em (62). A terceira versao, denominada aqui SH + A+ BL, é uma,
juncao de SH + A com o procedimento de busca local descrito no algoritmo 3.

As versoes foram implementadas usando o software Microsoft Visual Studio
em conjunto com Tntel® Visual Fortran Composer XE 2017 Update 1 e sistema opera-
cional Windows 7. O codigo da versao SH foi gentilmente disponibilizado pelo Professor

Adilson Xavier. A formulacao suavizada utiliza um dos métodos iterativos Quasi-Newton,
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denominado BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). Para mais detalhes sobre o fun-
cionamento do BFGS, ver Dai (2013). Os parametros usados nas trés versdes foram
v=0.99, 7 =0.09 e A = 40 x max{|c;;|, V(4,j) € E}, nStart = 25, mazit =6,y =1e

ry =1, =1.5.

Tabela 6: LB e CPU obtidos pelas heuristicas gulosas, SH, SH + A e SH + A+ BL

Inst % H Gulosa + BL H Otimalidade SH SH + A SH+ A + BL
LB CPU LB CPU LB CPU LB CPU LB CPU
G1 800 11446 16.29 11232 0.02 10522 11.07 10422 7.79 11536 424.3
G2 800 11451 17.18 11213 0.02 10587 12.04 10462 7.66 11536  2247.79
G3 800 11413 16.31 11247 0.02 10383 11.79 10121 7.62 11540 124.69
Ga 800 11406 21.65 11176 0.02 10490 11.75 10504 7.72 11550 2138
Gs 800 11406 17.97 11230 0.02 10538 12.76 10488 7.72 11573 173.56
Gs 800 2073 11.48 1840 0.02 1999 40.07 2014 19.94 2054 2437.54
Gr 800 1834 11.07 1688 0.02 1797 43.43 1871 19.34 1900 458.59
Gg 800 1846 10.62 1562 0.02 1882 43.83 1842 19.33 1958 709.71
Gy 800 1876 10.33 1569 0.02 1920 41.8 1794 19.19 1961 304.5
G1o 800 1804 8.99 1493 0.02 1864 44.44 1919 20.41 1926 376.18
G111 800 502 1.27 450 0.02 522 33.24 520 24.61 524 568.68
G2 800 492 1.92 426 0.02 518 33.8 524 23.24 526 471.13
G13 800 536 1.27 428 0.02 554 33.16 554 23.69 560 917.95
Gia 800 3012 4.35 2865 0.02 0 3.18 0 2.9 2992 1219.62
Gis 800 2977 7.11 2845 0.02 0 1.76 0 1.97 2968 1240.61
Gie 800 2968 4.94 2836 0.02 0 3.33 0 2.92 2974 1020.67
Gi7 800 2961 6 2846 0.02 0 3.45 0 2.92 2964 6555.6
(&T) 800 924 4.53 757 0.02 929 37.37 940 24.24 948 849.04
G1o 800 828 4.14 650 0.02 857 40.5 824 22.73 862 817.43
G20 800 842 4.89 739 0.02 871 37.47 884 22.11 912 944.09
G21 800 841 4.27 705 0.02 868 40.71 888 23.29 896 492.92
Gao 2000 13057 514.07 12654 0.08 12322 327.29 11813  150.81 13132 10361.1
G2z 2000 13064  424.56 12795 0.08 12446  309.73 11790  150.56 13165 2205.14
Gag4 2000 13017  483.22 12642 0.08 12341  318.39 11717  150.51 13087 2791.86
Gas 2000 13046 495.09 12679 0.08 12241 302.1 11749 149.6 13084 1757.76
Gag 2000 12996 462.92 12739 0.08 12139 290.29 11816  150.01 13096 1705.3
Ga7 2000 3073 421.63 2698 0.08 3080 353.83 3073 305.86 3165 1794.46
Gag 2000 3018 236.91 2651 0.08 3075 345.73 3075 290.64 3108 492.35
Gag9 2000 3086 206.55 2721 0.08 3142 368.41 3138 309.74 3226 577.42
Gao 2000 3110 307.68 2819 0.08 3182 364.47 3170 316.69 3198 1081.24
Gz1 2000 3043 162.95 2580 0.08 3093 375.23 3025 312.09 3144 2964.28
Gz2 2000 1254 38.47 1074 0.06 1312 349.81 1294 360.72 1308 1754.78
Gzz3 2000 1260 38.07 1038 0.06 1280 349.18 1244 370.08 1292 1691.91
Gzqa 2000 1260 38.88 994 0.06 1306 353.63 1288 364.76 1288 2075.67
Gszs 2000 7501 301.59 7203 0.07 0 2.08 0 2.10 7041 2327.55
Gze 2000 7481 434.64 7176 0.07 0 1.58 0 2.02 6943 2498.88
Gar 2000 7510 444.98 7166 0.07 0 1.45 0 1.50 7000 2838.15
Gag 2000 7518 457.77 7163 0.07 0 1.79 0 1.82 6978 2621.34
Gzg 2000 2197 139.28 1811 0.07 2232 367.33 2105 347.78 2307 1998.43
Gao 2000 2193 199.10 1785 0.07 2207  363.24 2221 381.56 2269 3339.98
Ga1 2000 2174 157.72 1800 0.07 2236 358.76 2243 359.05 2278 1626.97
Gao 2000 2327 210.86 1852 0.07 2302 725.69 2271 356.58 2356 2833.5
Gz 1000 6511 26.28 6400 0.2 6025 24.25 5878 15.75 6529 54.72
Gaq 1000 6542 27.55 6368 0.2 5989 24.25 5991 15.73 6550 244.51
Gys 1000 6519 24.96 6308 0.2 5969 24.27 5887 15.96 6552 83.14
Gse 1000 6537 23.38 6326 0.2 5973 25.25 5984 15.78 6529 47.94
Gy47 1000 6524 30.08 6321 0.2 6031 25.78 5928 15.70 6563 374.51
Gsg 3000 6000  1339.87 6000 0.2 5446 888.74 4920 519.56 6000 5565.84
Ga9 3000 6000 2915.13 6000 0.2 5488 920.1 5018 517.37 6000 1919.09
Gso 3000 5880 975.21 5880 0.2 5570 882.01 5038 551.34 5874 2651.82
Gs1 1000 3764 14.02 3611 0.02 0 1.8 0 2.64 3527 218.17
Gs2 1000 3762 11.01 3582 0.02 0 1.9 0 1.80 3511 260.84
Gs3 1000 3756 16.29 3620 0.02 0 2.65 0 5.07 3494 250.05
Gs4 1000 3767 13.31 3614 0.02 0 4.73 0 4.99 3528 213.68
Meédia 414 0.04 177.71 126.43 1624.34

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Tabela 6 mostra o limite inferior, LB, encontrado por cada método e o
tempo médio, CPU, correspondente. Destacamos em negrito os melhores resultados,
conforme descricdo dos experimentos. Podemos observar que a versao SH + A + BL
obteve melhores limites, dentre os cinco métodos testados, em 77% das instancias (42 de
54). Por outro lado, essa versdao foi a que utilizou mais tempo de execucao. Com relagao
as heuristicas gulosas, observa-se que a heuristica baseada nos critérios de otimalidade é
muito rapida, mas a heuristica gulosa que usa busca local obtém limites melhores. Vale
observar ainda, na Tabela 6, que as heuristicas SH ¢ SH + A retornaram limite inferior
nulo para 12 instancias. Isto porque o ponto retornado pela suavizacao hiperbolica tinha
todas as coordenadas abaixo de 0.5. Uma explicacao para esse resultado encontra-se no
fato de que essas instancias estao entre aquelas que possuem menor densidade de arestas

nao nulas (em torno de 1.07%) e no fato de os custos das demais arestas serem iguais a 1.

3.8.3 Forca das desigualdades

No experimento 3, comparamos implementacoes da formulacao linear inteira (60), obtidas
quando sao consideradas as seguintes opgoes: (i) as restri¢oes t-linearizadas sao incluidas
local ou globalmente ao longo da &arvore de busca, (ii) as desigualdades vélidas (38)-
(39), que foram apresentadas na Subsegao 3.2.3, sdo ou ndo adicionadas para fortalecer a
formulacao.

Nas implmentagoes, usamos o software comercial IBM/ILOG CPLEX 12.7
integrado com Ambiente de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated Development
Environment) Code::Blocks utilizando a linguagem C++ e sistema operacional Ubuntu
16.04 LTS. Utilizamos as instancias do conjunto 3 e limitamos o tempo computacional do
CPLEX em 1h (3600s).

Em todas as versoes, a primeira restricao da ¢-linearizacao é gerada a partir de
uma solucao fornecida por uma heuristica. Essa restricao é adicionada ao modelo, que em
seguida é resolvido pelo algoritmo de branch-and-bound. O procedimento de separagao
das desigualdades ¢ usado dentro do branch-and-bound, sempre que uma solugao inteira
¢ encontrada, ou seja, as restricoes da t—linearizacao sao usadas como lazy constraints.

A partir dessa implementacdao base, avaliamos trés variacoes. A primeira,
referenciada aqui por (F'L);, ndo emprega as desigualdades (38)-(39) e aplica as restri¢oes
da t-linearizacao globalmente, ou seja, uma vez adicionadas, elas sao usadas em todos
os n6s processados apos sua inclusdo. As outras duas versoes, denominadas (F'L),q RV
e (FL), RV, adicionam as desigualdades validas (38)-(39) na raiz da arvore de busca.
Todavia, enquanto (F'L);cRV, assim como (FL),, aplica as restri¢oes da {—linearizacao
globalmente, (F'L);, RV as considera apenas localmente, ou seja, quando adicionada em
um no, uma restricao ¢ mantida apenas nos nés descendentes.

Para cada instancia calculamos o gap = [YE=£E x 100], onde UB e LB sio

LB
os limites inferiores e superiores respectivamente fornecidos pelo CPLEX. As tabelas 7
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e 8, mostram a partir da linha 3, a média do gap, GAP, do tempo de computacdo em
segundos, CPU, da quantidade de restricoes geradas pelo procedimento de separacao da
t-linearizacao, N,,, assim como a quantidade de solugoes Otimas encontradas por cada
formulagao, #0Opt. Destacamos em negrito os melhores resultados, conforme descri¢ao
dos experimentos.

Quando comparamos (F'L); com (F'L),cRV, os resultados obtidos mostram
que, quando adicionamos as desigualdades validas da Subsecao 3.2.3, o niimero de restri-
¢oes geradas pela ¢t-linearizacao diminuiu consideravelmente em todas as combinagoes de
(n,d), assim como o gap médio. O nimero de soluc¢oes 6timas obtidas também melhorou,
passando de 23%(14 de 60) para 45%(27 de 60). Ja quando comparamos (F'L),c RV com
(FL), RV, percebemos que o niimero de solucoes 6timas aumentou de 45%(27 de 60)
para 58.33%(35 de 60). Por outro lado, como era esperado, a quantidade de restricoes ge-
radas pela t-linearizagdo aumentou bastante na versao (F'L),, RV . Esse fenomeno indica
que uma mesma restricao ¢ gerada mais de uma vez na arvore de busca. Mesmo assim,
o tempo de computacao médio da versao com restricoes locais foi 15% menor que aquele
com as restricoes globais.

Vale destacar que também implementamos uma versao de (F'L); com adigao
das restricoes da t—linearizacao localmente. No entanto, a quantidade de restricoes geradas
em cada instancia, a partir das combinacoes de n = 30 e d = 25, excedeu a capacidade

de memoria RAM da maquina, levando ao travamento da mesma.

Tabela 7: Comparacao entre (F'L), e (FL);gRV

. P (FL), (FL)RV
GAP  CPU N.,  #Opt GAP  CPU N.,  #O0pt
30 10 0.00 0.01 40.2 5 0.00  0.00 7.2 5
30 25 0.00  146.12 13864 5 0.00  0.13 71.2 5
30 50 25.96  3632.99 13670.2 0 0.00  1.04 174.2 5
50 10 3.08 1103 15262 4 0.00  0.77 180.4 5
50 25 98.93  3608.96 152634 0 0.00 374.79 4546 5
50 50  149.99 3598.28 170624 0 59.09 3732 1646 0
70 10 51.93  3634.55 94124 0 16.91 2694.41 10177.6 2
70 25 157.60 3621.21 10507.8 0 64.78 372501 1704.8 0
70 50 21494 3619.20 111266 0 73.98  4024.32  291.4 0
100 10 9345 3629.34 67426 0 57.03 3647.80 4440.4 0
100 25  208.03 3621.92 73504 0 75.73  3984.69  372.4 0
100 50  295.78 3618.87 7587.6 0 81.96 403436  86.6 0
Meédia 108.30 2804.09 8473.01 1.16 35.79 2184.95 1974.85 2.25

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 8: Comparacao entre (F'L);cRV e (FL); RV

. P (FL),cRV (FL),LRV
GAP CPU N., _ #Opt GAP  CPU N,,  #Opt

30 10 0.00  0.00 7.2 5 0.00  0.00 11.8 5
30 25 0.00 0.13 71.2 5 0.00  0.09 234.4 5
30 50 0.00 1.04 174.2 5 0.00  0.70 9284 5
50 10 0.00 0.77  180.4 5 0.00 0.88 3575.2 5
50 25 0.00 37479 4546 5 0.00  25.62 144774 5
50 50  59.09 3732 1646 0 0.00 2355.82 33725 5
70 10 1691 269441 10177.6 2 0.00 172.83 4806014 5
70 25 64.78 3725.01 1704.8 0 73.23  3803.36  71146.8 0
70 50  73.98 402432 291.4 0 80.40 401858 29682 0
100 10 57.03 3647.89 4440.4 0 61.94 373244 4864588 0
100 25 7573 3984.69  372.4 0 80.92  3900.06  27130.2 0
100 50  81.96 4034.36  86.6 0 85.42  4067.38  25454.2 0

Média 35.79 2184.95 197485 2.25 31.82 1848.06 97731.77 2.91

Fonte: Elaborado pelo autor.

As figuras 11 e 12 mostram, respectivamente, a evolucao dos gaps médios
obtidos pelas formulagbes (F'L); com (FL);cRV, quando fixamos n e variamos a densidade
e quando fixamos a densidade e variamos o nimero de vértices. Os graficos das figuras
11 e 12 mostram que as desigualdades validas ajudaram na diminuicao do gap médio
em todos os cenérios avaliados, com maior diferenca de percentagem para a combinagao

(n,d) = (100, 50).

Figura 11: Gap médio com n fixo e variacao de d

n=230
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.9 Conclusao

Apresentamos neste capitulo a teoria relacionada a dois métodos (t-linearizagao e suavi-

zagao hiperbolica), aplicados pela primeira vez no contexto do problema do corte méximo.
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Figura 12: Gap médio com d fixo e variacdo de n
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em particular, para a aplicagao da t-linearizacao precisamos estender, no Ca-
pitulo 2, resultados apresentados em Rodrigues (2010) e Rodrigues et al. (2012) para o
problema quadratico da mochila. Essa extensao diz respeito a identificacao das restri-
coes t-linearizadas para substituir o termo quadratico, bem como de um procedimento
polinomial para separa-las.

Revisitamos a teoria da suavizacao hiperbolica e, pela primeira vez, mostramos
como aplicar essa técnica ao problema do corte maximo. A partir da formulacao do
Max-Cut com varidveis associadas aos vértices, obtivemos dois novos modelos suavizados,
um deles incorporando as restricoes triangulares, tipicas da formulagao com variaveis
indexadas pelas arestas. Dessa maneira, combinamos caracteristicas das duas formulacoes
usuais.

Também derivamos aqui propriedades inéditas para as solugoes 6timas de Max-
Cut. Tais propriedades tém multiuso, podendo ser empregadas para fixacao de variaveis,
expressao de cortes logicos, derivagoes de desigualdades validas e critérios heuristicos.

Esses trés elementos(¢-linearizagao, suavizagao hiperbolica e propriedades es-
pecificas) foram usados separadamente ou combinados na proposi¢ao de algoritmos de
solucao, que foram submetidos a experimentos computacionais distintos.

Vimos no experimento 1 que o modelo linearizado pela t—linearizacao usa me-
nos restricoes e tempo relativamente maior de computacao para obter o mesmo limite da
linearizacao classica e linearizacao Glover.

No experimento 2, vimos os desempenhos obtidos por trés versoes da suavi-
zagao hiperbdlica e duas heuristicas gulosas. Os resultados mostram melhores limites

primais nos métodos que empregam busca local, aasim como vantagem nos limites e tem-
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pos computacionais, respectivamente, para a versao SH + A + BL e a heuristica gulosa
com critério de otimalidade.

Os resultados computacionais do experimento 3 comprovam que as restricoes
véalidas propostas na Subsecdo 3.2.3 conseguiram melhorar significativamente o desempe-
nho do modelo testado, para todas as combinacoes de vértices e densidade de arestas.

Vale destacar que diversas outras formas de uso dos ingredientes aqui apresen-
tados podem ser pensadas. Algumas delas também foram avaliadas computacionalmente,
embora os resultados nao tenham sido aqui apresentados, porque se mostraram inferiores.
Por exemplo, o uso das desigualdades validas (38) e (39) ndo apenas na raiz mas também
em cada n6 da arvore de busca, atualizando os parametros M e M} iterativamente, a
partir de solugoes dos modelos P e P

Neste capitulo demos um passo a mais a cerca do conhecimento do problema
do corte maximo. O valor de nosso trabalho reside na inovacao do desenvolvimento teo6-
rico e na aplicacao da {-linearizacao para custos arbitrarios, na aplicacao da suavizacao
hiperbolica e no desenvolvimento de novas restri¢oes, corroboradas pelos resultados pra-
ticos que mostraram a possibilidade de algoritmos competitivos, baseados na aplica¢ao
desses elementos.

Ha varias direcoes de pesquisas futuras, relacionadas a esse contexto. Desta-
camos trés delas:

1. Obtencao de restricoes fortalecidas da t-linearizacao. A presenca de restricoes adi-
cionais, além daquela criada pela transferéncia do termo quadréatico da funcao ob-
jetivo, pode ser explorada para “apertar” as restricoes da t—linearizacao. Podemos
citar as proprias restricoes aqui propostas, as desigualdades triangulares, ou mesmo
uma restricao limitando a cardinalidade de uma das partes da biparticao;

2. Investigar a convergéncia da suavizacao hiperbolica com outros parametros. Aqui
foi usada uma tunica valoragao dos parametros v, A e 7 para todos os termos da
funcao objetivo e restricoes. Como mencionado, podemos usar parametros diferentes
para cada um deles. A calibracao desses parametros demanda extensos e cuidados
experimentos computacionais;

3. Exploracao das restricoes validas. As restri¢coes validas tem potencialmente formas
de uso mais variadas do que aquelas testadas nesse trabalho. Novamente, trata-se

de um estudo computacional por si s6 relevante.
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4 PROBLEMA DA DIVERSIDADE MAXIMA

O problema da diversidade maxima — PDM pertence a uma familia de pro-
blemas de dispersao e diversidade, cujo objetivo é identificar, a partir de um conjunto
V' com n elementos, um subconjunto S com m (m < n) elementos, de tal forma que a
distancia entre os pares dos elementos em S seja maxima (Zhou, Hao, e Duval, 2017).
Genericamente, o PDM pode ser definido sobre um grafo nao direcionado G = (V, E),
ponderado em arestas, onde V = {1,...,n} e ¢;; € Ry denota o peso da aresta {7, j}. Por
simplicidade, consideramos ¢;; = ¢j; para {i,j} € E, e ¢;; = 0 quando {i,j} ¢ E. For-
malmente, PDM pode ser formulado como o seguinte problema quadratico binéario (Kuo,
Glover, e Dhir, 1993):

(F1) max i Z CijTiTj (63)

i=1 j=it1

s.a le =m, (64)
=1
ze{01), 1<i<n, (65)

onde a variavel binria x; = 1 se o vérticei € Sex; =0sei ¢ S. A equacdo (64) garante
que uma solucao viavel x contém exatamente m vértices.

Com o passar do tempo, PDM vem sendo amplamente estudado sobre diferen-
tes nomenclaturas (Zhou, Hao, e Duval, 2017). Além disso, PDM também se revela um
modelo 1til para formular uma variedade de aplicacoes praticas. A Tabela 9 sumariza as

principais aplicagoes desde problema.

Tabela 9 — Principais aplicacoes do problema da diversidade méaxima

Contexto Referéncia

Locagao Erkut e Neuman (1991)
Sistemas ecologicos  Pearce (1987)
Tratamentos médicos Kuo, Glover, e Dhir (1993)
Genética Porter et al. (1975)

Etnia Swierenga (1977)

MecConnell (1988)
Design de Produto (Ghyczy, 1985; Besanko, Perry, e Spady, 1990)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo um problema NP-Dificil (Kuo, Glover, e Dhir, 1993), ha uma variedade
de métodos de solugao propostos na literatura, que podem ser divididos em duas principais
categorias: algoritmos exatos e heuristicas. Na categoria dos algoritmos exatos, Erkut
(1990) usou método branch-and-bound e conseguiu resolver instancias com até 40 vértices.

Ja Pisinger (2006), fazendo uso de branch-and-bound com programacgao semidefinida,



76

conseguiu resolver problemas com até 90. Ainda na categoria dos exatos, Marti, Gallego,
e Duarte (2010) propuseram um algoritmo brand-and-bound com ramifica¢ao n-aria, que
nao faz uso de modelo de programagao matematica. Os autores também mostraram
4 propriedades para PDM, sendo 3 usadas pelo método na obtencao de bons limites
superiores e a ultima usada como critério de poda. Com esse método, eles conseguiram
resolver instancias com 125 vértices para alguns valores de m. Além disso, usando o solver
CPLEX 8.0 mostraram que as trés formulacoes linear inteiras propostas por Kuo, Glover,
e Dhir (1993) sdo capazes de resolver instancias com até 30 vértices.

Para lidar com instancias maiores, os algoritmos heuristicos sao na maioria das
vezes preferidos para encontrar solugoes quase 6timas em um periodo de tempo aceitavel.
Os trabalhos iniciais sobre heuristicas para PDM foram baseados em abordagens gulosas
construtivas e destrutivas (Aringhieri e Cordone, 2011). A partir dai, varias abordagens
foram sendo aplicadas, com destaque para Variable Neighborhood Search — VNS, Greedy
Randomized Adaptive Search Procedure — GRASP, Iterative Tabu Search — I'TS, algoritmos
evolucionarios hibridos etc (Zhou, Hao, e Duval, 2017). Um survey sobre as heuristicas
mais importantes anteriores a 2012 pode ser encontrado em Marti et al. (2013), onde os
autores trabalharam com 30 métodos, 10 heuristicas e 20 metaheuristicas, comparando o

tempo computacional de cada método no mesmo computador.

4.1 Formulagoes Lineares

Usando os procedimentos de linearizagao (classica e Glover), descritos nas
segoes 2.1 e 2.2, Kuo, Glover, e Dhir (1993) propoem duas formulagoes lineares (Fy e F3)

para PDM, como veremos abaixo:

(Fg) max i Z Cijyij (66)

i=1 j=it1
s.a Z xr; =m, (67)

i=1

i <x, 1<i<j<n, (68)

yiy <5, 1<i<j<n, (69)

z € {0,1}". (70)
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(F3) max ZUZ (71)

s.a ui§<ZCi]~>xi, 1<i<n-—1, (72)

j=it1

u; < Zn: ¢z, 1<i<n-—1, (73)
j=it1

i T, =m, (74)

ve {0,1}". (75)

Como os custos sdo nao negativos, note que, em (F3), as restri¢bes v;; > x; + x; — 1,

para todo 1 < i < j < n, sdo desnecessarias. Ja na construgdo de (F3), observe que
n

U; = Z cij e U; =0, 0 que leva a traducao das restricoes (5) e (6) em (72) e (73).

j=it1
Em Macambira e Souza (2000), os autores usam uma modificacdo de (Fy),

reescrevendo a restricao de cardinalidade para obter:

n—1 n

(Fm) max Z Z CijYij (76)
i=1 j=i+1

s.a Zyij —(m—-1x;=0, 1<i<n, (77)

J#i
Yij Swmi, 1<i<j<m, (78)
yijng, ].§Z<j§n, (79)
xz € {0,1}". (80)

Podemos observar que, em relacdo a (F}), o modelo (F3) acrescenta n(n—1)/2
novas variaveis e n(n— 1) restri¢oes, enquanto que o modelo (F3) acrescenta n— 1 varidveis
e 2(n—1) restri¢oes. Ja o modelo (F,,), além de adicionar as mesmas variaveis e restrigoes
que (F3), também substitui a restri¢cdo de cardinalidade (que s6 envolve x) por n restri¢oes

(que envolvem z e y).

4.2 Aplicacao da t—Linearizacao ao PDM

Seguindo o desenvolvimento da Subsecao 2.3.1, aplicamos a t-linearizacao
ao PDM. Porém, neste caso fazemos uso da restricao de cardinalidade da solucao para

fortalecer as restri¢oes da ¢-linearizacgao.
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Similarmente & Subse¢do 2.3.1, reescrevemos F; como (F}); da seguinte forma:

(F1); max t

n—1 n
s.a tgg E CijTiXy,

i=1 j=i+1

n
E T; =M,
i=1

(x,t) € B" x Ry.

Seja S, o conjunto de todas as permutacoes de {1,...,n}. Note que
n—1 n n i—1 n
Z Z CijTiTj = Z Z CjiTiT; = Z Z Cr(j)m())Tr(i)Tr(j) VT € Sh.
i=1 j=i+1 i=1 j=i i=1 j=i

Entao, pelo Teorema 2.2, podemos reescrever (F}); como:

(F1)] max t (81)
n  i—1
t < Cr(j)m (i) T (3) Vr e S, (82)
i=1 j=1
T; =m, (83)
=1
(x,t) € B" x Ry. (84)

Mais ainda, a separagdo das restri¢oes lineares que definem (F3)7 pode ser feita em tempo

polinomial, como mostrado no Teorema 2.3.

4.3 Fortalecimento das Restricoes t—Linearizadas

A presenca da restrigao de cardinalidade (83) permite fortalecer as restri¢oes ¢—linearizadas.
Sendo os pesos nao negativos, elas podem ser substituidas conforme o seguinte teorema,

que se baseia na ideia apresentada em Rodrigues et al. (2012) para o problema quadratico

da mochila.
Teorema 4.1. Parai € {1,...,n} em € Sy, seja sy a soma dos r := min{i —1,m—1}
maiores valores do conjunto {c(jyxu) :j =1,...,9—1}. Entao as desigualdades

t < Z S(i)Tr(i), Para todo ™ € S, (85)

=1

sao vdlidas para (F1)f.
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Demonstracao. Sejam (x,t) € B™ x R, viavel para (F})] e 7 € S,,. Entao

n -1
tézzcjixixj = chﬂ' Y (§) L (i) L ()

=1 j=1 7,1]1

temos que Zy 1 Cr(j)m(i )xw(]) < 573:)- Segue entao que t < ZZ | S7(i)Tr(i)- H

Observe que as restricoes (85) dominam (82), pois s,(;) < Z;;l Cr(j)m(i)-
4.4 Propriedades das Solucées Otimas

Nesta se¢ao, generalizamos resultados de Marti, Gallego, e Duarte (2010) sobre
as solucoes otimas de PDM, que levam a critérios para fixacao de variaveis e ensejam a

expressoes de restricoes validas.

4.4.1 Fixacao de varidveis

Uma solugao parcial & para PDM ¢é um vetor n-dimensional com algumas componentes
fixadas em 0, até m componentes fixadas em 1 e as demais componentes livres. Dado

uma solucao parcial z, definimos

Vo(z) = {veV:z,=0}
Vi(z) = {veV:z,=1}
Va(z) = VA\(Vi(z) U Vo(T))

Note que |Vi(Z)| < m. Uma solugao parcial # ¢ descendente de outra solugao parcial T
se Vi(z) 2 Vi(Z) e Vo(2) D Vo(Z). A solucao parcial é completa quando |Vi(Z)| = m,
Vo(Z)| = n — m e Va(Z) = (. Partindo de uma solugao parcial Z, podemos obter uma
solugdo completa descendente, transferindo m —|V;(Z)| elementos de V(z) para V1 (Z) e os
demais para Vy(z). Para melhor legibilidade de algumas expressoes, usaremos nessa se¢ao
c¢(a,b) para representar o peso da aresta entres os vértices a e b, ou seja, c(a,b) = cgp.
Seja S = {s1,82,...,5m} C V os vértices selecionados em uma solugao com-

pleta . Podemos expressar o valor a funcao objetivo (63) em = como

Z Z c(si,s5) = Z c(s

i=1 j=1 7j=1

l\DI»—t

m
Z c(s;, s;) representa a contribuicdo do vértice s; em f(S). A partir dessa
j=1

@)
=
[oF
@
o
—
S~—
I
N
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expressao, podemos introduzir o potencial maximo (¢ya.(v)) € minimo (¢ (v)) que um

vértice v pode contribuir para qualquer solucao, tais que:

m—1 m—1

E c(V,Votn—3));  Cmaz(V —E c(v, Vo
: ,]:1

e o ordena os n — 1 vértices diferentes de v em ordem nao crescente de pesos das arestas

—_

szn

l\DIr—\
[\

que os conectam a v. Observe que, a partir da defini¢ao acima, qualquer soluc¢ao contendo

o vértice v ird satisfazer as desigualdades

Cmin(V) < ¢(v) < Cnaz(V), (86)

mostradas e usadas por Marti, Gallego, e Duarte (2010) para estabelecer a Proposigao
4.1 abaixo.

Proposicao 4.1. Dado uma solu¢do dtima x e dois vértices u,v € V, se Caz(U) < Cin(v)
e v nao estd selecionado na solucao x, entao u nao pode ser selecionado em x.

A Proposicao 4.1 foi fortemente usada no desenvolvimento do algoritmo branch-
and-bound proposto por Marti, Gallego, e Duarte (2010). Observe que podemos calcular
melhores valores para ¢,z € Cmin quando consideramos que alguns vértices ja foram sele-
cionados, ou seja, quando temos uma solucao parcial z.

Dada uma solugio parcial Z e v € V5(), denotemos por V3" (z, v) e V3" (z, v),
respectivamente, os m — |V1(Z)| — 1 vértices de V5(Z)\{v} com os maiores e menores valo-
res c¢(v,w), para w € Vo(Z)\{v}. A partir dessas defini¢oes, vamos introduzir o potencial
MAXIMO(Crnaz (T, v)) € Minimo(¢pin (T, v)) que um vértice v € Vo(Z) pode contribuir, caso
seja selecionado para fazer parte da nova solucao parcial Z que descende de z. Os poten-

ciais sao calculados pelas seguintes expressoes:

Comin (T, ) = Z c(v,w) + Z c(v,w),

’LUGVl(fi‘) wEVg”“L(f,U)
Cnar(Z,0) = Y clv,w)+ Y (v, w).
weVi () weV (Z,v)

A Figura 13 ilustra os termos dessas expressoes. Com elas, derivamos propriedades de
fixagao de variaveis como a seguir.

Proposicao 4.2. Seja T uma solucao parcial e x* uma melhor solu¢ao completa que
descende de T. Sejam u,v € V5(Z) tais que Cpar(T,u) < Cpin(T,v). Se zf = 0 entao
zi =0 (ou equivalentemente, se x¥ =1 entdo z; =1 ).

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que 2 = 0 e x} = 1. Entado Vi(z*) = Vi(Z) U
{u} UW, onde W C Vo(z2)\{u,v}, |W|=m — |Vi(Z)] — 1, e v ¢ Vi(z*). Defina & uma
solugdo completa que também descende de Z tal que Vi (2) = V4 (Z) U{v} UW. Em outras

palavras, T troca u por v em z*. Seja f(z*) o valor da solucao completa z* e f(Z) o valor
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Figura 13: Ilustracdo das expressoes de cpmin(T,v) € ¢max(T,v). Arestas pontilhadas compoem
Cmin (T, ), arestas tracejadas compoem cmax(Z,v) e arestas cheias compoem ambos.

Vmax(z):
m—|V1(2)|-1
maiores

@
w@ =
. . w,
V2min(i,):
m—|V1 (@)1
menores
Vi(z) Va(7)

Fonte: Elaborado pelo autor.

da solucao completa z. Temos que

fla™) = Z Z c(i,7) + Z c(u, w) + Z c(u,w),

i€V (Z)UW jeV4 (Z)UW weVA (T) wEW

f(#) = i)+ Y eww)+ Y elv,w),

i€VA (Z)UW jeV4 (Z)UW weVA (F) wEW

Comaz (T, u) > Z c(u, w) + Z clu,w) e

weVy (T) weWw
Comin (T, 0) < Z c(v,w) + Z c(v,w),
weVy(Z) weWw

entao f(x*) — f(Z) < Cmae (T, u) — Cin (T, v) < 0. Temos um absurdo, pois z* é 6timo. [

Podemos fortalecer a Proposi¢do 4.2 como segue. Dados u,v € V5(%), seja
Vi (Z) 0 conjunto com m— |Vi(Z)| — 1 vértices w € Vo(Z)\{u, v} com as maiores diferengas

[c(u,w) — c¢(v,w)] e defina
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A Figura 14 ilustra os termos da expressao de d,,(Z). Em particular, note que d0,,(Z) #
dou(Z). A avaliacdo dessas expressoes pode ser usada para fixacdo de varidveis, como

segue.

Figura 14: Ilustracdo dos termos de d,,(Z). Os sinais nas arestas indicam a contribuicao de
cada custo para a expressao.

Vi (Z) -
m—|V1(Z)|-1
maiores diferengas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposicao 4.3. Seja r uma solucao parcial e x* uma melhor solucao completa que
descende de T. Sejam u,v € Vo(Z) tais que 0,,(T) < 0. Se x} = 0 entdo xi = 0 (ou

equivalentemente Se x} =1 entao z, =1).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que z = 0 e z}, = 1. Entao Vi(z*) = Vi(z) U
{u} UW, onde W C V4(Z)\{v,u} e |[W| =m — |Vi(Z)| — 1. Note que v ¢ V;(Z). Defina
a solugdo completa Z, que também descende de z, tal que Vi(2) = Vi(Z) U {v} U {W}.

Temos que
f(ZE*) - f('f:) - Z C(U, U)) - Z C(Uu U}) - Z [C(u7 w) - C(Uv U])]
weVy (Z)UW weVy (Z)UW weVy (Z)UW
< Z [e(u, w) — c(v,w)] = 04 (T) < 0.
wEVL (Z) UV (T)
Assim, chegamos a um absurdo, pois x* ¢ 6timo. O]

4.4.2 Restricoes vdlidas

Alternativamente as proposicoes de fixacao de variaveis, podemos usar os mesmos critérios
para definir desigualdades vélidas, como veremos na Proposicao 4.4. Dadas uma solucao

parcial T e u,v € V(Z), definimos:

ow(®) = Y [e(u,w) = c(v,w)],

weV(T)

Dyo(Z) ={c(u,v) —c(v,w) : w € Vo(z)\{u,v}}
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e, para k € {0,1,2}, M* (z) = soma dos m — |V;(Z)| — k menores valores em D, (Z), se

|Va(z)\{u,v}| > m — [Vi(Z)| — k, e MF (Z) = oo, caso contrario. Seja ainda
My (Z) = min{5uv(i) + Mg, (2), 5uv(i)/2 + M, (7)/2, 5uv(f) + My, (2)}.

Note que M2, (z) = co = M} () = co = M2 (Z) = oo. Mais ainda M, pode ser
calculado a partir de M}, que pode ser calculado a partir de M?2,.

Proposicao 4.4. Sejam & uma solugdo parcial e u,v € Vo(Z). A desigualdade 0., (x,Z) >
M (Z)(1 — xy + x,) € vdlida para as solugoes completas de melhor valor que descendem

de T, onde

dun(2,T) = Z [e(u, w) — c(v,w)] + Z [c(u, w) — (v, w)]Ty. (87)

weVi (z) weVa(Z)\{u,v}

Demonstracao. Seja x* uma solucao completa de melhor valor, descendente de Z. Seja
W = (Vi(a") \ Vi(2)) \ {u, v} € Va(Z) \ {u,v}. Observe que

Sun(2*,2) = b, (Z) + Y _ [e(u, w) — (v, w)].

wew
Considere os seguintes casos:
1. Se 2% = 0,2 = 0: como |W| = m — |V3(&)|, entio 8, (2%, Z) > 6uy(Z) + M2,(Z) >
My(Z) = My (Z)(1 — 27, + x7);
ext =x* =1: como |W| =m — [Vi(Z)| — 2, entdo Sy (2, ) > 0uo(T) + M2, (Z) >
M (2) = Mo (2)(1 — 23, + 27);
* = 0,28 = 1: como |W| = m—|V4(Z)| -1, entdo 6y, (z*, T) > 0u(T)+ ML (Z) >
2My(Z) = My (Z)(1 — 22 + 2);
4. Se z} = 1,2} = 0 : Obtenha solugao completa Z, que também descende de z, tal que
Vi(z) = Vi(@*)\{u}) U {v}. Note que Vi(z*)\{u} = Vi(z) U{w € Va(z)\{u, v} :
xi = 1}. Temos que f(x) > f(Z) e, portanto,

N
dp)

0SS —1@) = Y cww) - Y cvw)

weVi (z)\{u} weVi(z)\{u}
= Z [e(u,w) — c(v,w)] + Z [e(u, w) — c(v,w)]z,
weV (T) weVa(Z)\{u,v}
= Ouw(z, 7).

Logo, yy(z*,Z) > 0= My, (z)(1 — xf + ).
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4.5 Heuristica com Ordenadacao e Busca Local

A heuristica que propomos depende apenas da anéalise dos custos das arestas. Ela ¢é
composta por duas fases. A primeira fase é um algoritmo que ordena o potencial de cada
vértice em ordem nao crescente e escolhe os m vértices de maior potencial para fazer parte
de S. Na segunda fase, para cada par (i,j) € S x V\S, compara-se a contribuigdo d;
com dj; e atualiza-se S <— S — {i} U{j} caso o segundo tenha maior valor. Essas trocas
sao avaliadas, até que nenhum resultado melhore. Um pseudocodigo pode ser visto no

Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Heuristica de ordenagao e busca local
Entrada: Grafo G = (V, E), m, fungao de pesos ¢: E — R
Saida: SCV, |S|=m
inicio

Vv eV, potlv] ZC““;

ueV
uF#v

ordene(pot,‘Decrescente’) ; /* Ordena os vértices em ordem n&o

crescente segundo pot */
S <— m primeiros vértices de acordo com a ordenacao pot;
repita
melhorV alor < 0;
para cada ¢ € S faga
para cada j € V\S faga
Aji <=0, i < 0;
para cada k € S faga
se k # i entao

Ajk — Ajk + Cjk;
Oik < Ok + Cige 5

fim
fim
se Aj, > d;, entao
S« S—{ifu{jh
melhorValor < 1;
fim
fim
fim
até melhorValor = 0;
fim

4.6 Experimentos Computacionais

Apresentamos nesta secao trés experimentos computacionais. No experi-
mento 1, vamos observar a qualidade do limite superior obtido pela t-linearizacao aplicada

a formulacao (Fy), com as restri¢oes originais (82) e com as restri¢oes fortalecidas (85).
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O limite da ¢-linearizagdo serd comparado com a relaxagao das formulacoes (F,,), (F2)
e (F3). Ja no experimento 2, vamos observar a forca das restri¢oes (87). E por fim, no
experimento 3 iremos avaliar um branch-and-bound que faz uso das restri¢oes (87), da
t-linearizagao com restri¢oes fortalecidas (85), e da heuristica proposta na segao anterior.

Todos os experimentos computacionais foram realizados em um processador
ntel® Core™ i5 — 4570 com 3.20 GHz, 16 GB RAM e sistema operacional Ubuntu

16.04 LTS. Utilizamos trés conjuntos de instancias, descritas a seguir, que foram intro-

duzidas por Glover, Kuo, e Dhir (1998) e Silva e Ochi (2004) e estdo disponiveis em

www.optsicom.es,/mdp.

SOM-a(Silva) : Consiste de 50 instancias, onde os pesos das arestas foram sorteados no
intervalo [0, 9] a partir de uma distribui¢do uniforme, sendo 5 instancias para cada
par (n,m), onde n € {25,50,100, 125,150} e m = 0.1n,0.3n.

GKD-a(Glover) : Consiste de 75 instancias, onde os pesos das arestas foram calcula-
dos através da distancia euclidiana de pontos gerados de forma aleatoria, sendo 5
instancias para cada par (n,m), onde n € {10,15,30} e m = 0.2n, 0.3n, 0.4n, 0.6n
e 0.8n.

GKD-b(Glover2) : Consiste de 50 instancias, onde os pesos das arestas foram calcula-
dos através da distancia euclidiana de pontos gerados de forma aleatéria, sendo 5
instancias para cada par (n,m), onde n € {25,50, 100,125,150} e m = 0.1n,0.3n.

4.6.1 Limite Superior

O primeiro experimento foi conduzido para testar a qualidade do limite superior LS ob-
tido quando relaxamos a integralidade nas formulagoes Fy, F3, F,, (F1)7 (geracao das
restrigoes (82)) e (F1)7 +RF (geragao das restri¢oes (85)). Para esse experimento, usamos

as instancias denominadas SOM-a(Silva) e GKD-b(Glover2). Para cada uma das formula-

LS—ML
ML

disponivel em www.optsicom.es, encontrada até o momento, o tempo de computacao em

¢Oes relaxadas, calculamos o GAP= x 100, onde ML ¢ o valor da melhor solucao,
segundos, CPU, a quantidade de restricoes da formulacao, Ry, para Fy, Fs e F,,, e a
quantidade de restri¢oes geradas, N,,, na obtengao de LS para (Fy)] e (F1)f + RF. Para
implementar as formulagoes lineares relaxadas, usamos o software comercial IBM/ILOG
CPLEX 12.7 integrado com Ambiente de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated
Development Environment) Code::Blocks através da linguagem C-++ no sistema operaci-
onal ubuntu 16.04 LTS.

As tabelas 10 e 11 sumarizam os resultados obtidos por (F})f e (F1)] + RF,
nas instancias Silva e Glover2, respectivamente, onde cada linha, a partir da 3, apresenta
a média de 5 instancias para cada par (n,m). Observa-se que em todas as combinagoes
(n,m) o GAP diminuiu consideravelmente, quando consideramos as restri¢oes fortaleci-
das, chegando a um fator médio de 3.5 e 5.5 vezes, respectivamente. Por outro lado, a

quantidade de restricoes geradas e o tempo de CPU aumentaram em todas as instancias.
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Tabela 10: GAP%, CPU(s) e N,, médio para as relaxagoes (F7)] e (F1)f + RF nas
instancias Silva

Silva (Fy)T (F1)7 + RF

n m GAP CPU N, GAP CPU N,
25 2 1120.26  0.00 25 230.92 0.00 334
25 7 154.03 0.01 25 78.56 0.01 45.8
50 5 556.42 0.03 50.4 120.78 0.06 90.2
50 15  154.62 0.04 50 86.90 0.07  90.6
100 10 575.33 0.43 100.6 125.68 1.00 200
100 30 173.10 0.49 100 99.91 1.29 230.8
125 12 622.45 1.04 125 134.72 3.77 3284
125 37 179.55 1.22 125 103.49 4.08 342
150 15 609.13 2.20 150.6 138.06 6.38 342.8
150 45 180.61 2.54 150 105.86 5.78 351.6
Média 360.46 0.66 75.13 102.07 1.87 171.3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 11: GAP%, CPU(s) e N,, médio para as relaxacoes (F7)] e (F1)f + RF nas
instancias Glover2

Glover2  (F1)7 (F1)f+RF

n m GAP CPU N,, GAP CPU N,
25 2 1406.74 0.00 25 203.61 0.00 30.4
25 7 227.93  0.00 25 79.73  0.00 57.6
50 ) 814.18 0.01 50 118.25 0.02 75
50 15 187.34 0.01 50 71.99 0.13 198.4
100 10 746.78 0.15 100.4 102.75 0.21 162.8
100 30 184.90 0.16 100 65.09 4.80 572.2
125 12 733.37 0.36 127.6 104.55 1.28 303.6
125 37 198.47 0.43 125 66.65 9.20 636.2
150 15 735.04 0.78 150.8 97.86 2.73 337.8
150 45 196.48 0.91 150 66.35 19.79 7734
Média 543.12 0.28 90.38 97.68 3.82  314.74

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ja as tabelas 12 e 13 sumarizam os resultados obtidos pelas formulacgoes Fy, F3,
F,, e (F1)T+ RF nas instancias Silva e Glover2, respectivamente, onde cada linha, a partir
da 3, apresenta a média de 5 instancias para cada par (n,m). Destacamos em negrito os
melhores resultados. Para as instancias Silva, nota-se que (F})] + RF obteve os melhores
limites em todas as combinagoes (n,m), com gap percentual médio mais que 3 vezes
menor que aquele produzido por F),,. O desempenho foi ainda melhor quando comparado
as relaxagoes Fy e F3, que obtiveram limites semelhantes em todas as combinacoes (n, m).
Analise similar pode ser feita com relacao as instancias Glover2. Nesse caso, (F1)f + RF
conseguiu os melhores limites dentre todas as combinagoes (n, m), exceto na combinagao
(25,7), onde foi superado por F,,. Com isso, o gap percentual médio de (F})] + RF foi
cerca de 2.5 vezes menor que o de F,,. Novamente, os limites de F, e F3 se mantiveram
semelhantes, porém inferiores aqueles gerados por F),.

Para uma melhor compreensao dos resultados, as figuras 15 e 16 mostram

graficos de barras que descrecem o gap médio obtido pelas cinco relaxacoes nas instancias
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Silva e Glover2, respectivamente.

Tabela 12: GAP%, CPU(s), Ry e N,, médio para as relaxacoes Fy, F3, Fy,, e (F1)] + RF
nas instancias Silva

Silva, > F3 Fpm (F1)7 + RF

n m  GAP CPU Ry GAP CPU Ry GAP CPU Ry GAP CPU Ny
25 2 1120.26  0.02 600 1128.23  0.00 48 508.33  0.00 625 230.92  0.00 33.4
25 7 154.03 0.02 600 156.18 0.00 48 98.45 0.01 625 78.56 0.01 45.8
50 5 581.03 0.39 2450 586.25 0.02 98 430.08  0.14 2500 120.78 0.06 90.2
50 15 158.30 0.41 2450 159.16 0.02 98 113.14  0.70 2500 86.90 0.07 90.6

100 10 582.80 2.37 9900 584.91 0.25 198 503.47 1.11 10000 125.68 1.00 200

100 30 173.10 2.68 9900 173.91 0.24 198 134.90 1.14 10000 99.91 1.29 230.8
125 12 633.49 3.68 15500 635.98 0.57 248 56243 2.38 15625 134.72 3.77 328.4
125 37 179.55 4.32 15500 179.99 0.56 248 143.21 2.51 15625 103.49  4.08 342

150 15 611.53 7.16 22350 613.46 1.04 298 559.67 4.03 23000 138.06 6.38 342.8
150 45 180.61 9.46 22350 181.24 1.35 298 144.64 4.73 23000 105.86 5.78 351.6
Média 364.56 2.54 10160 366.61 0.34 178  319.83 1.68 10350 102.07 1.87 171.3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 13: GAP%, CPU(s), Ry e N,, médio para as relaxacoes Fy, F3, F,,, e (F1)] + RF
nas instancias Glover2

Glover2 Fy F3 Fr (F1)T+RF

n m GAP CPU Ry GAP CPU Ry GAP CPU Ry GAP CPU Nrg
25 2 1406.74  0.00 600 1411.98 0.00 48 386.61 0.00 625 203.61 0.00 30.4
25 7 227.93 0.01 600 228.54 0.00 48 74.73 0.02 625 79.73 0.00 57.6
50 5 814.18 0.05 2450 816.46 0.01 98 365.45  0.28 2500 118.25  0.02 75
50 15 187.34 0.05 2450 188.91 0.01 98 72.97 1.12 2500 71.99 0.13 198.4
100 10 746.78 1.26 9900 750.61 0.21 198  386.12 1.29 10000 102.75 0.21 162.8
100 30 184.90 1.38 9900 186.44 0.21 198 70.29 1.09 10000 65.09 4.80 572.2
125 12 733.37 1.63 15500 741.50 0.49 248 402.37 2.64 15625 104.55 1.28 303.6
125 37 198.47 1.91 15500  199.37 0.49 248 74.46 2.03 15625 66.65 9.20 636.2
150 15  735.04 2.99 22350  738.59 0.99 298 396.87 4.92 23000 97.86 2.73 337.8
150 45 196.48 3.28 22350 197.30 0.99 298 73.80 3.14 23000 66.35 19.79 7734
Média 543.12 1.26 10160  545.97 0.34 178 230.37 1.65 10350 97.68 3.82 314.74

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15: Gap meédio obtido pelas relaxacoes Iy, F3, (F1)7, F, e (F1)] + RF

Silva
1200 : |
>
5
1000 ()7 i
(e
() + RF
800 .
S
& 600 .
=
(@)
400 .
200 f

(25,2) (25,7) (505)  (50,15)  (100,10) (100,30) (12512) (12537) (150,15) (150,45)  Média

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 16: Gap médio obtido pelas relaxacoes Fy, F3, (F1)7F, Fin e (F1)f + RF
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o

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.6.2 Um algoritmo branch and bound

Nesta secao, consideramos dois experimentos com o método que iremos descrever a seguir.
O método exato aqui proposto para o PDM compde-se de 4 procedimentos principais:
1— Conversao de (Fy) em (Fy)7;

2— Separagao das restrigoes de (F)7 conforme Teorema 2.2, e fortalecimento da restricao
violada segundo Teorema 4.1;

3— Obtenc¢do de uma solugao viavel z;, (limite inferior) através da heuristica da Segao
4.5, e aplicacao do procedimento de separacao em xj,, para gerar a primeira restricao
fortalecida;

4— Adicao a (F})7 das desigualdades validas 0., (z, Z) > M, (z)(1 — z, + z,), para T = 0,

obtendo assim o modelo (BB)J:

(BB)F max t
s.a t < Z Sr(i)Tr(i) Ve Sn,
=1

> we funy €U w) — (v, w)]wy > Myw(0)(1 — 2y +20)  V(u,v) € (v, u),

n

in =m, (z,t)€B" xR,.
i=1

O primeiro experimento com o método exato foi conduzido para avaliar a forca
das desigualdades validas (87). Para isso, testamos duas varia¢oes do nosso branch-and-
bound. A primeira versio, denominada aqui de (F})7, é composta apenas dos 3 primeiros
procedimentos descritos no inicio desta subsecao. A segunda versao, denominada aqui de

(BB)T, é composta por todos os 4 procedimentos.



89

E importante destacar que o procedimento de separacio ¢ usado dentro do
branch-and-bound sempre que uma solucao inteira é encontrada, ou seja, as restricoes
da t-linearizacao sao usadas como lazy constraints. A Figura 17 mostra um esquema
no formato de fluxograma do funcionamento do nosso método, apresentando as duas

alternativas de fluxo, que originam (F})7 ou (BB)T.

Figura 17: Fluxograma do método exato. (BB)T segue as setas
verticais. (F1)7 segue o caminho alternativo.

~ ) A
Criar Modelo (Cplex)

(Aplicar Heuristica: Obter uma solucgéo xy)
Xp — permutacdo my

\Gerar a 1° restriciio da f-Linearizacdo (fortalecida) )

derivadas da propriedade

ﬂ Adicionar as restrigdes ‘

Xpusado como limite inferior
tempo deexecucdo (limite 1h)

.
>

A
e ™

Branch-and-Bound com procedimento
de separacido (LazyConstraint Callback)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Usamos o software comercial IBM /ILOG CPLEX 12.7 integrado com Ambiente
de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated Development Environment) Code::Blocks
através da linguagem C-+-+ para implementar as duas versoes. Para essa comparacao,
utilizamos as instancias denominadas de GKD-a(Glover) e limitamos o tempo compu-
tacional de execugao de cada instancia em 600 segundos.

Para cada instancia calculamos o GAP= [% x 100], onde UB e LB sao
os limites inferiores e superiores respectivamente fornecidos pelo CPLEX. A Tabela 14
mostra, a partir da linha 3, a média do GAP, o tempo de computacao em segundos, CPU,
a quantidade de restrigoes geradas pelo procedimento de separagao da ¢t-linearizacao, NV,
e a quantidade de solucoes 6timas encontradas por cada formulacao, #Opt. Destacamos
em negrito os melhores resultados, conforme descricao dos experimentos.

Podemos observar que a formulagao (F})7 atingiu o tempo limite de execugao,
nao conseguindo resolver de forma o6tima as instancias de combinagao (30,9), (30,12) e
(30, 18). Por outro lado, podemos notar que (BB)J conseguiu resolver de forma 6tima
todas as instancias em curto periodo de tempo. A Figura 18 compara a quantidade
média de restri¢oes da ¢-linearizacao geradas por (BB)J e (F1)f. Podemos observar em

(BB)T que o numero de restri¢oes ¢t—linearizadas diminuiu consideravelmente em todas as
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combinagoes de (n,m). Para uma melhor visualizagdo optamos por nao colocar no grafico

da Figura 18 os resultados das combinagoes com n = 30.

Tabela 14 — Valores médios de GAP, CPU e N,, e #Opt obtidos por (F})] e

(BB)}

Glover  (Fy)T (BB)}

n m GAP CPU Nyg #0pt GAP CPU N,y  #Opt
10 2 0.00 0.005 25.6 5 0.00 0.007 17.4 5
10 3 0.00 0.011 42 5 0.00 0.009 18.2 5
10 4 0.00 0.011 50.2 5 0.00 0.010 22 5
10 6 0.00 0.016 70 5 0.00 0.010 22.2 5
10 8 0.00 0.010 50.8 5 0.00 0.010 31.6 5
15 3 0.00 0.018 70 5 0.00 0.020 25.8 5
15 4 0.00 0.032 102.2 5 0.00 0.024 25.2 5
15 6 0.00 0.143 312 5 0.00 0.024 28.8 5
15 9 0.00 0.175 385.2 5 0.00 0.021 29.6 5
15 12 0.00 0.040 160 5 0.00 0.020 40 5
30 6 0.00 8.661 1477.4 5 0.00 0.294 52.2 5
30 9 14.81 600 12551 0 0.00 0.463 55.8 5
30 12 18381 600 13170 0 0.00 0.325 53.6 5
30 18 14.42 600 15101.6 0 0.00 0.279 76.4 5
30 24 0.00 254.34 8735.6 5 0.00 0.190 107 5
Meédia 3.20 137.55  3486.9 4 0.00 0.113 40.38 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

™

Figura 18: Numero médio de restri¢des geradas por (F1)T e (BB)]
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No segundo experimento, comparamos o desempenho do nosso branch and
bound (BB)F com as formulagdes Fy e F,,, e com o branch and bound apresentando por
Marti, Gallego, e Duarte (2010), denominado aqui por BBmaz. Utilizamos a mesma
maquina para melhor comparacao entre os métodos: processador Tntel® Core™ i5— 4570
com 3.20 GHz, 16 GB RAM e sistema operacional Ubuntu 16.04 LTS. Para implementar
o (BB)7, usamos o software comercial IBM /ILOG CPLEX 12.7, integrado com Ambiente
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de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated Development Environment) Code::Blocks
e linguagem C++.

Algumas observacdes merecem ser feitas com respeito a implementacao de
BBmazx. Infelizmente, os autores nao mais dispunham do codigo original que pudesse
ser executado agora. Sendo assim, a implementacao aqui testada é nossa. A eficiéncia
do BBmax é bastante influenciada pela escolha das estruturas de dados utilizadas para
armazenar a arvore de enumeragao e manter informacoes necessérias ao longo do processo.
Observamos que BBmax nao faz uso de um solver, como é o caso do (BB)J, que emprega,
o software comercial IBM/ILOG CPLEX 12.7 para a resolucao dos subproblemas gerados
pela t-linearizacao.

Para essa comparagao, utilizamos os conjuntos de instancias denominados Silva
e Glover2. Utilizamos dois parametros de medicao: a prova de otimalidade Opt, ou seja,
se o método conseguiu encontrar a solucao 6tima; e o tempo CPU em segundos, sendo
esse ultimo parametro limitado a 3600 segundos de execugao em cada instancia.

As tabelas 15 e 16 mostram, a partir da linha 3, o contraste entre os desempe-
nhos das duas formulagoes e dos dois métodos(branch and bound) nas instancias Silva e
Glover2, respectivamente, onde destacamos em negrito os melhores resultados para cada
instancia. Para as instancias Silva, o nosso método conseguiu provar a otimalidade em
32% (16 de 50) das instancias testadas, enquanto que as formulagoes Fy, F,,, e o método
BB, 0 fizeram, respectivamente, em 30% (15 de 50), 50% (25 de 50) e 50% (25 de 50)
dos casos. Podemos dizer que BB,,,; ¢ 0 método mais indicado para as instancias Silva,
pois resolveu 50% delas utilizando em média menos tempo de execucao.

J& para as instancias Glover2, podemos ver que o nosso método conseguiu pro-
var a otimalidade em 68%(34 de 50) das instancias testadas, enquanto que as formulacoes
Fi, Fy, e 0 método BB,,,, conseguiram, respectivamente, 30% (15 de 50), 50% (27 de 54)
e 52% (26 de 50). E importante destacar também que os tempos de execucio de (BB)T
sao melhores em quase todas as instancias. Vale notar que alguns tempos de execugao de
F} e F,, sao maiores que o limite de 3600s. Esses valores sao explicados pelo fato de o
CPLEX utilizar mais de uma thread de execucao nas formulacoes. Tempos maiores que o
limite também podem ser observados em (BB)7, mas devido a outro motivo. Como uti-
lizamos lazycallback, o CPLEX desabilita automaticamente o uso de mais de uma thread
de execucao. Nesse caso, o tempo extra se deve ao fato de o CPLEX contabilizar o tempo

apenas a cada término de iteragao.
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Tabela 15: Resultados com as instancias Silva obtidos pelas formulagoes F} e F,,, € 0s

métodos BBmaz e (BB)T

Silva " F, BBmax (BB)?
(n, m) CPU Opt CPU Opt CPU Opt CPU Opt
(25, 2) 0.36 Sim 0.54 Sim 0.00 Sim 0.12 Sim
0.48 Sim 0.49 Sim 0.00 Sim 0.12 Sim
0.49 Sim 0.59 Sim 0.00 Sim 0.10 Sim
0.36 Sim 0.63 Sim 0.00 Sim 0.16 Sim
0.34 Sim 0.54 Sim 0.00 Sim 0.13 Sim
(25, 7) 2.56 Sim 0.74 Sim 0.02 Sim 0.28 Sim
2.69 Sim 0.85 Sim 0.04 Sim 0.30 Sim
3.63 Sim 0.68 Sim 0.03 Sim 0.46 Sim
11.85 Sim 0.67 Sim 0.06 Sim 0.47 Sim
3.70 Sim 0.37 Sim 0.01 Sim 0.27 Sim
(50, 5) 904.78 Sim 6.01 Sim 0.04 Sim 11.19 Sim
927.06 Sim 5.46 Sim 0.04 Sim 7.88 Sim
977.29 Sim 7.04 Sim 0.04 Sim 11.17 Sim
1043.93 Sim 6.66 Sim 0.10 Sim 16.91 Sim
860.28 Sim 5.56 Sim 0.04 Sim 12.99 Sim
(50, 15) 12687.39 Nao 852.12 Sim 1878.82 Sim 3998.84 Nao
14160.92 Nao 561.30 Sim 1259.63 Sim 3536.40 Sim
13969.84 Nao 934.00 Sim 2266.56 Sim 4007.68 Nao
12693.87 Nao 811.69 Sim 2214.89 Sim 4027.77 Nao
13933.92 Nao 486.83 Sim 1025.24 Sim 3998.16 Nao
(100, 10) 13455.60 Nao 7055.62 Sim 661.07 Sim 4250.67 Nao
13638.46 Nao 4835.18 Sim 490.95 Sim 4198.82 Nao
13518.00 Nao 4998.18 Sim 202.08 Sim 4244.96 Nao
13632.99 Nao 4996.94 Sim 274.23 Sim 4235.89 Nao
13418.91 Nao 8331.88 Sim 430.43 Sim 4262.54 Nao
(100, 30) 14153.24 Nao 13358.19 Nao 3600 Nao 4018.36  Nao
14090.52 Nao 13420.96 Nao 3600 Nao 4001.35 Nao
14076.48 Nao 13251.62 Nao 3600 Nao 3987.31 Nao
14107.39 Nao 13323.43 Nao 3600 Nao 4022.90 Nao
14142.37 Nao 13435.21 Nao 3600 Nao 4053.01 Nao
(125, 12) 13453.20 Nao 13973.61 Nao 3600 Nao 4350.71 Nao
14047.96 Nao 13810.10 Nao 3600 Nao 4364.11 Nao
12415.78 Nao 13890.66 Nao 3600 Nao 4358.19 Nao
14015.72 Nao 13987.51 Nao 3600 Nao 4308.88 Nao
12249.24 Nao 13904.22 Nao 3600 Nao 4380.29 Nao
(125, 37) 14139.12 Nao 13633.78 Nao 3600 Nao 4046.15 Nao
14170.82 Nao 13777.70  Nao 3600 Nao 4027.24 Nao
14128.68 Nao 13556.33 Nao 3600 Nao 4046.59 Nao
14130.82 Nao 13667.29 Nao 3600 Nao 4073.58 Nao
14150.29 Nao 13659.10 Nao 3600 Nao 4101.29 Nao
(150, 15) 13547.16  Nao 10081.66 Nao 3600 Nao 4287.87 Nao
13300.54 Nao 9758.03 Nao 3600 Nao 3935.29 Nao
13755.22 Nao 10326.32 Nao 3600 Nao 3959.62 Nao
13228.60 Nao 10713.40 Nao 3600 Nao 4172.01 Nao
14093.98 Nao 9618.89  Nao 3600 Nao 4269.75 Nao
(150, 45) 14122.79 Nao 7200.47 Nao 3600 Nao 4051.40 Nao
14094.53 Nao 7200.53 Nao 3600 Nao 4022.86 Nao
14037.89 Nao 7200.33 Nao 3600 Nao 3891.43 Nao
14125.20 Nao 7200.37 Nao 3600 Nao 4034.21 Nao
14139.57 Nao 7200.32 Nao 3600 Nao 3851.94 Nao
Média 9715.33 15 6501.01 25 2014.07 25 2868.81 16

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 16: Resultados com as instancias Glover2 obtidos pelas formulagoes F} e F,,, e
os métodos BBmaz e (BB)}

Glover?2 Fy Fr BBmax (BB)}
(n, m) CPU Opt CPU Opt CPU Opt CPU Opt
(25, 2) 046 Sim 056  Sim 0.00 Sim 0.06  Sim
0.53 Sim 0.77 Sim 0.00 Sim 0.10 Sim
0.45 Sim 0.50 Sim 0.00 Sim 0.06 Sim
0.63 Sim 0.71 Sim 0.00 Sim 0.09 Sim
0.49 Sim 0.60 Sim 0.00 Sim 0.07 Sim
(25, 7) 4744 Sim 048  Sim 0.02  Sim 0.13  Sim
52.99 Sim 0.58 Sim 0.02 Sim 0.16 Sim
51.00 Sim 0.62 Sim 0.04 Sim 0.15 Sim
8.94 Sim 0.54 Sim 0.02 Sim 0.12 Sim
32.19 Sim 0.67 Sim 0.02 Sim 0.12 Sim
(50, 5) 2472.44 Sim 14.22 Sim 0.1 Sim 3.88 Sim
2165.67 Sim 11.61 Sim 0.03 Sim 2.19 Sim
1718.80 Sim 8.20 Sim 0.08 Sim 2.50 Sim
1732.15 Sim 7.98 Sim 0.09 Sim 1.83 Sim
2068.51 Sim 11.34 Sim 0.05 Sim 3.98 Sim
(50, 15) 12664.57 Nao 62.91 Sim 304.85 Sim 4.90 Sim
14193.77 Nao 404.76 Sim 2304.34 Sim 3.13 Sim
13250.65 Nao 44.10 Sim 220.24 Sim 11.25 Sim
13161.77 Nao 45.62 Sim 369.90 Sim 8.92 Sim
5361.46 Nao 85.88 Sim 503.35 Sim 21.87 Sim
(100, 10) 13425.90 Nao 1205.57 Sim 532.90 Sim 122.21 Sim
13598.37 Nao 1268.51  Sim 151.92 Sim 496.09 Sim
13984.98 Nao 3402.01 Sim 1487.71 Sim 236.46 Sim
14064.13 Nao 1610.61 Sim 469.02 Sim 840.03 Sim
13834.26 Nao 1248.18 Sim 246.63 Sim 483.41 Sim
(100, 30) 14174.95 Nao 13647.26  Nao 3600 Nao 303.44 Sim
13937.29 Nao 13767.69 Nao 3600 Nao 515.81 Sim
13690.92 Nao 3012.10 Sim 3600 Nao 252.39 Sim
13382.39 Nao 13757.56  Nao 3600 Nao 1074.80 Sim
13748.66 Nao 13839.38 Nao 3600 Nao 976.64 Sim
(125, 12) 14161.38 Nao 13652.98 Nao 3600 Nao 127.17 Sim
13634.60 Nao 13610.17 Nao 3600 Nao 3769.68 Nao
14116.68 Nao 13771.02 Nao 3600 Nao 895.98 Sim
13920.12 Nao 3198.23 Sim 749.30 Sim 1383.06 Sim
14100.13 Nao 13362.54 Nao 3600 Nao 1531.79 Sim
(125, 37) 14122.40 Nao 14084.60 Nao 3600 Nao 3666.33 Nao
14049.88 Nao 13539.52 Nao 3600 Nao 3603.65 Nao
14152.49 Nao 13761.67 Nao 3600 Nao 3602.92 Nao
14025.75 Nao 14098.41 Nao 3600 Nao 3610.59 Nao
14212.96 Nao 13751.40 Nao 3600 Nao 3649.91 Nao
(150, 15) 14076.63 Nao 10042.73 Nao 3600 Nao 3676.78 Nao
13535.76  Nao 10136.34 Nao 3600 Nao 3702.95 Nao
13881.07 Nao 10275.89 Nao 3600 Nao 3681.58 Nao
13854.80 Nao 9515.53  Nao 3600 Nao 3703.39  Nao
13826.41 Nao 8773.59  Nao 3600 Nao 3704.89  Nao
(150, 45) 14182.67 Nao 7199.90 Nao 3600 Nao 3604.44  Nao
13214.28 Nao 7200.46 Nao 3600 Nao 3604.56 Nao
14175.87 Nao 10280.31 Nao 3600 Nao 3603.04 Nao
14050.27 Nao 7200.86  Nao 3600 Nao 3603.09 Nao
14016.16 Nao 7200.58 Nao 3600 Nao 3607.15 Nao
Média 9722.74 15 5642.36 27 1874.81 26 1355.99 34

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.7 Conclusao

Nesse capitulo, apresentamos contribui¢coes para o estudo e resolucao do problema da di-
versidade méaxima (PDM). Mostramos como gerar restri¢oes mais fortes na ¢-lineariza¢do

e comprovamos, no experimento 1, que essas restri¢oes fornecem, embora ainda alto, um
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limite superior muito melhor quando comparado com outras formulagoes lineares da lite-
ratura. Derivamos também novas restricoes para o PDM e comprovamos, no experimento
2, que, quando adicionadas a formulagao da ¢-linearizacao, o tempo requerido para en-
contrar a solucao 6tima diminuiu consideravelmente, mostrando o potencial das novas
restricoes. Desenvolvemos ainda um método baseado em um branch-and-bound que cal-
cula solucoes exatas para o problema. O algoritmo proposto emprega os trés elementos
principais mencionados acima, juntamente com uma heuristica.

Os experimentos computacionais indicam que nosso algoritmo é capaz de re-
solver, de forma 6tima, instancias de tamanho moderado(até 125 vértices). Comparamos
nosso método com as formulacgoes F; e F),, e com uma implementacao nossa do melhor
método exato, que nao utiliza solver, proposto na literatura, ou seja, o branch and bound
desenvolvido por Marti, Gallego, e Duarte (2010). Os resultados favorecem o método
aqui proposto para as instancias do tipo Glover2. No entanto, podemos notar que ne-
nhuma das formulagoes e dos métodos conseguiu resolver de forma 6tima instancias de
tamanhos maiores. Vale destacar que nosso método usa fortemente o CPLEX, enquanto o
BB,,.. nao possui essa dependéncia e seu desempenho computacional é mais influenciado
pela implementacao adotada. Mesmo considerando que uma implementacao mais cuida-
dosa possa reduzir o tempo computacional de BB,,.., a diferenca observada em nossos
experimentos parece manter a vantagem para o novo método.

O valor de nosso trabalho reside na inovagao dos trés elementos propostos,
corroborados pelo desenvolvimento tedrico apresentado e pelos resultados praticos que se
mostraram competitivos na aplicacao desses elementos, o que possibilita futuras explora-
cOes nessa mesma direcao. Vale destacar que os resultados teoricos da Secao 4.4 junto
com parte dos experimentos computacionais compoem um trabalho aceito para publica-
¢ao no Latin-Iberoamerican Conference on Operations Research CLAIO - 2018 (Soares,
Campélo, e Rebougas, 2018).

Ha algumas direcoes de pesquisas futuras, relacionadas a esse contexto. Des-
tacamos duas delas:

1. Efetuar o procedimento de separacao nas restricoes t-linearizadas ja fortalecidas.
Atualmente o procedimento de separacao encontra a restricao mais violadas e em
seguida ¢ feito o fortalecimento;

2. Investigar o potencial do nosso método fazendo uso das restricoes validas & medida
que varidveis forem sendo fixadas na arvore de enumeracao. Como mencionado no
experimento 2, as restricoes validas sao adicionadas apenas na raiz, ou seja, nenhuma

varidvel estava fixada nesse momento.
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5 CLIQUE MAXIMA PONDERADA EM ARESTA

O problema da m-clique ponderada méaxima (Weighted Maximal m-Clique
Problem — WCP) consiste em encontrar uma clique de maior peso com no maximo m
vértices em um grafo completo ponderado nos vértices e nas arestas (Sgrensen, 2004).
Uma variacao do WCP pode ser obtida quando apenas as arestas sao ponderadas. Essa
versao é também conhecida como problema da clique méaxima ponderada em aresta —
PCMPA (Dijkhuizen e Faigle, 1993), que formalmente pode ser modelado como um pro-
blema quadratico binario (Kuo, Glover, e Dhir, 1993; Alidaee et al., 2007).

Dado um grafo completo nao direcionado G = (V| E), com |V| = n vértices,
ponderado em arestas, e um inteiro m < n, PCMPA consiste em encontrar uma clique
em (G, com no maximo m vértices, tal que a soma dos pesos das arestas seja maximo. Em
outras palavras, deseja-se escolher um subconjunto S C V, com |S| < m, onde as arestas
com ambas as extremidades em S somem o maior peso.

Diferentes versoes/variagoes do PCMPA tém sido estudadas, originando di-
versas nomenclaturas, como mostra a Tabela 17. Elas se diferenciam pela restricao de
cardinalidade (no méaximo ou exatamente m vértices sao desejados), pelo dominio dos
pesos associados as arestas (reais, inteiros ou bindarios) e pela possibilidade do grafo ser
ou nao completo. Esse tltimo ponto, porém, costuma ser tratado adicionando as ares-
tas inexistentes com custos apropriados, de modo a gerar uma instancia equivalente num

grafo completo.

Tabela 17: Versoes do PCMPA

Nomeclatura S| pesos Referéncia
Maximum Edge-Weighted Clique <m €R  Macambira e Souza (2000)
Maximum Edge-Weighted Subgraph Macambira (2002)

Heaviest Subgraph Problem Billionnet (2005)

Maximum Diversity Problem(MDP) m Ry Marti, Gallego, e Duarte (2010)
Maxsum, Dispersion Ravi, Rosenkrantz, e Tayi (1994)
Dense m-Subgraph B B Feige, Peleg, e Kortsarz (2001)
Maximum Edge Subgraph -mo€ Bonomo et al. (2009)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir de um modelo quadratico binério, apresentamos cinco formulagoes
para PCMPA, sendo uma linear inteira mista e o restante linear inteira. Todas podem ser
facilmente adaptadas para as variagoes apresentadas na Tabela 17 ou mesmo para o caso
onde pesos também sao considerados nos vértices. As quatro primeiras formulacoes aqui
mostradas sao conhecidas da literatura, sendo trés delas adaptagoes de modelos vistos no
capitulo anterior; a quarta advém da modificacao da restricao de cardinalidade e a tltima

da aplicacao da t-linearizagao ao modelo quadratico.
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5.1 Formulacoes

Seja V(G) = {vy,vs,...,v,} e considere ¢, € R o peso de cada aresta e €
E. Por simplicidade, usamos indistintamente c;; = ¢;; para representar o peso de e =

{vi,v;} € E. A formulagdo quadratica binaria para PCMPA é dada naturalmente por:

n—1 n
(FCAl) maxz Z CijTiZj

i=1 j=i+1

n
s.a E z; < m,
i=1

r; €{0,1}, 1<i<nmn,

onde a variavel binaria z; = 1 se o vértice v, € Sez; =0se v; & S.

Usando procedimentos ja vistos no capitulo anterior, (Kuo, Glover, e Dhir,
1993) propoem duas formulacoes lineares (Fy e F3) para o MDP, que também se aplicam
ao PCMPA com pequenas adaptacoes. As versoes adaptadas serao denominadas FC A,
e F'CAs, respectivamente.

A formulacao (F'CAs) é obtida aplicando-se diretamente a linearizagao classica
a (FCA):

n—1 n
(FCAQ) maxz Z CijYij

i=1 j=i+1

n
s.a E z; < m,
i=1

vij <x;, 1<i<jy<n,

Yy <z, 1<i<j<mn,

vij > v +x;—1, 1<i<j<n,
x e {0,1}", y>0.

Em lugar de variaveis y € RI®l, a formulacio (FCA3) usa uma varidvel u € R™! tal que
U = T Z?:Hl cijrj. Com o intuito de obter tal igualdade, para todo 1 < i < n — 1,
defina

n

Ui = Z max((),cij), U,= Z min(()?Cij)'

Jj=i+1 J=i+1
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Conforme desenvolvimento da Secao 2.2, obtemos entao
n—1
(FCA3) max Z u;
i=1

n
S.ain <m,
i=1
u; < Uz, 1<i<n—1,

n
wi < Y eyry—U(l—mz), 1<i<n—1,
j=i+1

x € {0,1}".

Em Macambira e Souza (2000), os autores usam uma modificagao de (F'CA,),

reescrevendo a restricao de cardinalidade para obter:

n—1 n
(FCA,) maxz Z CijYij

i=1 j=i+1
saY yy—(m—1)z;<0, 1<i<n,
J#1
Vi <X, i <y, Yy >ait+a;—1, 1<i<g<n,
z; €{0,1}, 1 <i<n, y; €{0,1}, 1<i<j<n.

Podemos observar que, em relacao a F'C'A;, o modelo FC' A, acrescenta n(n —
1)/2 novas variaveis e 3n(n — 1)/2 restrigbes, enquanto que o modelo FC A3 acrescenta
n — 1 varidveis e 2(n — 1) restri¢oes. Ja o modelo FFC'A,,, além de adicionar as mesmas
variaveis e restricoes que FC' Ay, também substitui a restri¢do de cardinalidade (que s

envolve z) por n restrigdes (que envolvem z e y).

5.2 Aplicagao da t—Linearizagao ao PCMPA

Denote ™ = max{0,a}, a= = min{0,a}, Va € R, e @ =1 —a, Ya € [0,1]. Seja F(z) a
funcao objetivo de FFC'A;. Temos que

n i1—1 n -1 n t—1
_ _ + -
F(x) = E E CjikiT; = E E CjiiT; + E g CjiTiTj
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 —

1 - — 1 - —
icjia:i(I—J:j)—&-icji(l—xi)zj

= Q(z) + L(z)
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onde
n  i—1 n
Qz) = ZZC;;:L'Z:UJ + ; ZZ — (7T + Tyx),
i=1 j=1 i=1 j=1
n  i—1 n n
OIS 3) SACERAED 35 DITRD D) DTS B BEert s
i=1 j=1 i j<i i g>i i=1 j=1

Logo podemos reescrever F'C'A; como

n n

(z,t) eB" xR, 7; =1—u;, Vje{l,...,n}

e, pelo Teorema 2.5, podemos reescrever (FC'A;), como

™ 1 —
(FCA))f max t + 3 Z Z Cji®i (88)
iEN jEN
58S 53 T Te) F 5 D Doy + 50y)
ZEN m(j)ENY zEN m(3)€Ng
Jj<t J<i
TN T+ DD Tt YT E S V(No, N1) EN(89)
i€N ©(j)EN, 1€EN =(§)€Ng
Jj<i 1<t
Z x; < m, (90)
i=1
(z,t) e B" xR, T, =1—x;, Vje{l,...,n}, (91)
onde S,, e N é o conjunto das permutagoes e das partigoes de {1, ..., n}, respectivamente.

Além disso, caso os custos sejam nao negativos, o modelo pode ser simplificado

para
max ¢t s.a: (90),(91), t < ZZCW(j)W(i)xﬂ(i) Ve S, (92)

i j<i
como visto no capitulo anterior.

Distribuindo os termos da primeira parcela da desigualdade (89), podemos
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reescrevé-la, com uma mudanca na indexacao das variaveis, como:

Z Z Cr(gym(yTr(@) + Z Z“C () (i) T (i) -

1eEN ﬂ(])€N1 w(i)ENy J>1
Jj<i

Similarmente, reorganizando os termos da segunda, terceira e quarta parcelas em (89),

obtemos:

> Z——c ey D e | T+ D Z(“C () +C(m()) L (i)

1€EN \ 7(j)ENg m(§)ENY w(¢)ENg J>1
Jj<i 1<t

Dessa forma, a restricdo (89) evidenciando o coeficiente de cada variavel e seu comple-

mento é:
t < Z Qr (i) Tr (i) + Z (i) Tr(i) T Z 57r (i) Tr() + Z (93)
m(i)€No 1)ENy m(1)EN1 w(i1)ENy
onde
_ L + - ot
()= Z“Cm)w(i) + D e T 5% T Cnlin) Z“C i)
©()E€Ng w(j)ENT j>i m()ENT
J<i 71<1t 7j<i
1 —
— T + _ _ =
Briy =D 5 Crliym(i) T ch(j)m)’ Br(s) = Z Caiiym(i) T Z () (i)
7\'(]:1_)<€1_N0 ﬂ<§><€iNl ‘"(JJ'_)<€1_N1 J>i

5.3 Fortalecimento das Restri¢coes ¢-Linearizadas

A presenca da restrigao de cardinalinade (90) permite fortalecer as restri¢oes ¢-linearizadas.
Quando os custos sao nao negativos, elas podem ser substituidas conforme o Teorema 4.1,
apresentado na Subsecao 4.3, baseado na ideia apresentada em Rodrigues (2010) para o
problema quadratico da mochila. Apresentamos a seguir uma generalizacao desse teo-
rema para custos arbitrarios. Esse resultado compoe um artigo publicado nos anais no
Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional - 2018 (Soares e Campélo, 2018).
Teorema 5.1. Sejai € {1,...,n}, 7 € S, e (Nyg, N1) € N. Defina

Sy = At ymy » (W(G) € Nvyj <d) ouj > i}, Spo = {chpm 7)) € N, j < i},

= I : o = I
Sg(i) = {—§c7r(j)7r(i) () € Ny, j <}, S}r(i) = {_50”( ey - (T(J) € Ni,j <) ou j > i}.

Para k = 1,2, seja s*,.. a soma dos min{m — 1,|S* .|} maiores valores de S* .. e seja
@ S (i) (i)
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b= Z Sa + Z—‘C

1)ENy m(§)ENg
1<t

UDNEFED S
m(i)ENy 7r(J])<€1No

para todo m € S, e todo (Ny, N1) € N, sao vdlidas para (88)-(91).

7T(J (4)

Z 7T(J (4)

J>i

)ENl

Sy @ soma dos min{m, ’5:?(@')’} maiores valores de gﬁ(i). Entao as desigualdades

—i—Zs

GNQ

w(i) + Z S(i) T

100

(94)

Demonstracao. Sejam (z,t) viavel para (88)-(91), m € S, e (Ny,N1) € N. Pelo Teo-

rema 2.5, (x,t) satisfaz

t<Qz
1 g<i 7
I
i J<i
Note que

Z D o) wm>+Z > o

J<i
m(j)ENY

+> Z“C (G)m

<
W(Z)ENQ( J) elNO

ZZcﬂx]xﬁ—ZZ G (T + Tix)

J<t

xﬂ' NTr (i) +ZZ

7r(j 7T(’L
i J<i

(G)m(i)”
7<t
7(j)€Ng

xw () Tr(i) T Z Z——c <G)r

<
T 1)€N1( 7)elN

—l—ZZ— C. J)md) x,r NTr(d) —|—Z Z——c (j)m

7 J<i
m(J)EN

+> Z"C ()=

<z
(e )GN](]])GJ\H

€N i<t
() 7TO(J)ENl

T )xm + ZZ——C

i J<i
7(j)ENg

Tr(j)Tn(i) + Tu(j)Tr(i))-

(4) (i)

(&) Tr(5) T (i)

(&) T (§)Tn(i)

x”(])

(i)

_Z Z 77(] (i) xﬁ(])xﬂ )+ Z ZCTF(] V(i) xﬂ'(])xﬂ'(l)

Tr(JJ)<€ZN1 )GNO 7>t
5D SEIIE TS ob Su =R
(e )eNO(])<eZNo (@) EJ\Q(?)?NO
T Z Z ()@ Tr () T(e) T Z Z Cr(Gym(s) Tr (i) T (i)
7'('(1 €N1]>Z €N0(1)<61N1
+ Z Z__C ()m x” )xﬁ + Z Z 7r(j 7r(z w(5) T (i)
m(§)EN; I<1 7(i)ENgj>i

m(j)EN1
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:Z Z"C ()7 %J>+ZC (i) (@) () +Z Cr(iyn() T +ZC @i Tx(G) | T (i)

77(2')61\/(1) TF(J)<€N0 Tr(J)<€N1 j>i §>i
Tr(i)= J< j<i
1 1 +
+Z Z_ﬁcw(j)ﬂ(z)x” T(i) +Z 2_5 <()w(6) L) T E Tr() | Tr)
m(i)ENg \ ©(J)ENy m(i)EN1 \ 7(§)€ENg 7T(})61\71
avﬂ_(i):O 7<i ”ﬂ(’é):l 7<i 7<i
1 [—
+ Z Z 2 ])W(Z) L (j) + Z 7T(] (%) x”(]) Tr(i)
w(i)EN w(j)EN >
zEr(>7):(1J (—?7')<l ! ] ‘

Como Zj Tr) < m, ha no maximo m — 1 ou m varidveis x,;), j # 4, iguais a 1,
dependendo se z,;) = 1 ou z,;) = 0, respectivamente. Assim, calculando o maximo valor
de cada termo entre parénteses na expressao de Q(z) logo acima, obtemos os coeficientes
da desigualdade (94). Obserque que, em cada um desses termos, todos os coeficientes
sao nao negativos e os conjuntos de indices dos somatorios sao disjuntos (em particular,
os dois ultimos somatoérios do primeiro termo sao indexados por 7 > 4, porém temos
Coiyn(i) = 0 ou C:(j)ﬁ(i) = 0). Dessa forma, o méaximo é obtido fazendo Z.(;) = 1 sempre,
e um subconjunto de até m (se x.;) = 0) ou m — 1 (se x;) = 1) varidveis z,;) = 1,

correspondendo as varidveis com os maiores coeficientes. O

Observe que os coeficientes em (94) sao menores ou iguais aos correspondentes

m (93). Logo, as desigualdades (94) sdo um fortalecimento daquelas em (93).

5.4 Propriedades das Solucées Otimas

Nesta secao, adaptamos e generalizamos para PCMPA os resultados obtidos
para MDP na Secao 4.4 sobre solugoes 6timas. Lembre que, para PCMPA, as solucoes
podem ter cardinalidade menor que m e os custos dos termos quadraticos sao arbitrarios.
Evidentemente, quando esses custos sao nao negativos, podemos sempre nos restringir a
solugoes de cardinalidade m. Similarmente a Secao 4.4, as propriedades aqui derivadas

levam a critérios para fixacao de varidveis e a obtencao de desigualdades validas.

5.4.1 Fixacao de varidveis

Uma solucao parcial para PCMPA é definida de forma idéntica aquela para MDP. Pre-
cisamente, é um vetor n-dimensional z com algumas componentes fixadas em 0, até m
componentes fixadas em 1 e as demais componentes livres. Novamente, dada uma solucao
parcial z, definimos

Wwiz) = {veV:z,=0}

Vi(z) = {veV:z,=1}

Va(z) = V\(Vi(2) U Vo(2))
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Uma solugdo parcial & é descendente de outra solucdo parcial = se Vi(z) O Vi(z) e
Vo(Z) D Vo(Z). Aqui, uma solugdo parcial é completa quando V3(z) = (). Para £ < m,
chamamos de ¢-solu¢ao uma soluc¢ao completa z com |V;(Z)| = ¢. Partindo de uma solugao
parcial Z, podemos obter uma |V;(Z)|-solugdo descendente, simplesmente transferindo os
elementos de V() para Vy(Z).

Como na Se¢ao 4.4, c(a,b) representa o peso da aresta entres os vértices a e b,
ou seja, c(a,b) = cg. Além disso, para d € R, d¥ = max(0,d) e d~ = max(0, d).

Dados um inteiro ¢ < m, uma solugado parcial T e v € V5(Z), denotemos por
Vimax(z v) e ViMin(z, v), respectivamente, os £ — |V1(Z)| — 1 vértices de V5(Z)\{v} com os
maiores e menores valores c(v, w), para w € Vo(z)\{v}. Os potenciais minimo e méaximo
de contribuicao de v € V4(Z), caso seja selecionado para fazer parte de uma ¢-solu¢ao que

descende de z, sao:

C

i@in(ivv) = Z C(U,U))—i— Z C(U7w>7

weVi (T) weVEmin (g v)

Cﬁlax(j7 U) = Z C<U, U}) + Z C(’U, ?,U)
weVi(z) wEVE™aX (3 0)
Adicionalmente, dado u € V(%) \ {v}, seja V.*,(Z) o conjunto com ¢ — |V} (Z)| — 1 vértices

w € Vo(Z)\{u,v} com as maiores diferencgas [c¢(u, w) — c(v,w)] e defina

6. (%) = Z [e(u, w) — c(v,w)] + Z [e(u, w) — c(v,w)].

weVi(z) weVy, (z)

Em particular, note que 6% (z) # 6°,(7).

Usando essas definicoes, derivamos os seguintes critérios para fixacao de va-
ridveis. As demonstracoes serao omitidas porque sao simples adaptacoes das provas das
proposicoes 4.2 e 4.3.

Proposicao 5.1. Sejam T uma solucdo parcial e x* uma melhor (-solucdo, £ < m, que
¢ ‘

descende de Z. Sejam u,v € Vo(Z) tais que €y, (T, 1) < Coin(T,v). Se x} = 0 entdo
zi =0 (ou equivalentemente, se xl, =1 entdo x} =1 ).
Proposicao 5.2. Sejam T uma solucdo parcial e x* uma melhor (-solucdo, £ < m, que
descende de T. Sejam u,v € Vo(Z) tais que &', () < 0. Se x = 0 entdo x} = 0 (ou
equivalentemente Se x¥ =1 entao z} = 1).

Adicionalmente, derivamos critérios de fixacdo de varidveis para ¢-solucoes,

validos para todo valor de ¢ < m. Para isso, definimos:

0% (z) = Z [c(u,w) — c(v,w)] + Z [e(u, w) — c(v,w)]".

weVy(T) weV,m(z)

Observe que apenas as diferencas positivas sao consideradas no segundo somatorio e que
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O (Z) 7 03, (Z)-
Proposicao 5.3. Sejam T uma solucao parcial e x* uma melhor solucao completa que
descende de T. Sejam u,v € Vo(Z) tais que 62 (x) < 0. Se x¥ = 0 entio zX = 0 (ou

equivalentemente Se x} =1 entdo z} =1).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que 2 = 0 e xf = 1. Entado Vi(z*) = Vi(Z) U
{u} UW, onde W C V,(2)\{v,u} e |W| <m — |Vi(Z)| — 1. Note que v ¢ V1(Z). Defina
a solugdo completa z, que também descende de z, tal que Vi(2) = Vi(Z) U {v} U {W}.

Temos que

fa) = f@) = Y clww)— Y e(v,w)

weVy (Z)UW weV1 (Z)uw
< Z[c(uw (v, w) +Z c(u,w) — (v, w)|*
weV1(T) weW
< Z [e(u, w) — c(v,w)] + Z [e(u, w) — c(v,w)]*
weVL(Z) weVii(z)
= 02(z) <0
Temos um absurdo, pois x* é 6timo. O

5.4.2 Restricoes vdlidas

Similarmente & Subsecao 4.4.2, derivamos agora desigualdades validas para f-solucoes

otimas de PCMPA. Dadas uma solugao parcial Z e u,v € V5(Z), como antes definimos:

5uv(57) = Z [e(u,w) — c(v,w)] e

weVy ()

D) =A{c(u,v) — c(v,w) : w € Vo(z)\{u,v}}.

Além disso, para k € {0,1,2} e 0 < ¢ < m, seja M%*(Z) a soma dos £ — |V, (Z)| — k menores
valores em D, (%), se |Vo(Z)\{u,v}| > € — |Vi(Z)| — k, e M5 (Z) = oo, caso contrario.

Seja ainda
My, (%) = min{0,, () + M7 (7), uu(2) /2 + Mg (2)/2, 00 (%) + My (2)}.

A generalizacao da Proposicao 4.4, cuja prova segue 0s mesmos argumentos e,
por isso, serd omitida, é dada abaixo.
Proposicao 5.4. Sejam { < m, T uma solu¢io parcial e u,v € Vo(Z). A desigualdade
Sun(2,7) > MY (Z)(1 — 2y +,) € vdlida para as (-solugoes de melhor valor que descendem

de T, onde

dun(2,T) = Z [e(u, w) — c(v,w)] + Z [c(u, w) — (v, w)]Ty. (95)

weV (z) weVz(z)\{u,v}
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Adicionalmente, temos as seguintes desigualdades validas para (-solucoes, para
qualquer ¢ < m.
Proposigdo 5.5. Sejam T uma solugao parcial e u,v € Va(z). A desigualdade 68 (z,T) >

min(8yy (Z), 0ue(Z)/2)(1 — 2y + ) € vdlida para as solugoes completas de melhor valor que

descendem de T, onde

0% (x,7) = Z [e(u, w) — c(v,w)] + Z [c(u,w) — c(v,w)|Tzw.  (96)

weVi (z) weVa(z)\{u,v}

Demonstracao. Seja x uma solucao completa de melhor valor, descendente de . Seja
W = (Vi(x) \ Vi(2)) \ {u,v} C Vo(x) \ {u,v}. Observe que

57591;(1‘7 )= uv(j) + Z [c(u, w) — C(va)]+ > 51tv(j7)-

A validade da desigualdade pode ser verificada, considerando os seguintes casos:
1. Se &y = Zy: 02 (2, %) > 0o (T) > min(0uu(Z), 0u(Z)/2)(1 — 4y + 2);

2. Sex, = 0,2, = 1: 6% (2,Z) > 6,,(Z) = W(l—xﬁ—xv) > min(dyy (%), 0o (%) /2)(1—
Ty + Ty);

3. Se z, = 1,2, = 0 : Obtenha solu¢ao completa z, que também descende de Z, tal
que Vi(2) = (Vi(z)\{u}) U {v}. Note que Vi(z)\{u} = Vi(z) U{w € Vo(z2)\{u,v} :

z, = 1}. Temos que f(x) > f(Z) e, portanto,

0< fla)—f(@) = > cuw)— Y clvw)

weVi(z)\{u} weVi(z)\{u}
= Z [e(u,w) — c(v,w)] + Z [e(u, w) — c(v,w)] Ty,
weVy(T) weVa(Z)\{u,v}
< Z [e(u, w) — c(v,w)] + Z [e(u, w) — c(v,w)] Ty
weV1(T) weVa(Z)\{u,v}
= 02 (z,T).

Logo, 02 (2, Z) > 0 = min(d,,(Z), 0ue(Z)/2) (1 — x4 + ).

5.5 Heuristica Gulosa

A heuristica que propomos depende apenas de uma anéalise gulosa dos custos das arestas.
Inicialmente escolhemos a aresta de maior custo e adicionamos as extremidades ao con-
junto S. Em seguida, iniciamos um processo iterativo para escolher, dentre os vértices
que nao estao em S, aquele que mais tem a contribuir positivamente caso seja adicionado
ao conjunto S. Esse processo é repetido enquanto existirem vértices com contribuicao

positiva, desde que |S| < m. Um pseudocodigo pode ser visto no Algoritmo 6.
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Algoritmo 6: Heuristica gulosa
Entrada: Grafo G = (V, E), m > 2, funcdo de pesos c: £ — R
Saida: SCV, [S|<m
inicio
crjr =max{c; 1 i,j € {1,...,n}}, S {i*, j*}, e V « V\{i*, j*};
melhorValor < 1;
enquanto melhorValor =1 e |S| <m e V' # () faga
melhorValor < 0, maior Potencial < 0 ;
para cada k € V'\S faga
A Z Chi;
i€s
se A, > maior Potencial entao
maior Potencial <+ Ay;
vk
fim
fim
se maior Potencial > 0 entao
S« SU{v}, V'« V'\{v};
melhorValor < 1;
fim
fim
fim
return S;

5.6 Experimentos Computacionais

Apresentamos nesta secao dois experimentos computacionais. No experimento
1, vamos observar a qualidade do limite superior obtido pela t-linearizagao aplicada a
formulagao (FCA;). O limite da t-linearizacao serd comparado com a relaxacao das
formulagoes (FCAsy), (FCA3) e (FCA,,). No experimento 2 iremos avaliar um branch-
and-bound que faz uso das restri¢coes (87), da t-linearizacio com restrigoes fortalecidas
(94), e da heuristica proposta na Subsegao 5.5.

Para isso, utilizamos 60 instancias geradas por Macambira e Souza (2000), a
partir dos parametros k € {1,...,5}, r € (0,1], n € {40,42,44,45,46,48} e m = |n/2].
Elas estao divididas em dois grupos. Cada uma das 30 instancias do primeiro grupo é
gerada a partir de uma das combinagées (n, k), e um valor aleatorio de r, sendo os pesos
das arestas positivos, gerados aleatoriamente no intervalo 1 < ¢;; < 10007"’“(1 < ¢y <
1000). Similarmente, o segundo conjunto compreende 30 instancias, cada uma gerada
a partir de uma combinagao (n, k), e um valor aleatorio r, onde os pesos das arestas
podem ser positivos ou negativos, gerados aleatoriamente no intervalo —1000r% < cij <
10007*(—1000 < ¢;; < 1000). As instancias do primeiro grupo serdo chamadas positivas

e as do segundo grupo, mistas.
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5.6.1 Limate superior

Os resultados do primeiro experimento serao apresentados nesta subsecao. Ele visa avaliar

a qualidade do limite superior LS, obtido quando relaxamos a integralidade das formula-
¢oes FCAy, FCAs, FCA,, e (FCA))}.

Calculamos para cada uma das formulacdes relaxadas o GAP = (£5-9PT

OPT
100), onde LS é o valor da relaxacao e OPT ¢é valor da solugdo 6tima para o problema,

X

disponivel em Macambira e Souza (2000). Determinamos também a quantidade de res-
tricoes da formulagao, Ry, para as formulagoes F'C Ay, FFC Az, FCA,,, e a quantidade de
restricbes IV,, geradas pela formulacdo (FC'A;)] na obtencao de LS.

Para implementar as formulacoes lineares relaxadas, usamos o software co-
mercial IBM/ILOG CPLEX 12.7 integrado com Ambiente de Desenvolvimento Integrado
(IDE - Integrated Development Environment) Code::Blocks utilizando a linguagem C-++.
Os experimentos foram realizados em um processador Intel® Core™ i5 — 4570 com 3.20
GHz, 16 GB RAM e sistema operacional Ubuntu 16.04 LTS.

As tabelas 18 e 19 sumarizam os resultados obtidos por cada formulagao para
as instancias positivas e mistas, respectivamente, onde cada linha, a partir da 3, apresenta
o GAP, Ry e N,, para cada par (n,k). Destacamos em negrito os melhores resultados,
conforme descricao dos experimentos. Com relacao ao conjunto de instancias mistas, os
resultados mostram que a ¢—linearizacao obteve limites mais apertados em comparacao a
FCA,,, FCAy e FCAj3, em todas as combinagoes de (n, k). Ja em relagdo ao conjunto
de instancias com custos positivos, percebe-se uma certa similaridade na qualidade dos
limites gerados por (FCA;)f e FCA,,. E importante notar que usamos as restricoes
fortalecidas em (FC'A;)T, conforme teoremas 4.1 e 5.1.

A Figura 19 mostra dois graficos comparando os gaps médios, para as 5 instan-
cias associadas a um mesmo valor de n, obtidos pelas relaxacoes FFCA,,, FCA,, FC A3
e (FCA;)f. O primeiro grafico refere-se as instancias positivas e o segundo, as mistas.
Eles mostram um comportamento bem parecido dos gaps médios em funcio de n. E tam-
bém percetivel no segundo grafico que a relaxagdo (FCA;)] obteve em média os melhores
limites dentre as relaxacoes testadas nas instancias mistas.

Ja a Figura 20 mostra o comparativo entre a quantidade de restri¢oes de
(FCA,)T e da formulagdo F'C A3, que possui menos restri¢oes dentre as demais. Podemos
observar vantagem para (F'C'A;)7 na geracdo média de restri¢coes das instancias positivas;
por outro lado, nas instancias mistas, a relaxacao (F'C'A;)F usou quantidade maior de
restricoes. Esse fato estd diretamente relacionado com a melhor qualidade dos limites
gerados por (F'CA)7.
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Tabela 18 — GAP, R; e N,, obtidos pelas relaxacoes F'CA,,, FCAy, FCA3 e
(FCA;)F nas instancias positivas

n k Positiva FCAn, FCAs FCA3 (FCAy)T
Valor Otimo GAP Ry GAP Ry GAP Ry GAP Nig
40 1 109346 50.69 1599 71.14 1560 71.28 78 55.69 18
2 82451 37.21 1599 48.18 1560 49.63 78 42.95 16
3 68759 43.13 1599 51.55 1560 51.95 78 48.64 15
4 60782 44.85 1599 48.80 1560 50.52 78 46.72 17
5 60513 34.17 1599 36.50 1560 40.92 78 35.39 17
42 1 120299 46.12 1763 71.68 1722 72.00 82 56.67 21
2 87810 44.12 1763 60.03 1722 60.23 82 53.01 18
3 76554 40.72 1763 50.65 1722 54.05 82 46.97 18
4 69482 37.05 1763 41.08 1722 43.16 82 39.22 16
5 67383 35.75 1763 36.99 1722 40.15 82 35.01 20
44 1 136525 45.11 1935 67.70 1892 67.80 86 52.47 22
2 98186 48.18 1935 59.52 1892 60.42 86 53.69 22
3 84675 41.06 1935 48.23 1892 51.18 86 44.40 17
4 75274 42.80 1935 47.29 1892 48.98 86 45.73 15
5 69540 37.54 1935 39.87 1892 42.02 86 38.21 15
45 1 138694 51.42 2044 74.52 1980 74.96 88 56.79 23
2 98321 51.19 2044 62.24 1980 63.26 88 55.27 18
3 82743 44.59 2044 53.25 1980 54.13 88 49.18 17
4 77500 44.30 2044 48.86 1980 50.71 88 45.64 20
5 69563 48.20 2044 49.28 1980 51.25 88 46.35 15
46 1 142985 51.91 2135 72.66 2070 73.38 90 57.79 25
2 108243 47.06 2135 60.80 2070 62.38 90 54.05 22
3 94859 41.20 2135 50.50 2070 52.99 90 46.28 19
4 78747 46.97 2135 51.98 2070 52.97 90 49.03 16
5 72431 47.82 2135 49.03 2070 51.32 90 46.90 16
48 1 163397 49.22 2303 71.38 2256 72.14 94 55.55 24
2 115471 51.43 2303 62.91 2256 64.49 94 55.87 23
3 96666 48.39 2303 53.29 2256 55.15 94 49.07 18
4 88728 43.32 2303 46.16 2256 50.57 94 43.87 20
5 82117 41.66 2303 41.91 2256 44.14 94 39.31 19
Média Geral 44.56  1963.2 54.26  1913.33 55.94  86.33 48.19  18.73

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 19: Comparagdo do GAP médio obtido por FCA,,, FCAs, FCAs ¢

(FCAL)T
Positiva Mista
60 ! ! ! ! ! : 100
-o-FCA;
8- FCA;
7| == (FCA)T
s
g
<
]
40 | | | | |
40 42 44 45 46 48 Média 40 42 44 45 46 48 Média
n n

Fonte: Elaborado pelo autor.



Tabela 19 — GAP, R; e N,, obtidos pelas relaxacoes F'CA,,, FCAy, FCA3z e
(FCA;)7 nas instancias mistas
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n k Mista FCA,, FCA, FCAs (FCAy)T
Valor Otimo GAP Ry GAP Ry GAP Ry GAP Nrg
40 1 70348 84.99 2380 90.10 2340 92.02 78 83.11 310
2 45404 67.21 2380 67.21 2340 73.47 78 52.22 105
3 34091 81.80 2380 81.80 2340 85.60 78 60.12 175
4 27758 78.83 2380 78.83 2340 85.58 78 53.59 154
5 27967 59.09 2380 59.09 2340 67.68 78 32.30 205
42 1 81633 77.68 2625 84.46 2583 87.24 82 74.35 234
2 46828 87.64 2625 87.64 2583 93.73 82 71.50 224
3 36689 78.53 2625 78.53 2583 86.86 82 57.52 161
4 35987 53.45 2625 53.45 2583 61.67 82 32.96 180
5 35460 48.83 2625 48.83 2583 61.41 82 26.96 288
44 1 90620 77.48 2882 83.42 2838 85.06 86 73.00 328
2 56960 77.48 2882 77.74 2838 81.51 86 63.90 144
3 40697 77.95 2882 77.95 2838 90.10 86 56.44 243
4 32601 86.09 2882 86.09 2838 90.96 86 58.77 229
5 29407 79.22 2882 79.22 2838 85.08 86 52.29 204
45 1 102295 68.57 3015 77.76 2970 82.15 88 67.88 132
2 55103 91.78 3015 87.52 2970 92.24 88 75.27 117
3 43914 69.43 3015 67.37 2970 76.74 88 53.85 115
4 33990 83.37 3015 81.55 2970 90.80 88 61.72 126
5 30974 91.04 3015 88.63 2970 95.35 88 69.60 155
46 1 99550 76.07 3151 82.78 3105 84.95 920 73.34 678
2 58361 88.15 3151 88.58 3105 95.49 920 73.99 185
3 43915 89.28 3151 89.28 3105 100.15 920 68.46 155
4 32968 96.21 3151 96.21 3105 101.88 90 71.19 126
5 31000 85.30 3151 85.30 3105 95.46 920 59.21 187
48 1 113478 76.05 3432 85.17 3384 87.60 94 74.08 549
2 61768 95.93 3432 96.33 3384 98.39 94 81.57 220
3 45941 82.52 3432 82.52 3384 93.62 94 62.70 148
4 36903 85.03 3432 85.03 3384 96.29 94 60.67 206
5 31351 95.39 3432 95.39 3384 111.10 94 67.19 165
Média Geral 79.68  2941.2 80.79 2870 87.67 86.33 62.33 214.93

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.6.2

Figura 20: Comparagao do N,, médio obtido por (FCA;)f e FCA3
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Um algoritmo branch and bound

Média

A correlacao direta entre os resultados sobre fixacao de variaveis e desigualdades validas

apresentados na Secao 5.4 e os correspondentes na Se¢ao 4.4 sugere uma adaptacao, para

o problema PCMPA, do método exato proposto na Subsecao 4.6.2 para o PDM, conside-
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rando agora coeficientes arbitrarios no termo quadrético e m como limite superior para a
cardinalidade do conjunto desejado. Uma dificuldade, porém, surge quando pretendemos
usar as desigualdades derivadas nas proposicoes 5.4 e 5.5: as primeiras sao validas apenas
para (-solugdes; as segundas sdo initeis na raiz da arvore, pois tornam-se 0% (x,0) > 0,
ja que SW(O) = 0. Em outras termos, ambas podem ser efetivas apenas quando usadas
em conjunto com o particionamento do problema.

Procurando avaliar uma adaptacao mais direta do método exato proposto para
o PDM, vamos considerar o caso do PCMPA em que m é exatamente o tamanho do
subconjunto desejado. Neste caso, as desigualdades validas para as m-solucoes podem
ser usadas no noé raiz. Sendo assim, o método aqui testado é bastante similiar aquele da
Subsecao 4.6.2. No entanto, ele agora engloba os seguintes quatro precedimentos:
1— Conversdo de (FCA;) em (FCA)T;
2— Separacdo das restricoes de (FCA;)T conforme Teorema 2.5, e fortalecimento da
restricao violada segundo Teorema 5.1;
3— Obtenc¢ao de uma solugao viavel z;, (limite inferior) através da heuristica da Segao
5.5, e aplicacao do procedimento de separacao em xj,, para gerar a primeira restricao
fortalecida;
4— Adigao a (FCA,)7 das desigualdades validas 6,,(z,z) > M, (Z)(1 — z, + z,), para
T = 0, gerando assim o modelo (BBCA)T:

(BBCA)] max ¢+ 3 Z Z CjiTi

i€N jEN
1 .
sa <Y s Z_—C Gm) T Z‘gcm)w(i) Tai) + D Sa@Te(i)
l)GNo m(5)ENg 7> Tr(i)ENo

7<i

Z 7r( ) +Z——C (i) (i) + ZS;@E,‘-(Z) Ve Sn,V(No, Nl)E,/\/
)

m(i)eNY 7r(7)61\70 w(1)ENy
> [c(u,w) — (v, )]y > Myu(0)(1 — 2, + ) Y(u,v) e Y(v,u),
weV\{u,v}

in =m, (x,t)eB" xR
i=1

Na verdade, constatamos através de experimentos que as instancias mistas aqui
utilizadas possuem solugao 6tima com exatamente m elementos e, portanto, enquadram-
se dentro do caso de PCMPA que vamos considerar. Verificamos que, nessas instancias,
embora a quantidade de arestas com pesos negativos seja maior que aquela com pesos
positivos, a soma dos pesos destas é maior do que o moédulo da soma dos pesos daquelas.

O modelo (BBCA)T ¢ resolvido pelo algoritmo branch-and-bound padrio. E
importante destacar que o procedimento de separagao ¢ usado dentro do branch-and-

bound sempre que uma solucao inteira é encontrada, ou seja, as restricoes da t-linearizacao
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sao usadas como lazy constraints. Além disso, as restri¢oes t—linearizadas sao adicionadas
localmente.

Nesta se¢ao, comparamos o desempenho do nosso branch and bound, denomi-
nado aqui de (BBC'A)T, com a implementagao das formulagoes FCA,, FCA,,, FCA; e
FC Az, que foram apresentadas na Secao 5.1. Utilizamos a mesma méquina para melhor
comparagao entre os métodos: processador Tntel® Core™ i5—4570 com 3.20 GHz, 16 GB
RAM e sistema operacional Ubuntu 16.04 L'TS. As trés formulagoes, assim como o nosso
método, foram implementados em linguagem C++ e resolvidos pelo software comercial
IBM/ILOG CPLEX 12.7.

Para essa comparacao, utilizamos as instancias positivas e mistas descritas
anteriormente, bem como variacoes dessas instancias, quando consideramos valores de
m € {|[n/4],|n/8]} (além de m = |n/2], como antes). Utilizamos dois parametros de
medicao: o GAP obtido por cada uma das formulacgoes, e o tempo CPU em segundos,
sendo esse ultimo parametro limitando a 1200 segundos de execugao em cada instancia.
Vale lembrar novamente que, no caso de (BBCA)T, o CPLEX desabilita operacoes em
paralelo, devido ao uso de lazy constraints, diferentemente do que ocorre na resolucao das
outras formulagoes.

As tabelas 20 e 21 mostram, a partir da linha 3, o contraste entre o desempenho
das formulagGes para as mesmas instancias usadas na subsegao anterior (m = |n/2]),
onde destacamos em negrito os melhores resultados para cada instancia. Observando o
GAP para as instancias positivas, constatamos que as formulacoes FCA,, FCA,,, FCA,,
FCAs e (BBCA)T determinaram o 6timo em, respectivamente, 70% (21 de 30), 100%(30
de 30), 40%(12 de 30), 60%(18 de 30) e 80%(24 de 30) dos casos. J& para as instancias
mistas, os escores sao 100%(30 de 30), 100%(30 de 30), 100%(30 de 30), 100%(30 de 30) e
83.3%(25 de 30) para as formulagoes FC'A,,, FC Ay, FC A3z e (BBCA)T, respectivamente.
Com relacao ao tempo, podemos observar que a formulacao F'C' A,, utiliza em média menor
tempo nas instancias positivas, enquanto que a formulacao F'C' A, utiliza em média menor
tempo nas instancias mistas.

As figuras 21, 22, 23 e 24 mostram as médias de GAP e CPU, quando variamos
o valor de m € {|n/2],|n/4], |n/8]}, obtidas pelas formula¢oes nas instancias positivas
e mistas. Observa-se que todas as formulagoes, especialmente FCA;, FCA,, FCA;3 e
(BBCA)F, tendem a obter melhores resultados, em todos os cenarios testados, a medida

que o valor de m diminui.
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Tabela 20: GAP e CPU obtidos pelas formulacoes FFC'A,, FCA,,, FCAy, FCA3z e
(BBCA)T nas instancias positivas com m = |[n/2]

n FCA; FCA,, FCA, FCA3 (BBCA)T
GAP  CPU GAP  CPU GAP  CPU GAP  CPU GAP  CPU
40 478 4726.92 0.00  74.78 1431 120155 551  1200.01 0.00  434.30
0.00  149.28 0.00  22.26 0.00  292.78 0.00  34.66 0.00  22.76
0.00  323.02 0.00  50.53 0.00  538.32 0.00  85.09 0.00  144.90
0.00  249.63 0.00  57.40 0.00  406.58 0.00  102.68 0.00  99.83
0.00  34.14 0.00  29.87 0.00  15.26 0.00 5.75 0.00  42.32
42 1051 4572.22 0.00 116.55 16.85  1201.54 7.52  1200.01 0.00  413.27
0.00  2338.10 0.00  113.00 1041 120135 1.66  1200.02 0.00  502.02
0.00  456.28 0.00  63.79 0.00  595.46 0.00  129.12 0.00  135.40
0.00  65.03 0.00  49.54 0.00 161.37 0.00 28.68 0.00  47.25
0.00  47.68 0.00  33.08 0.00  126.60 0.00  6.66 0.00  72.78
44 1197  4586.78 0.00  69.64 17.66  1202.82 7.28  1207.21 0.00  300.74
0.00  3498.12 0.00  181.27 10.00  1201.31 3.76  1200.02 0.00  465.47
0.00  218.72 0.00  70.91 0.93  1200.03 0.00  146.63 0.00  278.61
0.00  326.04 0.00  71.46 0.00  425.58 0.00  214.03 0.00  666.92
0.00  63.19 0.00  57.00 0.00  243.72 0.00 27.26 0.00  77.50
45 13.59  4603.92 0.00 666.72 21.20  1202.06 10.71  1209.62 0.00 1042.57
0.00  4547.60 0.00 198.75 14.55  1200.99 551  1200.02 0.00  1062.58
0.00  894.28 0.00 146.69 550  1200.02 0.00  683.13 0.00  251.04
0.00  318.44 0.00  76.95 0.00  722.29 0.00  267.46 0.00  172.81
0.00  445.35 0.00  70.28 0.00  1030.75 0.00  301.74 0.00  473.44
46 15.91  4610.30 0.00  887.71 22.50  1201.32 1113 1203.85 24.76  1326.03
6.46  4698.54 0.00  284.55 16.38  1202.17 6.59  1206.25 19.94  1315.11
0.00  1980.97 0.00  80.44 4.46  1200.02 0.00  906.42 0.00  827.18
0.00  1353.29 0.00 163.78 773 1201.21 0.00  878.09 12.36  1321.98
0.00  506.31 0.00 119.54 3.68  1200.03 0.00  485.09 11.91  1319.14
48 15.16  4685.40 0.00 986.43 2418 1202.73 11.62  1205.07 27.49  1331.88
10.83  4644.60 0.00 1279.39 20.10  1201.79 9.51  1204.32 21.48  1323.48
6.06  4664.80 0.00 165.81 9.37  1201.79 3.29  1200.03 0.00  870.62
0.00  961.74 0.00  123.49 3.15  1200.02 0.00  468.35 0.00  513.07
0.00  225.77 0.00  63.36 0.00  831.58 0.00  96.40 0.00  701.94
Média  3.17  2026.54 0.00 212.49 743 900.43 2.81  643.45 3.93  585.23

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 21: Gap médio(30 insténcias positivas) obtido pelas formulagoes FFC Ay,
FCA,,, FCAy, FCA3 e (BBCA)T
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 22: Cpu médio(30 instancias positivas) obtido pelas formulagoes FFC Ay,

FCA,,, FCAy, FCA3 e (BBCA)T
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Fonte: Elaborado pelo autor.

m= | n/4]

m= | n/8 |

Tabela 21: GAP e CPU obtidos pelas formulacoes FCA,, FCA,,, FCAy, FCA3z e
(BBCA)T nas instancias mistas com m = [n/2]

n FCA, FCA,, FCA; FCA3 (BBCA)T
GAP  CPU GAP  CPU GAP  CPU GAP  CPU GAP  CPU
40  0.00 58.71 0.00 9171 0.00 132.93 0.00  69.96 0.00 154.94
0.00  13.72 0.00  40.67 0.00  27.60 0.00  3.67 0.00  29.34
0.00  19.02 0.00  57.58 0.00  31.49 0.00  4.42 0.00  126.45
0.00  9.98 0.00  40.73 0.00  26.00 0.00  3.42 0.00  43.51
0.00 293 0.00  16.72 0.00  5.61 0.00  3.03 0.00  17.63
42 0.00 113.05 0.00 119.16 0.00  297.87 0.00 100.70 0.00  293.87
0.00  31.12 0.00  76.87 0.00  65.18 0.00  20.37 0.00  282.70
0.00  16.10 0.00  52.33 0.00  28.15 0.00  4.53 0.00  66.89
0.00  5.00 0.00  28.16 0.00  10.52 0.00  1.94 0.00  21.22
0.00  4.15 0.00 3825 0.00  11.09 0.00  2.27 0.00  45.97
44  0.00 145.77 0.00  154.49 0.00  485.91 0.00  186.38 0.00  433.76
0.00  35.37 0.00  92.49 0.00  63.49 0.00 19.88 0.00  317.41
0.00 21.71 0.00  61.04 0.00  37.49 0.00  7.22 0.00  173.25
0.00  20.86 0.00 5721 0.00  40.65 0.00 13.97 0.00  248.21
0.00  21.13 0.00 6257 0.00  36.64 0.00 7.24 0.00  122.36
45  0.00 160.34 0.00 107.62 0.00  611.68 0.00  152.98 0.00  327.29
0.00  46.89 0.00  127.99 0.00 122.13 0.00  56.29 44.33  1322.54
0.00  19.70 0.00  56.78 0.00  42.24 0.00 3.33 0.00  92.09
0.00  25.60 0.00  73.20 0.00  39.34 0.00  8.59 0.00  110.27
0.00  29.88 0.00  83.67 0.00  59.83 0.00  23.02 0.00  352.82
46 0.00 271.30 0.00 142.96 0.00  703.67 0.00  303.52 39.14  1328.13
0.00  39.23 0.00  149.08 0.00  108.39 0.00  59.31 49.28  1323.86
0.00  30.34 0.00  102.88 0.00  67.58 0.00  46.33 0.00 34851
0.00  34.83 0.00  88.48 0.00  74.83 0.00  26.80 0.00  299.45
0.00 2825 0.00  78.59 0.00  47.17 0.00  7.89 0.00  493.84
48  0.00 890.04 0.00 410.62 0.00 1398.41 0.00  1433.98 52.98  1343.18
0.00 187.55 0.00  305.57 0.00  376.79 0.00  528.58 54.19  1322.48
0.00  32.38 0.00  87.96 0.00  57.35 0.00  28.00 0.00  514.44
0.00  26.84 0.00 8257 0.00  54.64 0.00 13.48 0.00  493.21
0.00  33.22 0.00  109.57 0.00  68.86 0.00  27.05 0.00  660.72
Média  0.00  79.16 0.00  99.91 0.00 171.11 0.00  105.60 7.99  423.67

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 23: Gap médio(30 insténcias mistas) obtido pelas formulagoes FC Ay,
FCA,,, FCAy, FCA3 e (BBCA)T

6 M1§tas

0

m= | n2| m= | /4| m= | 8 |

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 24: Cpu médio(30 instincias mistas) obtido pelas formulagoes FC Ay,
FCA,,, FCAy, FCA3 e (BBCA)T
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.7 Conclusao

Neste capitulo, aplicamos a técnica da t-linearizacao, generalizada no Capitulo 2 para
funcao quadratica com coeficientes arbitrarios, ao problema da clique maxima ponde-
rada em aresta (PCMPA). Mostramos como gerar restri¢oes fortalecidas para o PCMPA,
quando consideramos a restricao de cardinalidade, estendendo e generalizando a técnica
utilizada inicialmente por Rodrigues (2010) no problema da mochila quadratico.

Ficou claro pelos resultados do experimento 1 que a relaxacao linear da t-

linearizacao obteve os melhores limites superiores, porém gerando gaps ainda grandes, em
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todas as instancias mistas. Também nas instancias com custos positivos, essa formulagao
obteve gap médio comparavel ao melhor (de FCA,,), usando o menor nimero de restri-
¢Oes, entre todas as formulacbes. Vale mencionar que, para as instancias mistas, F'C As
usou o menor ntimero de restrigoes, porém resultou no maior gap médio.

No experimento 2, comparamos a capacidade das formulacoes FCA;, FCA,,,
FCAy, FCAz e (BBCA)T de encontrar a solugdo 6tima para o PCMPA em tempo baixo
(limitamos o tempo a 20 minutos). Os resultados mostram que nosso método consegue
ser competitivo e até melhor, em comparacao com as formulacoes FCA;, FCAy e FC As,
para as instancias positivas, a medida que o valor de m diminui. Para as instancias
mistas, o nosso método tende a melhorar & medida que o valor de m diminui, no entanto
sO se torna competitivo para valores pequenos de m. Por outro lado, a formulacao FFC'A,,
obteve vantagem no que diz respeito & quantidade de solucoes 6timas alcancadas e tempo
computacional requerido nos dois tipos de instancias e em todas as variagoes de m.

Ha algumas direcoes de pesquisas futuras, relacionadas a esse contexto. Des-
tacamos duas delas:

1. Efetuar o procedimento de separacao nas restricoes t-linearizadas ja fortalecidas.
Atualmente o procedimento de separacao encontra a restricio mais violada e em
seguida ¢ feito o fortalecimento;

2. Investigar formas eficientes de adicionar as restri¢oes derivadas na Proposicao 5.5
na arvore de enumeracao, aproveitando seu fortalecimento & medida que varidveis
forem fixadas;

3. Implementar um branch and bound /¢-ario, onde o controle de ramificacao seja in-

dependente do solver, para investigar o potencial das restricoes da Proposicao 5.4.
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6 CONCLUSAO

O contetido deste trabalho mostra a utilizacao de diversas técnicas para tratar
problemas de otimizagao, tais como Problema do Corte Maximo(Max-Cut), Problema
da Diversidade Maxima(PDM) e Problema da Clique Maxima Ponderada em Arestas
(PCMPA), que possuem em sua natureza uma formulagdo quadratica 0 — 1. Podemos
entender esta tese como tendo duas partes principais, que se complementam. A primeira
consiste no desenvolvimento tedrico de metodologias aplicadas a problemas quadraticos
bindrios quaisquer, assim como a obtencao de propriedades especificas dos problemas
citados, algumas das quais podendo aumentar a eficacia dessas metodologias. A segunda
parte compreende a proposigao de algoritmos exatos e heuristicas, que tomam por base o
desenvolvimento tedrico realizado na primeira.

Com respeito a parte teodrica, pontuamos as principais contribuicoes. A pri-
meira compreende resultados tedricos relativos a t-linearizacao, tratada no Capitulo 2.
Apresentamos outras demonstracoes para resultados de Rodrigues (2010) e Rodrigues
et al. (2012), mostramos a generalizacao da técnica para o caso em que os custos do pro-
blema sao arbitrarios e mostramos também como gerar restricoes da t-linearizacao mais
fortalecidas, quando o problema possui restricao de cardinalidade.

A segunda contribuicdo estd relacionada ao uso da suavizacao hiperbolica,
abordagem mais comumente empregada a problemas continuos, também tratada no Ca-
pitulo 2. Utilizamos essa técnica no contexto do Max-Cut e mostramos como obter uma
versao suavizada do modelo irrestrito definido sobre variaveis indexadas pelos vértices,
porém fortalecido pelas restricoes triangulares, que sao expressas independentemente em
funcao de variaveis indexadas pelas arestas. Comparamos trés versoes do modelo sua-
vizado, constatando vantagem para a versao que usou as restri¢oes triangulares e um
algoritmo de busca local.

A terceira contribuicdo mostrada nesta tese encontra-se no desenvolvimento
de novas restricoes vélidas para os trés problemas aqui trabalhados. Através de uma
percepcao da funcao objetivo de cada problema, conseguimos derivar propriedades das
solucoes Otimas, depois traduzidas em novas restricoes validas. A validade dessa parte do
trabalho é corroborada pelos desenvolvimentos tedricos e experimentos computacionais
realizados.

A quarta contribuicao desta tese consiste na elaboracao de heuristicas simples e
relativamente rapidas na obtencao de limites. As heuristicas aqui desenvolvidas empregam
procedimentos gulosos na construcao da solucao e, em seguida, efetuam uma busca local,
com intuito de alcancar melhores maximos locais.

A segunda parte desta tese trata da avaliacao do potencial das técnicas e pro-
priedades aqui desenvolvidas para elaboracao de métodos de solucao para os problemas

estudados. Diversos experimentos computacionais foram planejados e executados com
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esse fim. Neles, testamos cada uma das técnicas em separado e comprovamos, através dos
resultados, as melhorias obtidas quando usadas. Fizemos a combinacao dessas técnicas
para construir métodos exatos. Os mesmos foram aplicados ao Max-Cut, PDM e PCMPA.
Testes preliminares, que nao estao nesta tese, mostram que apesar das melhorias alcanca-
das na resolucao exata do Max-Cut com formulagao linearizadas, mais desenvolvimento
deve ser feito para que a programacao linear se equipare a programacao semidefinida no
contexto desse problema. Por outro lado, propomos, a nosso conhecimento, um método
exato para o PDM capaz de fornecer respostas tao boas e até melhores do que o método

de Marti, Gallego, e Duarte (2010) para instancias da literatura.

6.1 Trabalhos Futuros

Além das direcoes de pesquisa ja apontadas no final dos capitulos, que se apresentam
como alternativas ou possiveis melhorias ao que foi aqui proposto, podemos ainda elencar
outras possibilidades de linhas de trabalho dentro do contexto apresentado nesta tese. Por
exemplo, h& outros problemas de dispersao e diversidade que possuem estrutura similar
ao PDM e PCMPA, que parecem candidatos naturais a aplicacao da t-linearizacao que
apresentamos. Por exemplo, o problema da diversidade maxima de grupos. Esse problema
consiste em encontrar uma maneira de particionar um conjunto de n elementos em m
subconjuntos menores, chamados grupos, de modo que a diversidade entre os elementos
em cada grupo seja a maior possivel.

A facilidade que a suavizacao hiperbolica tem para tratar restricoes nao linea-
res abre uma frente de trabalho ampla e ainda pouco explorada em relacao a utilizagao e
tratamento de restricoes quadraticas em problemas binérios. Por exemplo, no problema
do Max-Cut, assim como foi feito com as desigualdades triangulares, podemos penalizar e
suavizar as restri¢oes apresentadas na Subse¢ao 3.2.3 em sua forma quadratica (36)- (37),
sem a necessidade de utilizagao dos parametros M. Imaginamos também a possibilidade
de explorar uma restricao de cardinalidade junto com a t-linearizacao aplicada ao Max-
Cut. Note que podemos sempre admitir que uma das partes do corte tem cardinalidade
no méaximo |n/2]. Podemos considerar estratégias para particionar o problema usando
diferentes limites para tamanhos de uma parte e poder derivar restricoes ¢—linearizadas

mais fortes.
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