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RESUMO

A Anilise Isogeométrica (AIG) é um método numérico que vem recebendo atencdo na ultima
década. A principal proposta da AIG € aproximar, nos sistemas CAE (Computer Aided Engi-
neering), as etapas de modelagem geométrica e de simulacdo numérica. Para essa finalidade,
na AIG, os dois componentes usam as mesmas representacdes geométricas, cComo curvas e
superficies de Bézier, NURBS e T-Splines. Entretanto, em muitas aplicacdes, especialmente no
caso de sistemas CAE baseados no Método dos Elementos Finitos, os modelos utilizados na
andlise numérica nao sdo fornecidos diretamente pelos sistemas CAD, pois apenas a fronteira do
modelo € representada. Assim, uma parametriza¢cdo do interior do modelo deve ser construida
para realizacdo da andlise isogeométrica. As técnicas de parametriza¢do do dominio utilizando
NURBS e T-Splines ndo sdo suficientemente robustas em casos de geometrias complexas, como
em modelos com multiplos furos ou com regides estreitas. Além disto, o uso de modelos com
superficies aparadas apresentam grande complexidade, seja na sua parametrizacao ou quando
sdo empregados diretamente em simula¢des numéricas. Por outro lado, técnicas de geracado de
malhas de alta ordem compostas por tridngulos de Bézier racionais sdo mais robustas nesses
casos. Este trabalho apresenta um algoritmo de geracao de malhas isogeométricas compostas por
triangulos de Bézier racionais de grau arbitrario, e aplica-o em modelos planos representados
por curvas NURBS. O algoritmo é capaz de gerar malhas de boa qualidade mesmo no caso
de modelos com pouca discretizagdo e elevada curvatura. O algoritmo apresenta desempenho
superior em comparacao com outra alternativa da literatura, além de apresentar bom desempenho
em geometrias complexas, e de produzir malhas com qualidade comparaveis as produzidas
via otimizagdo. O algoritmo € generalizado para modelos de superficie no espago 3D, onde a
geometria € dada por superficies NURBS aparadas. Também sao apresentadas técnicas de geracdo
de malhas estruturadas de tridngulos e superficies de Bézier. Além disto, foi desenvolvida uma
formulacdo de elementos de Bézier racionais para andlise de cascas. Os algoritmos desenvolvidos
sdo utilizados em problemas planos de elasticidade e transferéncia de calor, e em problemas de
andlise estatica e de vibragdo livre de cascas, utilizando os elementos desenvolvidos neste traba-
lho. O desempenho dos elementos € estudado em varios exemplos de aplicacdo, demonstrando

sua capacidade de convergéncia com o refinamento do modelo.

Palavras-chave: andlise isogeométrica; geracdo de malhas de alta ordem; tridngulo de Bézier;

superficie de Bézier; superficies aparadas; elemento de casca degenerado.



ABSTRACT

Isogeometric Analysis (IGA) is a numerical method that has been receiving increasing attention
in the last decade. The main goal of IGA is to closely couple geometric modeling with numerical
analysis in Computer-Aided Engineering (CAE) systems. To that end, in IGA both components
use the same geometric representation, e.g., Bézier curves and surfaces, NURBS, and T-Splines.
However, in many cases, especially in CAE systems based on the Finite Element Method, the
geometric representation in a CAD system cannot be directly employed in numerical simulation,
as only the boundary of the geometry is parametrized. In these cases, an interior parametrization
must be constructed before performing isogeometric analysis. The domain parametrization
techniques for NURBS and T-Splines are not enough robust to handle complex geometries, e.g.
geometries with multiple holes and narrow regions. In addition, the use of trimmed surfaces in
IGA has considerable complexity, either in the construction of their parameterization or when
these models are employed directly in numerical simulations. On the other hand, the use of high-
order unstructured mesh generator algorithms to construct domain parametrization is more robust
in these cases. This work presents an algorithm for generation of unstructured geometrically exact
meshes composed of rational Bézier triangles of arbitrary degree and applies it to plane models
described by NURBS curves in a Boundary-Representation (B-Rep) scheme. The proposed
algorithm is capable of generating high quality coarse meshes even when high curvature segments
are considered. The proposed algorithm attains superior performance when compared to a well-
known algorithm in the literature and produces meshes with similar quality in comparison to
meshes obtained through quality optimization. The algorithm is generalized to surface models in
3D, where geometry is given by trimmed NURBS. Structured meshing algorithms for generation
of rational Bézier triangles and quadrilaterals are also presented. Moreover, a shell formulation
based on degenerated solid for rational Bézier elements is presented. The algorithms developed
are used in elasticity and heat transfer problems, and static and free vibration analysis of shells,
using the elements developed in this work. The performance of rational Bézier elements is

assessed in several numerical examples, demonstrating its convergence under mesh refinement.

Keywords: isogeometric analysis; high-order mesh generation; Bézier triangle; Bézier surface;

trimmed surfaces; degenerated shell element.
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1 INTRODUCAO

Simulacdes numéricas sdo importantes em diversas dreas da Engenharia, como nas
industrias Automobilistica, Naval e Aerospacial, além de serem utilizadas em outras areas,
como em animacdes fisicamente realistas. Os sistemas CAE (Computer Aided Engineering),
sdo sistemas que integram simulagdes numéricas a sistemas de modelagem de problemas e
visualizacdo de resultados. Nesses sistemas, a geometria do problema € modelada através de
ferramentas CAD (Computer Aided Design), que sdo programas de computador especializados
no projeto, modificacdo e otimiza¢do de modelos diversos.

Em sistemas CAE baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF), o pre-
processamento da simulacdo consiste nas etapas de modelagem geométrica, geracdo de malha
(ou discretizacao) e definicdo de atributos da simulacdo. Na etapa de geracdo de malha, o
modelo geométrico é representado por uma malha de elementos que define o modelo de andlise.
Caracteristicas da malha, como tamanho, distribui¢io e qualidade dos elementos, influenciam
diretamente na precisdo e custo computacional da simulagdo numérica.

Atualmente o MEF € a op¢ao mais utilizada na anélise de estruturas. Na formulacgdo
1soparamétrica do MEF, tanto os deslocamentos quanto a geometria da estrutura sao aproximados
com o uso de func¢des polinomiaisl. Assim, salvo os casos de geometrias simples, a resposta
do MEF contém tanto erros devido a aproximacao do campo de deslocamentos, quanto devido
a aproximacao da geometria do modelo. Ambos os erros sao reduzidos a medida que a malha
de elementos finitos € refinada, o que pode ser feito aumentando o numero de elementos
(refinamento-4) ou aumentando o grau dos polindmios utilizados (refinamento-p).

Uma alternativa ao MEF convencional é a Andlise Isogeométrica (AIG) 23 A
principal vantagem da AIG ¢é utilizar na andlise numérica as mesmas funcdes utilizadas pelos
sistemas CAD para Modelagem Geométrica, como as B-Splines e as NURBS. Dessa forma,
a geometria do problema & representada de forma exata, independentemente do nivel de dis-
cretizacao considerado, eliminando o erro na representacao da geometria que existe no MEF.
Adicionalmente, B-Splines e NURBS possuem grau de continuidade maior que os normalmente
utilizados no MEF, fazendo com que a AIG convirja mais rapidamente em certos problemas.

A discretizacao do modelo na AIG baseada em NURBS € obtida pela aplicagao de
algoritmos cldssicos de Modelagem Geométrica, eliminando a etapa de geracdo de malha no
processo de andlise estrutural pelo MEF. Assim, o programa de andlise trabalha diretamente com

a geometria exata do modelo e pode gerenciar os procedimentos de discretizacdo, possibilitando
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que andlises adaptativas sejam realizadas automaticamente ou semi-automaticamente, de maneira
mais simples do que € feito no MEF.

Apesar das vantagens da AIG, seu uso na prética € limitado pela forma como a
modelagem da geometria do problema € realizada. Uma exemplo disso € o caso da andlise de
modelos sélidos, onde sdo utilizadas representacdes tridimensionais, como NURBS trivariadas.
Usualmente, os programas CAD representam solidos por meio de suas fronteiras, ou B-Rep
(boundary representation), onde apenas o contorno do modelo € representado. Assim, o modelo
de anélise nao pode ser obtido diretamente do modelo geométrico. O mesmo ocorre no caso de
modelos planos, onde o modelo de andlise € dado por superficies NURBS, mas o problema €
modelado usando curvas NURBS. Outra questdo relevante surge quando se consideram modelos
de superficies aparadas (trimmed surfaces). Neste caso, esquemas especiais de integracdo sao
necessarios devido a complexa descri¢cao da geometria dos modelos®.

Ha trabalhos na literatura que abordam a geracao de modelos NURBS e T-Splines
para geometrias descritas usando B-Rep, tanto em casos 2D quanto em casos 3D. No entanto,
essas abordagens ndo atendem a requisitos importantes5 6 tais como: ser aplicdvel a geometrias
complexas, e.g., objetos com genus arbitrario ou objetos com grande variagdo de tamanho;
ser automatico, ou seja, nao necessitar de interven¢do do usudrio; garantir a representacao
geométrica exata; e fornecer uma parametrizacao adequada para andlise numérica. Os problemas
acima sdo conhecidos na area de analise numérica no contexto do MEF, e sdo resolvidos com o
uso de técnicas de geracdao de malhas.

Desta forma, o uso de malhas ndo estruturadas de tridangulos e tetraedros de Bézier
racionais tem sido explorado como uma alternativa para acoplar a Anélise Isogeométrica e a
representacao de fronteira, onde algoritmos robustos de geracao de malhas de alta ordem sao
empregadoss’ ® Além de garantir a representacdo exata da geometria, o uso desses elementos
permite a aplicacdo de refinamentos /4 e p de modo similar ao realizado na AIG classica baseada

em NURBS.

1.1 Objetivos e Contribuicoes

O presente trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de uma metodo-
logia para andlise isogeométrica baseada em elementos de Bézier, incluindo a geragdo de malhas
de alta ordem e a formulacdo de elementos para andlise de cascas.

Inicialmente, esta tese apresenta um algoritmo para parametrizacdo automdtica de
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modelos planos, descritos por uma B-Rep composta de curvas NURBS, em uma malha de
tridangulos de Bézier racionais de geometria exata e grau arbitrdrio. O algoritmo proposto
respeita a parametrizacdo de contorno do modelo e ndo requer refinamentos adicionais. Este
requerimento € importante tanto quando se deseja manter a compatibilidade implicita das malhas
em modelos com diversas regides, permitindo inclusive que diferentes algoritmos de geracdo de
malha sejam empregados com diferentes elementos (e.g., malhas de quadrildteros e tridangulos de
Bézier) quanto em situagdes que requerem o remalhamento, como em simulacdes de evolugdo
de trincas. Esta caracteristica também € importante para modelos de superficies aparados, onde
a parametrizacdo de duas curvas de aparo (trimming curves), obtidas como resultado de uma
intersecdo entre duas superficies, deve ser compativel para garantir a estanqueidade do modelo.

Além disto, a fun¢do densidade utilizada no algoritmo permite obter boa transi¢ao
em relacdo ao tamanho dos elementos no interior da malha, uma caracteristica importante em
problemas préticos onde ha grande variacdo na discretizacdo de entrada. O algoritmo também
inclui etapas de suavizacao dos elementos de alta ordem, que buscam melhorar a qualidade da
malha e evitar elementos invélidos e distorcidos. Usualmente, as etapas de suavizagao de alta
ordem possuem alto custo computacional, sendo geralmente maior que o custo de geracdo da
malha poligonal. Entretanto, no algoritmo proposto, as etapa de suaviza¢do da malha de alta
ordem sdo realizadas de forma localizada e eficiente, objetivando manter a etapa de geracao de
malhas poligonal como a de custo computacional dominante do algoritmo.

A robustez do algoritmo proposto permite que ele seja aplicado em geometrias
complexas com genus arbitrario ou em objetos com grande variacdo de tamanho. Além disso,
ele apresenta eficdcia e eficiéncia superiores a de outros algoritmos similares existentes na
literatura™ "> 8, Destaca-se, ainda, sua capacidade de gerar malhas de elementos racionais de alta
qualidade, com garantia de geometria exata, o que contrasta com as abordagens tradicionais de

geracdo de elementos de alta ordem no contexto do MEF.

Este trabalho avanca o estado da arte atual sobre parametrizacao planar para AIG
usando Tridngulos de Bézier racionais” > nos seguintes aspectos. Os segmentos curvos sao
considerados na avaliacdo da funcdo de densidade dos elementos usada durante a etapa de malha
linear, em vez de usar segmentos retos. Modifica¢des na topologia sao realizadas para remover
singularidades de elementos de alta ordem. Essas singularidades ocorrem eventualmente quando
um elemento € adjacente a multiplos segmentos curvos de entrada, e requerem a modificagcdo da
topologia da malha para serem removidas. Por fim, uma etapa de suavizagdo de alta ordem ¢é
proposta para evitar elementos invalidos e melhorar a qualidade da malha. Esse procedimento

€ baseado em uma estratégia de deformacao de malhas via andlise elédstica e suaviza¢ao dos
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pesos aplicada a modelos racionais. A aplicacdo dessas etapas em todos os elementos da malha
tem um alto custo computacional. Para evitar isso, essas etapas sdo empregadas localmente em
grupos de elementos disjuntos, mantendo a efici€ncia computacional do algoritmo de geracgao.
N3ao se verificam trabalhos na literatura que tenham proposto uma estratégia de suavizacao
local semelhante que atue nas coordenadas e pesos dos pontos de controle para evitar elementos
invédlidos e melhorar a qualidade dos elementos racionais. De fato, também nao se verifica
uma estratégia semelhante na literatura de geracao de malhas de alta ordem. Este algoritmo foi

publicado no artigo:

Barroso, E. S., Evans, J. A., Cavalcante-Neto, J. B., Vidal, C. A., e Parente, E.,
Jr. (2022). An efficient automatic mesh generation algorithm for planar isoge-
ometric analysis using high-order rational Bézier triangles. Em Engineering
with Computers. https://doi.org/10.1007/s00366-022-01613-w.

A implementacdo do algoritmo proposto estd disponivel no PMGen (Plane Mesh
Generator), um programa de cédigo aberto escrito em linguagem C++ e disponivel em <https:
//github.com/Imcv-ufc/PMGen>. Sua interface grafica de usudrio possui funcionalidades para
modelagem geométrica, discretizacdo de modelos isogeométricos e visualizagdo das malhas
geradas e das métricas de qualidade de elementos discutidas neste trabalho. Além disso, PMGen
¢ capaz de gerar malhas automaticamente usando procedimentos de subdivisdao de curvas mesmo
no caso de geometrias complexas. Assim, PMGen é uma contribuicdo para a comunidade
académica e técnica que pesquisa na drea da AIG. O repositdrio contém todos os arquivos
relacionados aos exemplos bidimensionais apresentados neste trabalho.

A tese também desenvolve uma versao do algoritmo proposto para gera¢ao de malhas
de superficie em superficies aparadas, onde o processo de geracdo da malha ocorre no espago
paramétrico de uma superficie NURBS com curvas de aparo. O algoritmo proposto é capaz de
gerar malhas de alta ordem de elementos superficie em geometrias complexas, de alta curvatura
e regiles estreitas. Finalmente, a tese apresenta algoritmos de geracdo de malhas estruturadas
isogeométricas, possibilitando o uso de elementos quadrilaterais de Bézier racionais na anélise
estrutural de cascas.

Com relacdo a andlise de estruturas, inicialmente foi implementada uma formulacao
isogeométrica baseada em superficies e triangulos de Bézier para andlise de problemas bidimen-
sionais com modelos de estado plano de tensdo. Ressalta-se que tais modelos sdo utilizados na
na etapa de suavizagao de alta ordem dos métodos de geracdao de malhas.

Finalmente, foi desenvolvida uma formulacao isogeométrica para andlise estatica

e de vibragao livre de cascas. A formulacdo € baseada na teoria de Reissner-Mindlin e na


https://github.com/lmcv-ufc/PMGen
https://github.com/lmcv-ufc/PMGen
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abordagem de s6lidos degenerados, onde sdao considerados graus de liberdade de translacao e
rotacao nos pontos de controle do elemento. Assim, uma estratégia para o cdlculo dos vetores
diretores nos pontos de controle € desenvolvida.

As técnicas de geracdo de malhas e as formulacdes isogeométricas desenvolvidas
neste trabalho sdo aplicadas em varios exemplos, onde sdo avaliadas com relacdo a eficécia,

precisdo e eficiéncia.

1.2 Organizacao da Tese

A presente tese estd dividida em 6 capitulos. No Capitulo 2, € realizada uma revisdo
bibliografica na drea de modelagem geométrica, abordando o paradigma de modelagem e
as representacOes de curvas e superficies utilizadas neste trabalho. Também sio abordados
algoritmos relacionados a construcao e modifica¢des de tais representacdes.

No Capitulo 3, sao discutidos os algoritmos de geracdo de malhas de alta ordem
desenvolvidos neste trabalho. Inicialmente, é feita uma revisao bibliogréfica dos algoritmos
classicos de geracao de malhas e dos algoritmos de geragdao de malhas de alta ordem relacionados
a este trabalho. Em seguida, sdo apresentadas as técnicas de geracao de malhas estruturadas e
nao-estruturadas desenvolvidas para problemas planos, assim como as métricas de qualidade
de malhas adotadas no trabalho. A generalizacdo destas técnicas para o caso de superficies
aparadas € apresentada em seguida. Por fim, sdo discutidos métodos de otimizacao de qualidade
da malhas.

No Capitulo 4, sao apresentadas as formulacdes isogeométricas utilizadas para solu-
¢do dos problemas de engenharia tratados neste trabalho. Uma discussao sobre as formulagdes
desenvolvidas neste trabalho e suas particularidades em relagdo a AIG classica € realizada. Em
seguida, € apresentada a formulacao AIG para problemas planos de elasticidade, considerando
modelo de estado plano de tensdes, e do problema de transferéncia de calor. Na sequéncia, €
abordado a formulagd@o para andlise estdtica e de vibragdes livres de cascas.

No Capitulo 5, sdo apresentados exemplos de aplicacdo das técnicas de geragao de
malha e de andlise isogeométrica propostas neste trabalho. Inicialmente, sdo avaliadas a eficicia
e eficiéncia do algoritmo proposto para geragdo de malhas planas ndo estruturadas, comparando-o
com alternativas da literatura e com malhas obtidas via otimiza¢do. A versdo do algoritmo para
geracao de malhas de superficies aparadas € avaliada na sequéncia. Em seguida, a precisdo e a

convergéncia dos elementos isogeométricos desenvolvidos neste trabalho sio avaliadas em vérios
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problemas, incluindo benchmarks da literatura e problemas com solucao analitica e manufaturada.
Problemas em dominio de anédlise plano sdo apresentados primeiramente, € na sequéncia, sao
discutidos os exemplos de anélise estdtica e de vibracao livre de casca.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes e os comentdrios finais do trabalho,

bem como as sugestdes para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM GEOMETRICA

A Modelagem Geométrica € uma drea da matemaética aplicada que estuda a descri¢@o
de formas geométricas. Possui importante aplicacdo em sistemas de computacdo grafica, como
em sistemas CAD (Computer Aided Design). Estes sdo programas que auxiliam no projeto,
na modificagc@o e na otimizac¢do de modelos diversos, sendo utilizados em vérias dreas, como
na criacao de filmes de animacdo, em jogos eletronicos, € em projetos de diversos ramos da
engenharia.

Os sistemas CAD utilizam a Modelagem Geométrica como base das representagdes
envolvidas no desenho grafico, tanto para modelos planos quanto para modelos tridimensionais.
Na modelagem de sélidos, uma das representacdes mais usadas por boa parte dos sistemas CAD
¢é a representacdo de fronteira ou B-Rep (Boundary Representation). Nessa representacao, os
objetos sdo representados pelo seu contorno, que consiste em um conjunto fechado de superficies.
No caso de modelos bidimensionais, os modelos B-Rep sdo definidos por um conjunto de
curvas. Vale ressaltar que também existem sistemas graficos baseados em outros paradigmas de
modelagem“, como os modelos de decomposi¢cao espacial12 e os modelos de construgﬁoB.

As representacdes matemadticas utilizadas por sistemas CAD foram desenvolvidas ao
longo do tempo, principalmente no Século XX, com contribui¢des de diversos trabalhos. No area
da modelagem de curvas e superficies de forma livre, destacam-se as representacdes de Bézier'?,
Coons®, B—Splines16, NURBS! e T—Splineslg’ ¥ As superficies de subdivisao sao superficies
suaves geradas a partir de malhas facetadas de tridngulos ou quadrilateros, e sdo empregadas em
vdrias aplicacdes, como, por exemplo, na drea da animacao computadorizadazo’ 2l H4 também
trabalhos relacionados a superficies definidas em dominio triangulares, como os triangulos de
Bézier'* e generalizagdes triangulares de B-Splines 22 Além destas, outras representacdes foram
propostas recentemente, como as LR B-Splines 25,24,25 PHT-Splines 26,27 ¢ THB-Splines 28,29,
Vale destacar que, além de modelar geometrias complexas, como quddricas e superficie cibicas,
tais representacdes também sdo capazes de considerar furos e recortes utilizando curvas de aparo
(trimming curves).

Do ponto de vista de aplicagdes ligadas a engenharia, os sistemas CAD sdo utilizados
em conjunto com sistemas CAE (Computer Aided Engineering), que integram os modeladores
geométricos a métodos computacionais, como o Método dos Elementos Finitos, para realizagao

de simulacdes numéricas. Neste contexto, o sistemas CAD sdo empregados em uma etapa

de pré-processamento, onde a geometria do problema é definida. A modelagem do problema
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também inclui a defini¢do de atributos ligados a aplicacdo numérica e a parametrizacdo do
dominio de anédlise. Esta ultima etapa € realizada por técnicas de geracao de malhas, que s@o
discutidas no Capitulo 3. As demais etapas realizadas nos sistemas CAE sdo o processamento,
onde € realizada a andlise numérica do problema em questdo, e o pds-processamento, onde sao

visualizados os resultados obtidos. A Figura 1 ilustra as etapas descritas.

Figura 1 — Etapas realizadas em uma aplicagdo CAE.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na anélise isogeométrica, busca-se utilizar as mesmas representacdes empregadas
no sistemas CAD em simula¢gdes numéricas, facilitando a integragdo entre a modelagem e a
simulacdo dos problemas. No presente trabalho, foram desenvolvidas ferramentas para anélise
estrutural utilizando formulagdes isogeométricas em problemas onde a geometria € modelada por
superficies planas ou no espaco tridimensional. Logo, destaca-se que os conceitos de modelagem
geométrica descritos neste capitulo sdao aplicados ndo apenas para descricdo geométrica dos
problemas, mas também para definicdo da forma dos elementos finitos utilizados e dos campos

de resposta tratados na simulagdo.
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2.1 Representacoes de curvas e superficies de Bézier

A curva de Bézier foi criada pelo engenheiro francés Paul De Casteljau, quando ainda
era funcionario da Citroén, uma fabricante de automoveis, e foi popularizada pelo engenheiro
francés Pierre Bézier.As primeiras publicacdes sobre essa representacdo foram apresentadas
entre o final da década de 1950 e inicio da década de 1960°* 3!, Embora tenha sido criada para

projeto de automdveis, existem diversas aplicacdes da curva de Bézier em dreas relacionadas a

computacgdo grafica, como em programas de manipulacido de imagens (GIMP3 Ze Photoshop3’3 )e
35
).

programas de desenho vetorial (Inkscape34 e CorelDraw

Figura 2 — Exemplo de curvas de Bézier cubicas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A curva € definida em fun¢do de um conjunto de pontos discretos, denominados
pontos de controle, e sua geometria pode ser facilmente alterada movendo os pontos de controle.
A Figura 2 mostra exemplos de curvas de Bézier ctibicas (linha espessa) com o poligono formado
pelos seus pontos de controle (linha tracejada). E importante notar que apenas os pontos
de controle extremos pertencem a curva. Portanto, os pontos de controle nao sdo pontos de
interpolacdo. Pode-se notar que a curva € tangente ao poligono nas extremidades, possibilitando
que geometrias complexas possam ser obtidas pela unido de varias curvas mantendo a tangente

continua (continuidade C'). A Figura 3 mostra o contorno da letra "g" definido pela fonte

PostScript com detalhes dos pontos de controle das curvas de Bézier utilizadas.
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Figura 3 — Defini¢ao de contorno de fontes utilizando representagao de Bézier.

Fonte: Sederberg (2012).

Uma curva de Bézier de grau p € construida por uma combinagdo linear dos pontos
de controle p;:
p+l
c(§) = Zl Bip(§) pi 2.1)
i=
onde B; ) sdo os polindmios de Bernstein de grau p e & é a coordenada paramétrica. Esta
expressao mostra que cada curva de grau p possui p + 1 pontos de controle. Os polindmios de
Bernstein®® foram estudados por Bernstein para provar o Teorema de Stone-Weierstrass.
Considerando um intervalo paramétrico [0, 1], as fun¢des de base Bernstein podem
ser calculadas pela expresséo37:
Bip(&)=()(1=&P~E, i=0.1,....p

. 2.2)
com (7) = ip—i)!

Outra forma de célculo dos polindmios de Bernstein € através da férmula recursiva’s:
Bip(§)=(1—-E&)Bip—1(&)+EBi1p-1(8) (2.3)

Bip(§)=0 para £<0 ou £>1,e Boo(§)=1

A primeira derivada pode ser calculada por:

%BW(&) = p(Bior p1(8) — Bip_1 () (2.4)

A Figura 4 mostra polindmios de Bernstein de diferentes graus.
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Figura 4 — Polindmios de Bernstein para varios graus.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os polindmios de Bernstein B; ;, possuem importantes propriedades, como indepen-
déncia linear, ndo-negatividade (B; (&) > 0), parti¢do da unidade (i‘,l Bi (&) =1) e simetria
(Bip(§) =Bp—ip(1—&)). Além disso, permitem o controle pseudol—Iocalizado sobre a forma
de curvas e superficies de Bézier. Se um ponto de controle de uma representacio de Bézier
for movido, entdo as mudangas da forma da representagdo ocorrerdo de forma dominante na
vizinhanca deste.

Uma maneira mais eficiente e numericamente estdvel de calcular os pontos da
curva de Bézier do que pela Equacgdo (2.1) € através do algoritmo de de Casteljau 38 Neste

algoritmo, cada segmento do poligono de controle é dividido de acordo com o ponto paramétrico



31

& calculado, sendo tragados novas retas com os pontos obtidos, reduzindo em um o nimero
de retas. O processo € repetido até que apenas uma reta seja desenhada, e o ponto paramétrico
& desta reta resultante € o valor da curva de Bézier. O processo € ilustrado na Figura 5. Uma

abordagem mais detalhada do algoritmo pode ser encontrada na literatura 38,37

Figura 5 — Algoritmo de de Castejau aplicado a curva de Bézier cubica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A subdivisdo € um procedimento que divide uma curva de Bézier em uma sequéncia
de curvas de Bézier de mesmo grau conectadas nos extremos, de modo a preservar a geometria
da curva original, como ilustrado na Figura 6. O procedimento também pode se aplicado em su-

perficies e triangulos de Bézier. Os algoritmos da subdivisdo sdo apresentados na literatura®® 14,

Figura 6 — Subdivisdo aplicada a uma curva de Bézier cubica.

(a) Curva original. (b) Divisdao em duas curvas. (c) Divisdo em trés curvas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A elevagdo de grau € um procedimento que aumenta o grau de uma curva de Bézier,
preservando sua geometria e parametrizacdo. O mesmo procedimento existe também para
superficies e tridngulos de Bézier. A Figura 7 mostra a elevacdo de grau sendo aplicada a uma
curva de Bézier quadrética. Os algoritmos de elevacdo de grau para as curvas, superficies e

triangulos de Bézier sdo detalhados na literatura™® 14,
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Figura 7 — Elevagao de grau aplicada a uma curva de Bézier cubica.

P4 \ 7

P

(a) Curva original p = 3. (b) Elevagao de grau para p =4. (c) Elevacdo de grau para p = 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para a Andlise Isogeométrica, a elevacdo de grau melhora a solu¢do numérica, uma
vez que se utiliza fungdes de forma de ordem maior, enquanto que a subdivisdo melhora a solucao

numérica por aumentar o nimero de fun¢des de aproximacao utilizadas no modelo numérico.
2.1.1 Bézier Racional

Uma das desvantagens da curva de Bézier apresentada anteriormente € que esta nao
€ capaz de representar curvas conicas, como circunferéncias e elipses, de forma exata, pois estas
curvas nao sao descritas por fungdes polinomiais. Contudo, a representacio exata € possivel
utilizando fun¢des racionais. Para este fim s@o acrescentados pesos aos pontos de controle da

curva. Desta forma, a curva de Bézier passa a ser calculada pela expressao:

p+1
L wi Bip(8) pi
=

p+1

X w;B; (&)

=1

c(§)= (2.5)

onde w; € o peso associado a cada ponto de controle p;. O efeito da variagdao do peso pode ser
observado na Figure 8, onde o peso do ponto p, é modificado entre os valores de 0 e 5. Observe
que caso todos os pesos sejam iguais a 1, a equacdo racional se torna igual a equagao tradicional.
Um caso particular interessante de uma curva de Bézier racional € o arco de circunferéncia. Este

pode ser obtido utilizando os pontos de controle e pesos ilustrados na Figura 9.
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Figura 8 — Efeito da variag¢ao do peso.

P4
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9 — Representacdo de um arco de circulo utilizando Bézier Racional.

S g
1
1

p=(-1,1); p3=(0.1);
S--- 5 p, W, = cos(6/2) 1wy =2/2; wy=1;

pyow, =1

p:=(-1,0);
wy=1;
Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.2 Superficies de Bézier

Uma superficie de Bézier construida por produto tensorial € obtida a partir do produto
de dois polindmios de Bernstein univariantes. Considerando uma superficie de Bézier racional
de grau p na dire¢do & e ¢ na diregdo 7, esta pode ser calculada por:

p+1g+1

Y Y wijBip(&)Bjg(n)P;;

i=1 j=1
p+1g+1

421 421 wiiB; ,(8) B; (1)
i=1j=

s(&,n) =

(2.6)

onde B; ,(&) e Bj ,(n) sdo os polindmios de Bernstein univariantes e P é uma matriz de pontos
de controle de tamanho (¢g+ 1) X (p+1).
E importante notar que a Equagio (2.6) considera o caso geral de superficies racionais.

O caso particular de superficies nao-racionais € obtido quando todos os pesos sdo iguais a 1. A
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Figura 10 mostra uma de superficie de Bézier de grau 3 x2.

Figura 10 — Exemplo de superficie Bézier.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Equacdo (2.6) pode ser escrita considerando as bases racionais:
p+1lg+1
s(€,m) =) Y R(&.n)i;Py 2.7)
i=1 j=1

onde R(§,1n);; é a fungdo de base racional associada ao ponto de controle P;;, e dada por:

_Wij Bi (&) Bjq4(n)

R(E,n)ii= , 2.8
e W(&,n) é a fungéo peso:

p+lg+1
W(,n) =Y Y w;B;,(r)B;,(5) (2.9)

i=1 j=1

As derivadas parciais das bases racionais sdo necessarias na formulacao de elementos
isogeométricos, como na montagem da matriz de rigidez em problemas de elasticidade ou da
matriz de condutividade térmica em problemas de transferéncia de calor. As derivadas parciais

de W(&,n) séo expressas por:

%w(g,m = %Bap@ Bjy(m)

i=1 j=1

p+1g+1 0

) (2.10)
%W(ii,n) = z§1 ;El w;s B; (E) %Bj,q(n)
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Assim, as derivadas parciais das fun¢des de base sdo calculadas por:

; WET) e Bip(E) Bigl) — ~eW(ET) BiylE) Bygln)

SR (E M) = wi : :

ag " ; W2E ) o
, WET) BiplE) o Bi(m) ~ - W(E.7) Bip(E) Biq(n)

5 -Rij(§,n) = wij 0 ul

o j W2(En)

2.2 Triangulos de Bézier

Os tridangulos de Bézier sao superficies bivariadas diferentes das superficies de Bézier
construidas por produto tensorial. Nos tridngulos de Bézier, a malha de controle € definida por
uma estrutura triangular, como ilustrado na Figura 11. Os pontos da superficie sdo avaliados em
fungdo de coordenadas baricéntricas A = (41,4, A3). Os pontos t(1,0,0), t(0,1,0), t(0,0,1) da
superficie sdo pontos extremos, vértices do triangulo. As arestas do tridngulo de Bézier definem

curvas de Bézier, portanto os pontos de controle extremos sao interpoladores.

Figura 11 — Triangulo de Bézier cubico.

(0,3,0)
(0,2,1)

(0,1,2)

(0,0,3) (1,0,2) (2,0,1) (3,0,0)
(a) Espagco Cartesi- (b) Espago paramétrico.
ano.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cada ponto de controle possui trés indices ndo negativos, cuja soma € igual ao grau
da superficie. Este indice triplo € apresentado na Figura 11b em azul. Logo, para um ponto p; ji,
os indices i, j, k sdo tais que i + j+ k = p, onde p € o grau da superficie. Uma notag¢do utilizada
por Farin'* abrevia o termo I,j,k parai, e a condi¢do i+ j+k = p para |i| = p. Também sdo
utilizadas as abreviagdes e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1) e 0 = (0,0,0). Assim, o

nimero de pontos de controle N, para uma dada superficie de grau p € dada por:

Nop = &2@”). 2.12)

Uma maneira eficiente de avaliar um tridngulo de Bézier € utilizar o algoritmo de de
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Casteljau, que funciona pela aplicacdo repetida da formula recursiva dada por14:

PY(A) = MBI (M) + bl L () 4+ 43b0 2L (), (2.13)

1+e; 1+ep 1+e3

onde b)(1) = p;. Considerando uma superficie de grau p, o ponto de coordenada baricéntrica A
é calculado por bjj (1) na expressdo recursiva.

Uma maneira alternativa de avaliacdo da superficie € utilizando os polindmios de
Bernstein bivariados (E’f’ ), por, i.e.,
t(A) =Y Bl(A)p. (2.14)

li=p

Nesta equacdo, o somatdrio é definido ao longo de todos os indices i possiveis para o grau p,
sendo o ndmero total de indices dado pela Equacdo (2.12). Pode-se definir um indice Gnico para
cada indice triplo i, j,k, como ilustrado na Figura 11b, em cor preta. Tais indices sdo definidos
priorizando as variagdes dos indices k, j e i, respectivamente, e atribuindo a primeira posi¢cdo ao
ponto po = Pp,0,0 (0 mais a direita). De fato, a numerag¢ao dos pontos de controle € arbitraria,
entretanto, ao utilizar a numeragdo proposta é possivel converter o indice triplo (i, j, k) para o

indice unico a por:
a=p—i—j+1+(p—i+1)(p—i)/2. (2.15)

Assim, pode-se alocar as bases em um vetor de tamanho N, e avaliar a superficie pela expressao:

Nep—1

t(A)= Y Bi(A)pa (2.16)
a=0
Os polindmios bivariados de Bernstein sdo definidos por:

AP Pl sk
B{(A) = Tk AMA AL (2.17)

Além disto, as bases Bf ik satisfazem a recursao:
2

BY(A) = MBY o (M) + B (M) + ABl L (A); il =p, (2.18)

1—e3

que assume 387070 =lei,j,k<0 = Bf’ k= 0. Tal definicdo recursiva € similar ao algoritmo
de de Casteljau para avaliacao dos triangulos de Bézier, que ¢ numericamente estavel 14,39
O conceito de programacdo dindmica é usado na defini¢do de um algoritmo eficiente

para avaliacdo de todas as fungdes de base, de acordo com a Equagdo (2.18), evitando desperdicio
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de recursos. O esquema de indexacdo do array usado para armazenamento das fungdes de base é
o mesmo ilustrado na Figura 11 b. Durante a avalia¢io da base éf .4 08 termos 35:1,]', I éi Jil Lk
e l?f ;,1_1 zeram, respectivamente, quando i =0, j = 0 e k = 0. Esses termos estdo localizados
na i-ésima coluna, onde Ef__l{ ik estd na mesma posicao do elemento atual, e i+ 1, onde f?fj ;,1_1
e 35 J_jl , €stdo a direita do elemento. Assim, para cada grau intermedidrio, avaliar as bases na
ordem reversa (i de 0 para 1, a de N, — 1 para 0) ndo requer o uso de memoria auxiliar. Tais
consideracdes guiam a elaboragdo do algoritmo para avaliagdo das func¢des de base apresentado

na Figura 12. A entrada é o grau do tridngulo p, as coordenada baricéntricas re s (r =& e s =1n),

e a saida s@o as bases armazenadas no array b.

Figura 12 — Cddigo da avaliag@o das funcdes de base do tridngulo de Bézier.

| |Basis(p,r,s,b)

2| {

3 © =1 -1 - s;

4 b[0] = 1;

5 for(int d = 1; d <= p; d++)

6 {

7 n = (d+1)*(d+2)/2;

8

9 // Avaliag8o das bases na coluna i = 0.

10 b[n-d-1] = s * b[n-2*%d-1];
11 for(q = n-d; q < n-1; ++q)

* -

12 blql = s bl[g-d] + t * b[gq-d-1];

13 bln-1] =t * b[n-d-2];

14

15 // Percorre cada coluna 1i.

16 for(q = n-2-d, i = 1; i < d; ++i, --q)
17 {

18 blgql = r * b[q] + t * bl[g-d+i-1];

19 for(j = 1, --q; j < d-i; ++j, --9)
20 blgql = r * bl[q]l] + s * bl[gq-d+i] +
21 t * blgq-d+i-1];

22 blql] = r * bl[q]l + s * bl[q-d+i];

23 }

24 b[0] = r * b[0];

25 }

26 | }

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os polindmios de Bernstein bivariados também possuem as propriedades de inde-
pendéncia linear, ndo-negatividade e particdo de unidade'*.

A primeira derivada parcial dos polindmio de Bernstein bivariados em relacéo a & é
obtida por:
oBY P!

() = hiE =g = BTk - g ).

iljlk!
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Simplificando e colocando p em evidéncia, obtemos:

OB (=D iy (P-D iy s
= (o g mt - U i),

Pode-se verificar que os termos X5 ,k, Elni(1-&—n)k :Bf:ell e %&inj(l —E—
n)k= :Bf_eB. Assim:

2 4
EB”(/I) p(Bl o —B"). (2.19)

De modo anélogo, a primeira derivada parcial em relacdo a 1 € dada por:

—B'A)=pB B . (2.20)

1—e) 1—€3

Logo, as derivadas parciais podem ser calculadas utilizando a Equagdo 2.18 para avaliar os
polindmios Ef 71, e, em seguida, todas as derivadas parciais.

O algoritmo para avaliacdo das primeiras derivadas dos polindmios de Bernstein
bivariados € apresentado na Figure 13, onde as derivadas sdo armazenadas nos arrays dr e ds
(com dr = d& e ds = dn). As mesmas considera¢des usadas para construgio do algoritmo de
avaliacdo das fungdes base sdo usadas neste algoritmo. Vale notar que a mesma memoria usada
para armazenar as derivadas parciais na direcdo s (ds) pode ser usada para armazenar as fungdes

de base b.
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Figura 13 — Cédigo da avaliagdo da primeira derivada dos polindmios de Bernstein bivariados.

| |FirstDerv(p,r,s,dr,ds)

2 1{

3 // Avalia as p-1 fungdes de base.
4 Basis(p-1,r,s,b);

5 n = (p+1)*(p+2)/2;

7 // Avalia as derivadas na coluna i = O.
8 dr [n-p-1] = 0.0;

9 ds[n-p-1] p * b[n-2*%p-17;

10 for(q = n-p; q < n-1; ++q)

11 {

12 dr[q] = -p * blgq-p-11;

13 ds[q]l = p * (bl[g-p]l - blgq-p-11);

14 }

15 dr[n-1] = ds[n-1] = -p * b[n-p-2];

16

17 // Percorre cada coluna i.

18 for(q = n-2-p, i = 1; i < p; ++i, --q)
19 {

20 dr[ql = p * (bl[ql - blg-p+ti-11);

21 ds[q] = -p * blgq-p+i-1];

22 for(j =1, --q; j < (p-1); ++j, --q)
23 {

24 drlq]l = p * (blql] - blg-p+i-1]1);
25 ds[ql = p * (b[g-p+i]l - blg-p+i-11);
26 T

27 dr[q]l = p * blql;

28 ds[q]l] = p * blgq-p+il;

29 }

30 dr[0] = p * b[0];

31 ds[0] = 0;

321}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, é importante notar que tridngulos de Bézier podem representar superfi-
cies de Bézier quadrilaterais de forma exata. Goldman e Filip40 desenvolveram uma férmula
numericamente estdvel para representar uma superficie de Bézier de grau p x ¢ usando dois
tridngulos de Bézier de grau (p+¢). Vale notar que o mesmo se estende para superficies NURBS,

uma vez que estas podem ser representadas por um conjunto de superficies de Bézier®.

2.2.1 Bases racionais

A versao racional do tridngulo de Bézier pode ser obtida considerando pesos em cada

ponto de controle, de modo andlogo as superficies de Bézier racionais. Assim, a base Bernstein
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bivariada racional é definida por:

< Bi(A
RE(A) = ——————— “(A )V : 2.21)
Yailo B‘Z (A)wa
e o tridngulo de Bézier racional € obtido por:
Nep
t(A) =Y RI(A)pa (2.22)
a=0

Os tridngulo de Bézier racionais sdo importantes pois permitem representar quadricas
exatamente, como o octante de uma esfera ilustrado na Figura 14. Pode-se notar que as arestas
curvas do octante sdo quartos de circunferéncia definidas por curvas de Bézier racionais de

quarto grau.

Figura 14 — Um oitavo de uma esfera representado por um tridngulo de Bézier racional quartico.

—=-e
DN

Fonte: Elaborada pelo autor.

As derivadas parciais das bases racionais sao avaliadas utilizando a regra de derivagdo

do quociente:

W(A) D BUA) — W (3) B(A)
iﬁ’p(l)zw 3§ 8?:
&5 a a Wz(l) Y

(2.23)

. d A Jd . N

W(A) = BI(A) — =W () BL()
2R () =g O
an ¢ W2(2) ’
onde W é a fungio peso, dada por:

Nep

W)=Y Bi(A)wa, (2.24)

a=0
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e as derivadas parciais da funcdo peso sdo avaliadas por:

Jd . Nep 9

—WA)= Y ==BL(A)w,,

JE (1) L3z (A)w )
. No g '
%W(A) = ago %Ba (l)wa

Novamente, destaca-se que estas derivadas sdo utilizadas na formulacdo dos elementos isogeo-

métricos tratados neste trabalho.

2.3 B-Splines

O termo spline se refere a uma ferramenta de desenho utilizada antigamente nos
desenhos de pecas mecanicas e nos projetos de embarcagées41. A ferramenta possibilitava, de
maneira prética, o tracado de curvas suaves sobre a prancha de desenho. As B-Splines sdo curvas
capazes de descrever varios segmentos distintos ao longo da mesma representagdo paramétrica.
Esta caracteristica € obtida limitando a atuacao das funcdes base a regides do espaco paramétrico,
conhecidas na literatura como knot spans, que sdo definidas por um vetor de valores paramétricos,
o vetor de knots (a traducdo de knot € nd, termo relacionado aos lagos utilizados por marinheiros,
porém para ndo confundir com os nés de elementos finitos, serd considerado o termo em inglés).
As B-Splines podem descrever qualquer representacdo de Bézier ndo racional. Existem vdrias
aplicagcdes que utilizam B-Splines, como em programas de modelagem tridimensional como
Rhinoceros*?, programas de animag¢do como Maya43 e sistemas CAD como AutoCAD*,

Uma curva B-Spline € construida por uma combinagao linear dos pontos de controle
pi. As fungdes de base N; ,(§) definem os coeficientes de combinagdo linear para cada &, como
mostra a expressao:

n

c(&) =Y Nip(&)p; (2.26)

i=1
onde n é o nimero de fungdes de base B-Splines e p € o grau da curva.

As bases B-Splines requerem um vetor de knots, que consiste num conjunto de
valores paramétricos nao-negativos e nao-decrescentes delimitados ao longo do intervalo pa-
ramétrico [§1,&,4,+1] no qual a curva foi definida. Um vetor de knots é dito uniforme se os
valores paramétricos contidos neste variam segundo um mesmo fator. Por exemplo, os veto-
res £ =10,0,0,1/3,2/3,1,1,1] e £ =[0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4] sdo uniformes, ja os vetores
£ =10,0,0,0.25,0.75,1,1,1] e £ =0,0,0,2,2,3,3,6,6,6,6] ndo séo.
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Considerando o vetor de knots E = [§1,&s, ..., Euq p11], as fungdes de base B-Spline

sao definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor®:

Nio(€) = I, &<E<&in

0, caso contrario

Nip(8) = %Ni,p—l (&) + %Ni—kl,p—l &) (2.27)

Assim, cada base N; , € ndo nula apenas no intervalo paramétrico [&;, i1 p+1].

Considerando um exemplo de uma base quadrética com vetor de knots = = [0,0,0,0.5
,1,1,1], onde as bases estdo apresentadas na Figura 15, observa-se que a fungdo N » contribui ao
longo do intervalo [£1,&4] =[0,0.5]. A Figura 15 também mostra as bases B-Spline quadraticas
considerando um vetor de knots mais discretizado E = [0,0,0,0.5,1,1,1]. Um exemplo similar
mostrando as bases de uma B-Spline cubica esta apresentado na Figura 16. O intervalo de

contribui¢do de cada base mostrada nas duas figuras estdo apresentados na Tabela 1.

Figura 15 — Fungdes base B-Spline quadraticas.

L R 1.0 ——
J — N;» — N
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z A / A = / /y\ Ao
0.4 AN 04 1/ S\
i \ \ \ |/ N
L \ \ |/ \
0.2 0.2 : n \\
L \\ \\ ””’/ \\7
0.0i N \\ 00 /// \», 74,// \\\\
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
g §

(=]

£ =10,0,0,0.5,1,1,1]
Fonte: Elaborada pelo autor.

=1[0,0,0,1/3,2/3,1,1,1]

Pode-se observar nos exemplos que o nimero de bases aumenta a medida que sao
utilizados vetores de knots maiores. O numero de bases n pode ser calculado em func¢ao do

tamanho do vetor de knots (ks) e do grau das bases (p):

n=ks—p—1 (2.28)
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Outra observagdo importante € que o nimero de bases ndo nulas em cada knot span é sempre

igual a p+1. Esta propriedade permite que as B-Splines sejam avaliadas de forma bastante

eficiente.

Figura 16 — Fungoes de base B- Sphne cubica.

1.0 ‘ T 1L.Op——
- N1,3 N4,3 ‘\‘ N[ 3 T N4,3
0.8 — Nis Ns; / 0.8H Nz Ns;
L N N3,3 \ N33 I N63
0.6/ | 0.6 [
Z I \\ T Z \‘\ \ ( / \\‘ ]
0.4 : 0.4 bt/ N
L \\ \\ ’ \\ 1
0.2} / N 02 Y X
\\ /,/ ‘\ // \ 1
/ \ / o\ / \I
> . \ / / \><
0.0 e SR _ ;T 0.0 ,z/< U B R SN
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g g
E = [0,0,0,0,0.5, 1,1,1, 1] B = [0,0,0,0, 1/3,2/3, 1,1,1, 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 1 — Intervalo de contribui¢@o das bases B-Spline para diferentes vetores =.

B-Spline quadritica B-Spline cubica
N> [0,0,0,0.5,1,1,1]  [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1] N;3 [0,0,0,0,0.5,1,1,1,1]  [0,0,0,0,1/3,2/3,1,1,1,1]
Nia [0.0,0.5] [0.00,1/3] N3 [0.0,0.5] [0.00,1/3]
N> [0.0,1.0] [0.00,2/3] N3 [0.0,1.0] [0.00,2/3]
N3» [0.0,1.0] [0.00,1.00] N33 [0.0,1.0] [0.00,1.00]
Nap [0.5,1.0] [1/3,1.00] Naij [0.0,1.0] [0.00,1.00]
Ns» [2/3,1.00] Ns3 [0.5,1.0] [1/3,1.00]
Ne3 [2/3,1.00]

Fonte: Elaborada pelo autor.

As derivadas de primeira ordem das funcdes base podem ser calculadas por:

%Nﬁp(&) 2 Nip-1(&) = g—L——Niv1,p-1(8). (2.29)

§z+p Civp+1—&it1

A expressdo para calculo de derivadas de ordem superior pode ser encontrada na literatura®®.
Os valores paramétricos no interior dos vetores de knots podem aparecer repeti-

damente, sendo o nimero de repeticdes que um dado valor paramétrico &; possui conhecido

como a multiplicidade do knot. Uma das propriedades das B-Splines € possuir continuidade

CP~!. Em caso de algum knot ter multiplicidade m, a continuidade da curva naquela coordenada

paramétrica serd CP~"".
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Uma importante observagio € que caso um knot interno &; possua multiplicidade
igual ao grau da B-Spline (m = p), entdo a curva interpolard um ponto de controle em &;. Se
os knots extremos tiverem esta multiplicidade m = p 4 1, entdo os pontos de controle extremos
serdo interpolados. Por este motivo que a maioria das representacdes B-Splines utilizadas em
Anélise Isogeométrica possuem multiplicidade p 4 1 nos knots extremos, garantindo que os
pontos de controle inicial e final sejam interpolados, como ocorre com as curvas de Bézier. Este
tipo de vetor de knots € conhecido na literatura como open knot vector, ou vetor de knots aberto.

A Figura 17 mostra as fungdes de base quadrética considerando um knot com
multiplicidade 2 no valor paramétrico 0.5. Podemos observar o caréter interpolador da fungao de
base na posi¢ao 0.5 pelo fato de apenas a base N3 > contribuir para o cdlculo da curva definida pela
Equagio (2.26), resultando em ¢(0.5) = p3. A Figura 18 mostra o efeito da considera¢do de um
vetor de knots com multiplicidade m = p em knots internos, comparando duas curvas B-Splines

quadréticas que possuem os mesmos pontos de controle, mas vetores de knots diferentes.

Figura 17 — Fungdes de base B-Spline quadraticas com E = [0,0,0,0.5,0.5,1, 1, 1].

1.0
| \\ N/_] ”’f \\ Nﬁ,_? ‘ss‘ ]
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L \ \ / \ 1
\ / \ /
t X X 1
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[ \ / “‘\ 1
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O 0 e P - — N L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que as bases sdo definidas por partes (piecewise function), pois
uma dada base N;,(§) é nula fora do intervalo [§;, &1 ,11], possibilitando que a influéncia
dos pontos de controle se restrinjam a partes da curva. Matematicamente, diz-se que as bases
B-Spline tem suporte compacto. Esta € uma grande vantagem que a representacdo B-Splines
oferece em relacdo a representacao de Bézier, em que todos os pontos de controle influenciam na

curva.
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Figura 18 — Efeito da multiplicidade em uma B-Spline quadratica.
p>=(0,2) p:=(22) p>=(0,2) p;=(2.2)

[ s
p: =(0,0) P, =(2,0) p:=(0,0) ps=(2,0)
£=10,0,0,1/3,2/3,1,1,1] E =10,0,0,0.50,0.50,1,1,1]
Fonte: Elaborada pelo autor.

As curvas B-Splines podem representar curvas de Bézier caso seja considerado um

unico knot span e as multiplicidades dos knots sejam p + 1:

O mesmo conceito € utilizado no caso de superficies.
As fungdes de base B-Splines N; ,(§) possuem as vdrias propriedades importantes3 8.
* Nao-negatividade: N; ,(&) > 0;
Particdo da unidade: 'fl Nip(§)=1
=

Suporte compacto: Ni;(é) =0 se & estiver fora do intervalo [§;, &y p11];

Dado um knot span [, 1], exatamente p + 1 fungdes de base sdo nao nulas;

Todas as derivadas de N; ,(&) existem no interior dos knot spans. Nos knots as bases sdo

diferencidveis p — m vezes, onde m €é a multiplicidade do knot.
2.3.1 Insercdo de knot e elevacdo de grau

A insercdo de knot e elevacdo do grau sao operagdes realizadas em B-Splines que
alteram a descri¢c@o da curva sem modificar a forma desta. A Insercdo de knot adiciona um novo
valor &; no vetor de knots E, uma nova base N; , ¢ um novo ponto de controle. Para manter a curva
idéntica, alguns dos pontos de controle sdo alterados, como ilustrado na Figura 19. Considerando
um vetor de knots & = [&1,&,..., &4 p+1] € um valor paramétrico a ser inserido E e [E, &l

0s novos pontos de controle p podem ser obtidos em funcao dos pontos de controle antigos p
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pela expressdo:

(

\

P1, l:17
a,-p,--i—(l—oc,-)p,-—l, 1 <i<h, (2.30)
Pr-1 i=h.

onde 4 é o tamanho do novo vetor de pontos de controle p. O termo « € calculado por:

o =

Figura 19 — Exemplo de inser¢do de knot em curva B-Spline (E =2).

;

\

6 i<i<k (2.31)
€i+p_§i
0, P>kt

Ps3

P1=P1

Ps = P7

Ps = Pe Ps P4

Vetor de knots antes = [0,0,0,1,3,4,4,4]
Vetor de knots depois = [0,0,0,1,2,3,4,4,4]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Do ponto de vista de modelagem geométrica, a insercdo de knot permite um controle

local maior da curva. Uma vez que sejam inseridos knots com multiplicidade m = p, a quebra

da continuidade possibilita isolar em intervalos paramétricos as modificacdes provenientes das

alteragcdes de posicdo de alguns pontos de controle da curva, como estd ilustrado na Figura 20.

Do ponto de vista da Andlise [sogeométrica, o insercdo de knot possibilita discretizar o modelo

inserindo um nimero maior de graus de liberdade.
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Figura 20 — Controle local obtido pelo insercao de knots.
p2(0,2) p;(2.2)

.
p:(0,0) p.(2,0)  ps(3,0)

(a) £ =0,0,0,1/3,2/3,1,1,1].

P (.0,2) p3(1,2)  pa(2.2)

Ps (271)

=

S

()
o

N~/

p:1(0,0) Ps(2.0)  p;(3,0)

(b) £ =10,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1].

Fonte: Elaborada pelo autor.

A elevacdo de grau atua nas B-Splines elevando o grau da curva em cada intervalo
paramétrico, mantendo a continuidade original em cada knot. A multiplicidade de cada knot
¢ aumentada em 1, preservando a continuidade original existente nos knots. A Figura 21
mostra o processo de elevacdo de grau sendo aplicado a uma curva B-Spline quadrética com

£ =1[0,0,0,1/3,2/3,1,1,1] com 5 pontos de controle, e passa a ser representada por uma curva

cdbica com E = [0,0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1,1] e 8 pontos de controle.

Figura 21 — Elevacdo de grau aplicada a uma curva B-Spline quadratica.

O Curva original (p = 2) [
Curva ap0s elevagao de grau (p = 3) 4

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.3.2 Extragdo de Bézier

A extragdo de Bézier € um procedimento utilizado para obter os pontos das curvas de
Bézier que representam uma curva B-Spline. Neste procedimento, cada knot span da B-Spline é
representado por uma curva de Bézier. A forma mais simples de realizar a extragdo de Bézier é
aplicando operacdes de inser¢ao de knots até que todos os knots internos da B-Spline tenham
multiplicidade m = p. Também € possivel aplicar multiplicidade m = p + 1, resultando em uma
B-Spline com repeticao de pontos de controle internos>®. A Figura 22 ilustra a aplicagdo da
extracdo de Bézier em uma curva B-Spline ciibica com 4 knot spans. Pode-se observar que as
bases ndo-nulas em cada knot span se tornam iguais aos polindmios de Bernstein apresentados
na Figura 4¢. Os pontos de controle internos interpolados (destacados em vermelho em Figura
22g) sdo pontos de controle compartilhados entre as curvas de Bézier.

A extracdo de Bézier também pode ser usada para relacionar as bases de Bézier, que
sdo iguais para todas as curvas, com as bases B-Spline, que variam conforme a defini¢do do
vetor de knots. A relagdo consiste em uma combinagdo linear e pode ser descrita por uma matriz,
conhecida na literatura como Matriz de Extracao. O uso desta matriz facilita a implementacao
da AIG baseada em NURBS em c6digo de elementos finitos tradicionais, pois nestes as fun¢des
de base sdo iguais para todos os elementos™®. No presente trabalho, a AIG proposta utiliza
elementos baseados em superficies e triangulos de Bézier, ndo sendo necessario o uso da matriz
de extracdo. Por outro lado, a extracdao de Bézier € utilizada nas técnicas de geracao de malhas

apresentadas posteriormente no Capitulo 3.
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Figura 22 — Aplicacdo da extragdo de Bézier em uma curva ciibica com quatro knot spans.

0 1 2
(a) Curva Inicial, £ = [0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4].

(b) Inser¢do de & = 1. (c) Insercao de £ = 1. (d) Insergdo de &€ = 2.
1 4 7 10 13
2 3/ \s 6/ \8 9/ \nn12
(e) Insercdo de E =2. (f) Insercdo de E =3. (g) Insercdo de E =3.

Fonte: Modificado de Borden e colaboradores™.

2.4 NURBS

As B-Splines nao sdo capazes de representar exatamente conicas, como circun-
feréncias ou elipses, uma vez que estas curvas ndo sdo representadas por polindmios. Esta
limitacdo pode ser eliminada utilizando bases racionais, 0 mesmo procedimento realizado para
curvas de Bézier na Secdo 2.1.1. As NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) sao B-Splines

racionais com vetores de knots ndao uniformes. Sdo amplamente utilizadas na atualidade por
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modeladores geométricos em geral. A grande aceitacdo das NURBS na industria de modelagem
computacional se deve as vantagens descritas abaixo™;

* Oferecem uma forma matemadtica capaz de representar tanto modelos matematicos pa-
drao (quédricas, conicas, superficies de revolugdo, ...) quanto modelos de forma livre,
utilizando a mesma base de dados para armazenamento de ambos;

* Uma grande variedade de formas podem ser modeladas alterando os pontos de controle e
pesos do modelo;

* Podem ser avaliadas de forma rdpida e numericamente estavel,

* Transformagdes afins, como translacao, rota¢do, espelhamento e cisalhamento podem ser
aplicadas diretamente nos pontos de controle da NURBS;

* Podem representar outras representacdes paramétricas importantes, como B-Splines, Bé-
zier racionais e ndo-racionais.

As bases racionais requerem que cada ponto de controle tenha um peso, estes alteram

a influéncia de cada ponto de controle sobre NURBS. Uma curva NURBS € expressa por:

i wi Nip(§) pi
e(§) =" (2.32)
)_:1 w; N; (&)

onde w; é o peso associado a cada ponto de controle p;. Uma NURBS descrita no espago R?
é obtida da projecdo de uma B-Spline descrita em R¢*!. Os pontos de projecdo p;’ podem ser

calculados por:

(pi)jwi se j<d+1
@8 (2.33)
Wi se j=d-+1

Uma circunferéncia modelada por uma curva NURBS ¢(€) em R? (x,y) é obtida da projegdo de

uma B-Spline ¢(&)" em R? (x.w,y.w,w) sobre o plano w = 1, como mostra a Figura 23.
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Figura 23 — Curva NURBS ¢(&) em R? sendo obtida da projegio de uma curva B-Spline ¢” (&)
em R3.

~CY©®)

origem ;2

2 2 -2 2

(a) Pontos de controle. (b) Curva.

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante lembrar que os algoritmos de insercdo de knot e elevagdo de grau
podem ser aplicados a NURBS da mesma forma que sao aplicados a B-Splines se forem
aplicados considerando os pontos de controle em R+, A insercdo de knots pode ser aplicada
transformando os pontos de controle em R? para o espaco R4*! (p — p") através da Equacio
(2.33), em seguida aplicando a Equagdo (2.30) para encontrar novos pontos de controle p”, e

finalmente transformado os pontos de volta para o espaco R?:

(P = (P1); j=0,....d (2.34)

Wi

onde W; = (P} )a+1

O mesmo procedimento também € utilizado na aplicagao dos algoritmos de subdivisdo e elevacdo
de grau em curvas, superficies e tridngulos de Bézier racionais.
As fungdes de base NURBS R’,~7 » podem ser escritas em fungdo das bases B-Spline

N; » e dos pesos w; como:

N Np©)w
Ro®) =g o m,Om (23

onde W (&) é a fungio peso, dada por:

M=

W(E) =) N;,(E)w; (2.36)

1

~.
Il

A Figura 24 mostra as fungdes de base racionais R; > € ndo racionais N; >, considerando um

vetor de knots E = [0,0,0,0.5,1,1,1] e pesos w = [1,0.5,0.5, 1], pode-se observar uma pequena
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diferenca nas curvas de cada base. A Figura 25 mostra as curvas de uma semi-circunferéncia

modelada com NURBS e o arco de 180° resultante de B-Spline ndo racional (w = 1).

Figura 24 — Bases NURBS e B-Spline quadraticas com £ = [0,0,0,0.5,1,1,1].

1 Fungdes de base NURBS 1 Fungdes de base B-Spline
09 4 o9t g
08 4 o8t 4
0.7 4 07f E
06 4 06f g
051 4 o5f 4
04 1 o04f i
03} 4 03f g
02 4 02f g
01 4 01f .
0 : ' ' ' ' ' ' 0 : : : ' ' ' ' : '
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
¢ ¢
a) R,-g comw = [1,0.5,0.5,1] b)Ni2 =Rijscomw = [1,1,1,1]

Fonte: Elaborada pelo autor.
E importante ressaltar que as fungdes de base racionais R; »(&) herdam as mesmas
propriedades das fungdes de base B-Spline N; ,(§), descritas na Secdo 2.3.

Figura 25 — Semi circunferéncia construida com NURBS e um arco de 180°construido com
B-Spline.

B-Spline curve
—— NURBS curve

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma superficie NURBS definida por produto tensorial é avaliada pelo produto de

duas func¢des de base univariantes NURBS. Dada uma superficie s definida por uma matriz

de pontos de controle P (n x m), uma NURBS de grau p na direcdo & com vetor de knots

E=1[&1,&1,...,81p+1] e outra NURBS de grau ¢ na direcdo n com vetor de knots 5 =

[M1,M1, - -, Mm+q+1), a superficie pode ser calculada por:

=E Erennr,

onde R(&,n) é a fungdo de base racional bivariada dada por:

5 _ Wij Nip(G) Njg(n)
R(&,M)ij WET) ,

onde W (&,1) é a funcdo peso bivariada:

Z ZWMNA ) N; (1)

i=1j=1

A Figura 26 mostra um jarro modelado por uma superficie NURBS.

Figura 26 — Exemplo de um jarro modelado por uma superficie NURBS.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.5 Superficie de Coons

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Na modelagem de superficies, em muitos casos € mais pratico definir a forma de uma

superficie a partir de curvas de contorno. Existem varias superficies que podem ser definidas

desta forma, algumas alternativas utilizadas neste trabalho sdo apresentadas a seguir.
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Uma ruled surface14 ¢ obtida pela combinagdo linear de duas curvas de contorno:

s"(&,m) =(1-n)ei(S)+nex8) (2.40)

onde ¢; e ¢; sdo as curvas de contorno. O grau de s” em 7 é linear, e em £ é o maior grau das
curvas de contorno. Se ¢; e ¢; forem curvas NURBS de mesmo grau p e vetor de knots E, entdo
s” pode ser representada por uma superficie NURBS de grau p x 1, com vetores de knots & e
2 =[001 1], e os pontos de controle sdo os mesmos das curvas ¢; € ¢;.

15,14

Uma superficie de Coons , ou patch de Coons, é uma superficie que interpola

quatro curvas de contorno, duas em & (¢; € ¢;) € duas em 7 (g € g>), € € dada por:

s“(&,m) =sc(&,m) +s6(&,n) —sm(&,n) (2.41)

onde s € S(; sdo ruled surfaces definidas para os pares de curvas (¢1,¢) € (€1,€2), € Sy € uma

superficie bilinear definida por:

s, m)=0-&)nmo +Enmy+&(1—n)myo+ (1 -E&)(1—n)mgg (2.42)

mgo, Mgy, Mo € M| sdo, respectivamente, os pontos avaliados nas coordenadas paramétricas
(0, 0), (0, 1), (1, 0) e (1, 1), pontos extremos das curvas de contorno. & e 1 sdo definidos no
intervalo paramétrico [0,1], tanto para as superficies quanto para as curvas. Vale notar que sy,
pode ser representada por uma NURBS de grau 1 x 1, vetores de knots E =7 =[001 1], e os
pontos de controle sao os pontos mgg, Mgy, mjg € my;. A Figura 27 mostra uma ruled surface e

uma superficie de Coons.

Figura 27 — Exemplo de superficies construidas a partir das curvas do contorno.

0,1 (1,1

Co cy

g1 82
C1
(0, 0) o (1,0)
(a) Ruled Surface. (b) Superficie de Coons.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se as curvas de contorno forem curvas NURBS com mesmo grau e vetor knots, em

cada par, e seja p o grau das curvas e = o vetor de knots do par de curvas (cy,¢), g 0 grau
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das curvas e 7 o vetor de knots do par de curvas (g;,g>), entdo s pode ser representada por
uma superficie NURBS de grau p x ¢, com vetores de knots E e .7, e pontos de controle sao

definidos por:
P =P. + P, —PY (2.43)

onde P sdo os pontos de controle da superficie s~ apds realizar elevac@o de grau em 1) para o
grau g, Py; sdo os pontos de controle da superficie s;; aps realizar elevagao de grau em & para o
grau p, e PM sdo os pontos de controle da superficie sy; ap6s realizar elevacdo de grau para grau
p % g. Este resultado é obtido diretamente da Equac@o (2.41), uma vez que s;-(§, 1), s;;(§,m) e
sy (&,M) sejam representadas por superficies NURBS de bases idénticas, o que € satisfeito caso
tenham mesmo grau e vetor de knots.

E importante notar que no caso de curvas racionais, a Equacio (2.43) deve ser
aplicada no espaco de projecio R4*! analogamente ao que é feito nos casos da insercdo de knot

e elevagdo de grau.

2.6 Superficies aparadas

A grande maioria das representacdes de superficies utilizadas na modelagem geomé-
trica ndo sdo capazes de representar furos arbitrarios, pois usualmente sdo superficies continuas
em seu dominio. Uma forma de considerar furos € utilizar modelos com multiplas superficies.
Por exemplo, uma chapa quadrada com furo circular pode ser representada por 8 superficies de
Bézier, como ilustrado na Figura 28. A obtenc¢ao do particionamento de regides em sub-regides

continuas € um problema complexo no caso geral, geralmente feito de forma manual pelo usuadrio.

Figura 28 — Placa com furo representado por 8 superficies de Bézier racionais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outra abordagem para o problema € utilizar curvas de aparo (trimming curves). Estas
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curvas sao definidas no espago paramétrico da superficie, e sdo utilizadas para considerar furos e
recortes. A Figura 29 mostra uma superficie com varios furos e recortes gerada utilizando esta
abordagem. Uma das vantagens dessa abordagem € que a descri¢do da superficie original, como
o nimero dos pontos de controle e suas coordenadas cartesianas, permanece inalterada, sendo
trivial a adicao ou remocao de furos na superficie. Além disto, o uso de curvas de aparo, bem
como os algoritmos utilizados para visualizacao e manipulacdo das superficies aparadas, sao

independentes do tipo de superficie paramétrica utilizada®’.

0.6 S‘[ ' ,

Figura 29 — Superficie NURBS com aparos.

(a) Geometria e pontos de controle. (b) Cuvas de aparo no espaco paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O uso de superficies aparadas € a abordagem predominante em sistemas CAD. Na
pratica, as curvas de aparo sdo utilizadas para considerar intersecdo entre objetos, quando por
exemplo, operacdes de subtracdo sdo realizadas. A Figura 30 ilustra uma operagao de subtragao
para modelagem de um toro cortado ao meio. Neste caso especifico, existem duas superficies
aparadas, a do toro, onde metade do modelo € eliminado, e a do plano de corte, com recortes em
formato circular para representar a face plana resultante do modelo.

Neste contexto, as curvas de aparo sdao aproximacdes das curvas de intersecdo e sao
geradas de forma independente para cada superficie. Logo, o modelo resultante pode apresentar
inconformidades, como a presenca de pequenos vazios proximos a regido de intersecdo. Mesmo
que tais inconformidades nao sejam perceptiveis visualmente, ainda assim limitam o uso destes
modelos aparados em simulagdes numéricas, sendo necessdrio o uso de rotinas de corre¢oes e

reparos geométricos durante a etapa de geracdo de malhas*® 47,
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Figura 30 — Operagdo de subtracdo entre um toro e um subespaco definido por um plano.

(a) Modelos do torus e do subespaco plano. (b) Modelo aparado resultante.

Fonte: Modificado de Marussig e Hughes47.

Além disto, as curvas de aparo podem apresentar alta complexidade no espaco
Cartesiano. Suponha que uma curva de aparo cibica c(¢) = (¢3,¢3) seja utilizada em uma
superficie de Bézier cubica s(&, 7). A curva pode ser avaliada no espago Cartesiano por:

p+1lg+1
c(t) =s(e(t)) =s(,) =Y Y Bi, () Bj () P;; (2.44)

i=1 j=1

no somatério, ha termos com multiplicagio de bases ctibicas em & e 1, logo
Bip(§)Big(n) =& n° = () ()} =1 =11 (2.45)

Portanto, a curva resultante apresenta grau 18. Vale notar que a alta complexidade da curva de
aparo acaba limitando sua descri¢do exata no contexto de andlises isogeométricas, sendo adotado
aproximacgdes de menor grau.

Neste trabalho sdo utilizados modelos de superficies aparadas para simulagdo numé-
rica de cascas. As curvas de aparo sdo aproximadas por curvas de Bézier racionais no espago
Cartesiano, permitindo a parametrizacdo do modelo em elementos finitos de tridngulos e superfi-
cies de Bézier. O procedimento para obten¢do das curvas aproximadas € descrito na proxima
secdo. E importante notar que os modelos tratados neste trabalho ndo sdo sélidos, portanto, neste

caso, ndo existe o problema de compatibilidade entre curvas de aparo descrito anteriormente.

2.7 Ajuste de curvas e superficies

O ajuste de curvas e superficies € composto por um conjunto de procedimentos que
calculam uma curva ou superficie de modo a aproximar ou interpolar um conjunto de pontos no
espaco Cartesiano. A regressao linear ¢ um procedimento de ajuste aplicado a modelos lineares,

onde a relacdo entre os parametros do modelo e as respostas pode ser descrita de forma matricial.
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No caso das representacdes de Bézier e B-Splines, deseja-se determinar as coorde-
nadas dos pontos de controle de modo a aproximar uma curva ou superficie a um conjunto de
pontos no espaco. Uma forma simples de obter um modelo linear neste caso € associando, a
cada ponto amostral cartesiano, uma localiza¢do paramétrica especifica na superficie. Assim, a
relac@o entre os pontos de controle e as respostas nas localidades consideradas € linear.

O procedimento € descrito a seguir. Uma curva de Bézier de grau p pode ser escrita

matricialmente por:

c(&)=[Bip(&)...Bpr1,p(E)] | + | =Dp (2.46)

Pp+1

logo, para um conjunto n,, de pontos amostrais p, associados a um conjunto de posicdes

paramétricas (&1, ..., §nsp), chega-se ao seguinte sistema de equagdes:

be, P P
Bémp pp+1 l_)ns p

onde B é a matriz das funcdes de base avaliadas nas posicdes paramétricas das amostras. Se Nsp
for igual ao nimero de pontos de controle da curva considerada, entdo o sistema pode interpolar
os valores amostrais caso det(B) # 0. Se ngp for maior que o nimero de pontos de controle,
entao os pontos amostrais sdo aproximados, e os pontos de controle sdo determinados resolvendo

o sistema do problema de minimos quadradosm:

(B"B)p=(B"p) (2.48)
O procedimento de ajuste € andlogo para superficies e triangulos de Bézier, curvas e
superficies B-Spline. No caso de superficies, as bases devem ser organizadas de forma vetorial,
semelhante ao descrito para tridngulos de Bézier, e a coordenada paramétrica 1) também ¢é
considerada. Nas B-Splines, os vetores de knots também devem ser fornecidos.
Uma variacao importante do problema de ajuste descrito é quando existem pontos
de controle conhecidos, e o ajuste € realizado apenas em um sub-grupo de pontos de controle.

Neste caso, a equacao de ajuste € escrita por:

Bp=p—BexPex (2.49)
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onde p.,; a0 os pontos de controle conhecidos, B, é a matriz das funcdes de base relacionadas
a Pexr, avaliadas nas posicdes paramétricas das amostras. Aqui p e B ndo consideram os pontos
conhecidos. Um caso usual deste versao de ajuste é quando se tem os pontos de controle extremos
de uma representacdo, e se deseja encontrar 0s pontos internos que aproximem uma amostra,
seja em curvas ou superficies.

E importante notar que o procedimento de ajuste também pode ser realizado em
superficies racionais. Em alguns casos, os pontos amostrais sdo obtidos de outras representacdes
racionais, onde a coordenada w é conhecida. Neste caso, ajuste pode ser feito no espago R4*1,
e ao final do procedimento, projetar os pontos de controle obtidos para o espaco R? usando a
Equacao (2.34). Este procedimento pode ser utilizado para implementar todos os algoritmos
de modificacdo de representacdo de curvas e superficies mencionados anteriormente, como
subdivisdo, elevacdo e reducdo de grau, insercdo e eliminacdo de knot.

Por fim, ¢ importante destacar que existem outros procedimentos de ajuste na litera-
tura, como a projecdo de Bézier, onde € feito um ajuste ndo-linear entre diversas representacoes
paramétricas, incluindo NURBS e T—Splines49. Contudo, estes procedimentos ndo serdo conside-

rados neste trabalho.

2.8 Representacio de Fronteira

A representacdo de fronteira € um paradigma de modelagem que consiste em re-
presentar objetos pelo seu contorno. Os modelos B-Rep definem informagdes geométricas,
relacionadas a forma de curvas e superficies, e topoldgicas, relacionadas a conectividade entre
vértices, arestas e faces. Neste trabalho sdo utilizados modelos B-Rep bidimensionais definidos
por um conjunto de curvas NURBS, organizadas em ciclos. Os ciclos sdo agrupados em regioes,
e podem representar tanto o contorno externo de uma regido como furos ou restricdes no interior

desta.



Figura 31 — Placa com furos circulares e restrigoes.

® Vértices da topologia
Geometria do contorno
Geometria das restrigdes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Figura 31 mostra um modelo B-Rep com vdrios furos circulares e restri¢des.

Pode-se notar que uma aresta pode fazer parte de até 2 ciclos, e que a orientacao dos ciclos do

contorno da regido € anti-hordria, enquanto que a orientacdo dos furos € horario. As restricdes

sdo vértices e arestas que nao fazem parte do contorno do modelo, mas s@o impostas durante

o processo de geracdo de malha, garantindo que tais vértices e arestas existam em malhas do

modelo.

Modelos B-Rep com virias regides podem ser utilizados para atribuir propriedades

distintas em cada regido do modelo. Na Figura 32, uma chapa com trés furos ¢ modelada com trés

regides, permitindo que parametros relacionados a simula¢do numérica, como as propriedades

mecanicas dos materiais, sejam atribuidos em partes do modelo de forma distinta. Além disto,

também pode-se utilizar algoritmos de geracdo de malha distintos em cada regido especifica.

Figura 32 — Modelo B-Rep com trés regides.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo topoldgico de uma B-Rep €é uma idealizag¢ao poligonal do objeto, na qual

fica evidente as relacdes de adjacéncia existentes nas entidades topologicas do modelo, que sdao
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vértices, arestas, faces e regides. O modelo geométrico de uma B-Rep consiste na descricao das
formas de cada entidade topoldgica, sendo curvas no caso de arestas, superficies no caso das faces.
Neste trabalho, os vértices de uma aresta do modelo topoldgico coincidem com os pontos de
controle extremos da curva NURBS que descreve a forma da aresta. Desta forma, sdo utilizadas
sempre NURBS com vetor de knots aberto, garantindo pontos de controle interpolados nos
extremos. A Figura 33 apresenta um modelo B-Rep de uma placa com furo circular, mostrando
os modelos topolédgico e geométrico, além da descri¢do detalhada da estrutura de dados do

modelo.

Figura 33 — Modelo B-Rep de uma placa quadrada com furo detalhado.
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(a) Modelo Topoldgico. (b) Modelo Geométrico.

Modelo B-Rep Lista de Vértices Lista de Arestas Geometria das Arestas

Regides: 1 8 <id x y> 8 <id vl v2> 8 <id pEp>

1 10 0 1(1,2) 11([0011]

Contorno: 210 0 2 (2,3) 21[0011]

1245 3 10 10 3 (3,4) 31[0011]

Furos: 1 4 0 10 4 (4,1) 41 [0011]

1 5 2 5 5 (5,6) 52[000111] 28 +V2/2

5876 6 5 8 6 (6,7) 62[000111] 8 8 +V2/2
7 8 5 7 (7,8) 72([000111] 82+V2/2
8 5 2 8 (8,5) 82([000111] 22+V2/2

*p; sdo os pontos de controle internos da curva.
(c) Dados do modelo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A estrutura de dados utilizadas nas B-Reps s@o otimizadas para processar consultas e
modifica¢des nos modelos de forma localizada e eficiente. Normalmente sdo utilizadas estruturas
de dados baseadas em aresta. Estas estruturas sdo caracterizadas por definirem tipos de dados
de arestas com acesso direto, via referéncias ou ponteiros, a vértices, faces e ciclos adjacentes.

11,50

As estruturas mais utilizadas sao as windged-edge e half-edge , llustradas na Figura 34. A

estrutura de dados implementada neste trabalho é baseada em winged-edge.
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Figura 34 — Estrutura da dados baseadas em aresta.

Variaveis associadas a aresta e

vy | Vértice inicial da aresta.

. v, | Vértice final da aresta.
neew 7 Teew f.ew | Face adjacente em sentido anti-horério.
fow | Face adjacente em sentido horério.

Cpeew| Aresta anterior no ciclo da foew-

€neew| Aresta seguinte no ciclo da feew.

Cpew | Aresta anterior no ciclo da fey.

€new | Aresta seguinte no ciclo da fey.
hy | half-edge do ciclo da fcew.

peew, Chnew hy | half-edge do ciclo da fcw.

hy | half-edge anterior de um ciclo.

h, | half-edge seguinte de um ciclo.

(a) Winged-edge. (b) Half-edge.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A B-Rep descrita anteriormente € utilizada para modelagem de geometrias planas.
Neste caso, cada regido possui uma tnica face plana, definida pelos ciclos do contorno externo e
dos furos desta. Na modelagem de cascas tratadas neste trabalho, s@o utilizadas B-Reps similares
as do caso plano, mas com algumas particularidades. A face da regido possui geometria dada
por uma superficie NURBS, que pode considerar inclusive aparos. As curvas de aparo sao
definidas nas arestas dos furos, que resultam em recortes fechados, e nas arestas das restri¢oes,
que definem recortes abertos, como naqueles apresentados na Figura 29.

Assim, cada regido pode ser mapeada para o espago paramétrico da NURBS que
representa sua face, onde os vértices e arestas sdo definidos em coordenadas paramétricas & e
n. Este mapeamento € importante na etapa de geracdo de malhas do modelo, pois permite que
rotinas similares de geracdo de malhas sejam empregadas para ambos os casos de superficies

planas ou no espago 3D.
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3 GERACAO DE MALHAS

Malhas sdo representacdes geométricas que definem um objeto a partir de um
conjunto de formas geométricas simples e conectadas entre si, como segmentos no caso de curvas,
tridngulos e quadrildteros no caso de superficies, tetraedros e hexaedros no caso de sélidos, entre
outros. A Figura 35 mostra exemplos de malhas de varias dimensdes. A descricdo de uma
malha consiste nos vértices, arestas e faces de seu conjunto de elementos. As malhas possuem
importantes aplica¢des, como na defini¢do de modelos numéricos em diversos problemas de

engenharia e na renderizacdo de cendrios em computagdo gréfica.

Figura 35 — Exemplo de malhas em varias dimensdes.

(a) Segmentos conectados. (b) Malha quadrilateral. (c) Malha volumétrica de tetraedros.

Fonte: Modificada de McLaurin e colaboradores”"! (a), Angel5 2 (b) e Engvall e Evans® (c).

Em geral, as representacdes utilizadas na modelagem geométrica dos objetos nao
podem ser usadas diretamente nas aplicacdes. No contexto de sistemas CAE, o modelo B-Rep
nao pode ser empregado diretamente no analisador numérico baseado em MEF. Portanto, é
necessario fazer a parametrizacdo do modelo geométrico em uma malha de elementos finitos,
possibilitando o processamento da simulagdo. Esta parametrizagao € realizada por técnicas de
geracdo de malhas.

Os algoritmos de geracdo de malha vém sendo desenvolvidos ao longo dos anos,
e atingiram alto grau de maturidade em termos de robustez e eficiéncia computacional. Ha
uma grande variedade de algoritmos de geracdo de malhas implementados em programas

53,54, 55, 56 e comerciaiss7’ 58

59, 60

livres , além daqueles que sdo utilizados como componentes de
outras aplicagcdes

Os dados de entrada utilizados por geradores de malhas sd@o usualmente uma discreti-
zagdo inicial do modelo geométrico, como um conjunto segmentos retos ou curvos. A maior
parte dos algoritmos constroem malhas que contém a discretizacdo de entrada. Esta abordagem

facilita a manipula¢do de modelos com multiplas regides, como o apresentado na Figura 32.

Além de organizar os atributos das malhas em suas respectivas regides correspondentes, também
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garantem a compatibilidade entre malhas de diferentes regides, que podem ser geradas conside-
rando algoritmos distintos e tipos de elementos diferentes (como tridngulos e quadrildteros). A
discretizacdo a priori das curvas do modelo pode ser realizada de forma manual, pelo usuério
da aplicacdo, ou automdtica, utilizando algoritmos de subdivisdo de curvas (geracao de malhas
unidimensionais).

Por outro lado, € importante notar que existem algoritmos de geracdo de malhas ditos
automdticos, em que o proprio algoritmo discretiza as curvas do modelo geométrico durante o
processamento da malha. Tais algoritmos ndo consideram uma discretizacdo do contorno de
entrada fixa, e geram malhas para todas as regides do modelo ao mesmo tempoél’ 62 Destaca-se
que o presente trabalho foca no desenvolvimento de algoritmos que garantem a discretizagdo de
entrada fornecida.

As técnicas de geracdo de malha podem ser classificadas em relagcdo a topologia
da malha gerada. Algoritmos estruturados sao aqueles onde hd um padrao claro na topologia
da malha, de modo que a quantidade de elementos da malha, bem como as informagdes de
adjacéncias destes, sdo previamente conhecidas. Estes métodos sdo extremamente eficientes,
e normalmente geram malhas com boa qualidade sem considerar etapas de melhoramento ou
suavizagdo. Entretanto, uma série de restri¢des sdo impostas aos dados de entrada do problema,
limitando sua aplicacdo em caso de geometrias complexas e requerendo maior interagdo para
utilizacdo do algoritmo. E importante notar que existem trabalhos que buscam melhorar a
robustez de tais técnicas através da decomposi¢dao do dominio, permitindo a gera¢do de malhas
estruturadas em cada parti¢dao separadamente63 64

Os algoritmos nao estruturados sdo aqueles onde nao hd padrio claro na topologia da
malha gerada. O processo de geracdo € guiado pela insercdo iterativa de elementos ou pontos no
dominio. Estes algoritmos sdo adequados para geometrias arbitrarias, de qualquer complexidade.
A resolucao das malhas geradas sdo controladas através de fun¢des de densidade de elementos,
que sdo definidas no espago do modelo de diversas formas, como por expressdes matematicas ou
utilizando malhas auxiliares (background meshes)65 . Destacam-se trés categorias importantes
de métodos ndo estruturados: tridngulacdo de Delaunay, decomposicdo espacial e avancgo de
fronteira.

As técnicas de geracdo de Delaunay se baseiam no algoritmo de triangulacdo de
Delaunay (TD), estudado no campo da geometria computacional66. O problema da triangulacao

consiste em determinar um conjunto de tridngulos a partir de um conjunto de pontos no espaco.
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Uma TD se destaca por possuir propriedades geométricas que evitam tridngulos distorcidos.
As técnicas de geracdo de Delaunay utilizam conceitos e algoritmos relacionados a TD no
problema geracdo de malhas. Uma das vantagens desta abordagem € que alguns destes algoritmos
apresentam garantias matemdticas em relagdo a qualidade das malhas geradas67’ 08,69.70 ¢ que
ndo € observado nos outros métodos de geracdo. Contudo, € importante notar que tais garantias
ndo se aplicam no caso algoritmos que respeitam uma discretiza¢dao do contorno de entrada, onde
refinamentos adicionais no contorno do modelo ndo podem ser realizados. Tais refinamentos sao
necessarios para garantir a qualidade da malha no caso geral.

As técnicas de geragdo por decomposicao espacial“’ 72,73, 74,75.76 ¢e paseiam no
refinamento recursivo do espago utilizando arvores de decomposi¢do espacial, como quadtrees e
octrees. Uma arvore € construida na regido delimitada pelo modelo geométrico, e refinada de
acordo com a resolu¢do desejada da malha. As células que estdo no interior do modelo geram
elementos de modo eficiente, aplicando padrdes pré-definidos. A geracdo dos demais elementos

€ mais complexa, e requer célculos geométricos similares aos realizados nas técnicas de avango

de fronteira e Delaunay. A Figura 36 ilustra uma malha gerada por decomposi¢do espacial.

Figura 36 — Exemplo de aplica¢do da técnica de geracdo de malhas via decomposi¢do espacial.

(a) Geometria (Entrada). (b) Quadtree. (c) Malha gerada.

NNZGSViS

(d) Padrdes utilizados na geragao de tridngulos.

Fonte: Modificado de Frey & George65 (a-c) e Cavalcante-Neto e colaboradores”” (d).

As técnicas de avango de fronteira’* ' 7 80: 81

sdo caracterizadas pela geracao
consecutiva de tridngulos a partir de uma aresta base, sendo esta pertencente a uma lista de

arestas de fronteira. Inicialmente, a fronteira é definida pelas arestas pertencentes ao contorno do
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problema, contendo as arestas externas, e pelas arestas pertencentes a furos e restri¢des internas.
O processo de avango consiste na geracao de tridngulos para cada aresta da fronteira. Neste
processo, o triangulo gerado pode incidir em um vértice novo ou um vértice existente da fronteira,
que deve ser atualizada adequadamente ao final de cada insercao de novo elemento. O processo
iterativo cessa quando ndo ha mais arestas na fronteira. A Figura 37 apresenta um exemplo de

aplicacdo desta técnica.

Figura 37 — Exemplo de aplicacdo do algoritmo de avancgo de fronteira.

O O

AN

e

(b) (©)

(d) (e) ()

Fonte: Elaborada pelo autor.

A maioria dos algoritmos de geracdo de malha foi desenvolvida considerando ge-
ometrias poligonais. Entretanto, existem trabalhos que abordam a geracdo de elementos de

82,83, 84

alta ordem, na geragao e adaptacdo de malhas de alta ordem , no estudo de métricas de

qualidade e otimizacdo de malhas 85, 86, 87, 88, 89

, € em problemas envolvendo malhas méveis
9,91 Tridngulos de Bézier quadraticos tém sido usados no contexto de malhas méveis > e em
aplicagdes elastostaticas e elastodinamicas BA geracdo de malhas vélidas de triangulos de
Bézier ndo racionais para dominios planos € apresentada em Mandad e Campen94. E importante
notar que estes algoritmos sdo necessarios no contexto de simulagdes numéricas com elementos
de alta ordem, como nas formulagdes p de elementos finitos™”.

Na andlise isogeométrica, inicialmente buscou-se otimizar as etapas realizadas por

sistemas CAE de modo a eliminar a etapa de geracdo de malhas do processoz’ 3, Isto seria possivel
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se os modelos utilizados na modelagem e simulacio do problema fossem iguais. Entretanto, a
modelagem feita usando B-Reps exige a parametrizacdo do dominio de andlise, o que € dificil de
se obter de forma automaética no caso de geometrias complexas.

Outra questdo relevante surge quando se consideram os modelos aparados. Na
simulacdo de cascas via elementos de superficie, o dominio de andlise é obtido diretamente da
representacdo de superficie utilizada na modelagem, como superficies NURBS*®* ?7. Entretanto,
quando h4 aparos nas superficies, € necessdrio considerar esquemas especiais de integracao dos
elementos na vizinhanga dos aparosgg’ 4. Além disto, é necessdrio considerar pontos de controle
ditos desativados, que ndo influenciam na geometria por terem suas regides de contribuicao
recortadas, e portanto ndo definem graus de liberdade no problema numérico’ %8,

E importante mencionar que os problemas citados sdo recorrentes na 4rea de anélise
numérica no contexto do MEEF, e sdo resolvidos com o uso de técnicas de geracdao de malhas,
que constroem modelos adequados para simulacdo de forma robusta e automatica.

Existem trabalhos recentes abordando a constru¢do de modelos NURBS e T-Splines
para geometrias descritas usando B-Rep, tanto em casos 2D quanto 3D 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106,
Contudo, essas abordagens ndo atendem a requisitos importantes, como discutido por Engvall e
Evans™ ®:

» Ser aplicdvel a geometrias complexas, e.g., objetos com genus arbitrario ou objetos com
grande variacdo de tamanho.

* Ser automadtica, ou seja, nao requerer intervencdo do usuério.

 Garantir a representacdo geométrica exata.

* Fornecer uma parametriza¢ido adequada para andlise numérica.

Desta forma, o uso de tridngulos e tetraedros racionais Bézier para geracao de malhas
isogeométricas ndo estruturadas tem sido explorado como uma alternativa para integrar modelos
B-Rep na AIG, visando atender aos requisitos acima. A geracdo de tridngulos de Bézier de alta
ordem € descrita por Jaxon e Qian’. Uma malha triangular € usada para construir uma rational
Triangular Bézier Spline (rTBS) com alta continuidade e geometria exata. A extensdo deste
trabalho para o caso 3D € apresentada por Xia e Qian48, onde sdo consideradas malhas com
tetraedros de Bézier, e rTBS sdo geradas no caso de superficies aparadas.

A geracdo automadtica de malhas triangulares de Bézier para problemas planos é

estudada por Engvall e Evans®. O artigo foca na reutilizacdo de rotinas existentes de geragcdo de

malhas poligonais para criagio de malhas C? de alta ordem e geometria exata. A extensio dessa
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abordagem para a geracdo de malha de tetraedros, hexaedros, cunhas e piramides de Bézier é
apresentada em outro trabalho®, onde a projecdo Bézier € usada para reconstrucdo de superficies
NURBS e T-Spline usando triangulos ou superficies de Bézier. Os autores também discutem o
uso de elementos superparamétricos capazes de manter a geometria exata, uma caracteristica
relevante, pois ndo ha garantia de que tridngulos de Bézier possam representar exatamente
superficies NURBS e T-Spline de mesmo grau. Os mesmos autores também estudam métricas
de qualidade para tridngulos e tetraedros de Bézier racionais'?” 198,

O algoritmo desenvolvido neste trabalho realiza a parametrizacio do modelo de
andlise para modelos B-Rep planos e modelos de superficies aparadas, construindo malhas
de elementos de superficies e tridngulos de Bézier racionais. Os algoritmos desenvolvidos se
baseiam em varios procedimentos abordados anteriormente na drea de geracao de malhas, que
sao adaptados e modificados afim de construir malhas que, além de preservarem a geometria
do problema, também produzem em elementos de alta ordem com boa qualidade. As malhas

geradas sdo geometricamente exatas no caso plano, e aproximam com precisio a geometria de

superficies aparadas.

3.1 Geracao de malhas unidimensional

A parametrizacdo da entrada é uma etapa de pré-processamento para os algoritmos
conformes, onde a discretizac¢do de entrada é fornecida. Contudo, a qualidade da discretizagao
do contorno afeta diretamente o desempenho do algoritmo de geracdo de malhas aplicado
posteriormente. Portanto, esta etapa deve ser realizada de modo a garantir uma parametrizagao
do contorno adequada no caso de geometrias complexas, com regides com alta curvatura e
regides estreitas.

Diversas abordagens foram proposta na literatura para realizacdo desta etapa no
contexto de geracdo de malhas de elementos finitos'% 1% %5 Neste trabalho, optou-se por
desenvolver novos algoritmos heuristicos simples e eficientes para curvas racionais utilizadas
na andlise isogeométrica. Estes algoritmos, apresentados a seguir, sdo capazes de gerar parame-
trizacdes adequadas do contorno mesmo no caso de geometrias complexas“l. As rotinas sao

disponibilizadas no programa PMGen.
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3.1.1 Discretizacdo uniforme

A discretizagdo uniforme € a forma mais simples de realizar a discretizacao do
contorno. Dado um nimero de divisdes (n,4), o comprimento de discretizagdo de uma curva

paramétrica c(¢) definida no intervalo [4,1,] é dado por:
L, = Arco(ty,tp) / ng, (3.1)

onde o arco da curva € avaliado por:

Ip
Arco(ty,ty) = / |/ (2)] dt. (3.2)

la
A Equacido (3.2) pode ser avaliada numericamente por:

Nins

Arco(ty,ty) = Z I (&)|wid, (3.3)
i=1

onde N;,; é 0 nimero de pontos de integracdo, &; e w; sdo respectivamente os pontos de integra¢do
e o peso associado a cada ponto, e J € o jacobiano da transformacao entre os sistemas onde sdo
definidos os pontos de integragdo e o intervalo [z,,1,] da curva paramétrica ¢(r). Neste trabalho a
quadratura de Gauss € usada para realizar a integracdo dos arcos.

O conjunto de valores paramétricos [f1,...,t,,] que dividem o intervalo [ts,#,] em
segmentos iguais sdo avaliados em sequéncia, usando o algoritmo apresentado no Quadro 1, que
é baseado na busca binaria, com tolerincia 8. Neste trabalho foi adotado 8§ = 1073,

Quadro 1 — Algoritmo para determinacdo da coordenada paramétrica que define um segmento

com o comprimento fornecido.

Entrada: Intervalo [t;,#,], comprimento desejado / e a tolerincia adotada §.
Saida :1, = Arco(ti,tm) =1.

L1
repita
tn (11 +12)/2;
Ly < Arco(ti,ty);
se [ < [, entdo

‘ <1ty
senao

| it
até |l —1,| <Ix9§;
retorna 7,

o o N AR W=

[
>

Fonte: Elaborada pelo autor.

Alternativamente, também € possivel assumir um comprimento desejado L, de

modo que todo o modelo apresente comprimento de aresta similar. Deste modo, o niimero de
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divisdes adotado pela aresta € calculado por:
ng = round(Arco(ty,t) / Lyy)- (3.4)

Critérios de discretizacao baseados na curvatura sdo apresentados em varios trabalhos
12, 110,51 "yma forma de controlar a curvatura das arestas é limitando a razdo entre o arco e a

corda do segmento:

Arco(ty,tp)
———— < AC, 3.5
Corda(ty,ty) — (3.5)

onde AC,, € o limite adotado para razdo arco-corda. A Figura 38 ilustra varios arcos circulares
com diferentes valores de AC,,. Para arcos circulares, o valor da razdo AC,, pode ser calculado

em funcdo do dngulo de curvatura méxima permitido (6,,,y):

Omax
AC,, = ——————. 3.6
" 2 sin(6par/2) (3.6)
Logo,
Arco(ty,tp) 6,nax

. 3.7
Cordalta,ty) = 2 5in(Oar/2) S

Além disto, a curvatura € aproximada pelos vetores tangentes nos pontos extremos do trecho 80,
ta . tb

g '8
|t§| |t§| > €08 B4, (3.8)

onde t; € o vetor tangente calculado em 7, e tg € o vetor tangente calculado em .

Figura 38 — Razao arco/corda de vérios segmentos circulares.

90°
<

609
v

Fonte: Elaborada pelo autor.

As abordagens apresentadas sdo suficientes em varios casos, entretanto, podem
requerer considerdvel intervencdo do usudrio em casos complexos. O algoritmo apresentado
neste trabalho possibilita realizar a discretizagdo do contorno de modelos complexos definindo

apenas trés parametros, conforme discutido na sequéncia.



71
3.1.2 Discretizacdo recursiva

O algoritmo de discretizagdo proposto consiste em realizar subdivisdes recursivas
no modelo. Uma discretizacdo inicial é adotada considerando os knots das curvas NURBS.
E importante notar que todos os pontos de continuidade C° ao longo de cada curva estdo
necessariamente localizados nos knots com multiplicidade p — 1, onde p € o grau da curva. Em
seguida, cada intervalo [¢1,1,] é refinado de acordo com os seguintes critérios:

* Comprimento maximo: O comprimento do arco do segmento € maior que L.

e Curvatura: O angulo de curvatura aproximado é maior que 6,,,, (Equacao (3.8)) ou a
razao entre o comprimento do arco e da corda do segmento é maior que AC,, (Equacao
(3.7)).

* Proximidade: Se ¢ detectada uma regido préxima, pela aplicagdo do procedimento
apresentado na Secdo 3.1.3.

* Variacio do vetor tangente: Se o mddulo do vetor tangente variar excessivamente, COmo
discutido na Secdo 3.1.4.

* Disparidade: Se a metade da maior componente cartesiana do vetor formado pela corda
do segmento for maior que o tamanho da aresta da quadtree apresentada na Secdo 3.1.5,
considerando as células que contenham os pontos extremos e o ponto médio da corda do
segmento.

Se algum dos critérios for satisfeito, o segmento [t;,#;] é dividido no ponto médio ¢, (aplicando
o Algoritmo apresentado na Figura 1), e os dois intervalos ([t1,ty] € [tm,12]) sdo verificados
novamente. A fim de evitar uma discretizagdo excessiva, € adotado um critério de parada caso
Arco(ty,t2) x0.75 < Ly,. Deste modo, trés pardmetros de entrada sdo usados (Lyayxs Omaxs Limin)-

Apos a aplicagdo da discretizagdo recursiva, uma etapa de suavizacao € realizada
para reduzir as diferencas entre o comprimento de arestas vizinhas. Esta etapa € importante para
evitar uma grande variacdo no tamanho de arestas adjacentes, devido ao padrao de subdivisdao
realizado pelo algoritmo recursivo.

Vale ressaltar que o algoritmo proposto pode ser aplicado em um subconjunto de
arestas do modelo, de forma que discretizacdes ja existentes sejam mantidas. Na sequéncia, cada

etapa do algoritmo recursivo € detalhada.
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3.1.3 Detecgdo de regioes proximas

No segmento da curva [t;,1,], trés retas perpendiculares ao segmento so definidas
nos pontos extremos, | € fp, € no ponto t,, que divide o segmento ao meio. As retas t€ém
comprimento igual a Corda(t,t;). O sentido das retas é definido pelos ciclos em que o segmento
¢ adjacente, sendo possivel a aplicacdo do procedimento nos dois sentidos (e.g. arestas internas
representando restricdes). A drea correspondente ao fecho convexo dos pontos extremos das
retas € usado para testar intersecdes com o resto do modelo, exceto no trecho [t1,#,] da curva. A

Figura 39 ilustra a aplicagcdo do procedimento em dois casos.

Figura 39 — Aplicagdo do teste de proximidade.

(a) Definicdo das retas guias. (b) Teste com o feixo convexo.

(c) Refinamento e avaliacdo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O procedimento descrito apresenta repeti¢do infinita quando o modelo possui cantos
com pequenos angulos. Para evitar o problema, sdo definidas retas ortogonais aos pontos
extremos 1, € >, formando um quadrante em cada ponto extremo. E verificado se segmentos
préoximos aos pontos extremos estao situados nestes quadrantes, €, caso estejam, o0 processamento
da proximidade ¢ interrompido. A Figura 40 ilustra um exemplo com tal problema. E importante
notar que os outros critérios de refinamento, como o de comprimento maximo e curvatura, ainda
sdo avaliados e podem refinar o segmento.

E importante ressaltar que uma forma alternativa de realizar a verifica¢io de proximi-
dade é usando o eixo medial do modelo'! 113, Neste trabalho, optou-se por utilizar a estratégia

proposta por ser mais simples em comparacao as alternativas da literatura.
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Figura 40 — Deteccdo de cantos com angulos pequenos. O segmento a direita interrompe a etapa
de proximidade.

- -
e -

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.4 Variagdo do vetor tangente

A parametrizacdo existente nas curvas NURBS utilizadas no modelo afeta direta-
mente a qualidade dos elementos de alta ordem da fronteira. A qualidade da parametrizagao é
avaliada pela razao entre os moédulos minimo (tZ,”") € maximo (tg”“x) do vetor tangente da curva
ao longo do segmento:
e

g

ty (3.9)

O segmento € refinado caso #, < 0.5. Vale notar que tal métrica é semelhante a métrica de

82,114, 115,116,5

qualidade scaled Jacobian usada pra elementos de alta ordem , avaliada por:

. det(]e)mm

Q°f = m (3.10)

onde det(J¢)pnin € det(J¢)qx S30, respectivamente, o menor e maior valor do determinante da
matriz Jacobiana do elemento. Uma grande variagdo de |J¢| prejudica o desempenho do elemento,
mesmo que |J| > 0. A Figura 41 ilustra o efeito que a parametrizagdo de arestas curvas tém sob
a variacgao do determinante da matriz Jacobiana de elementos de alta ordem.

E importante notar que este problema néo ocorre no caso de malhas de elementos
finitos. As arestas curvas dos elementos Lagrangianos de alta ordem aproximam a geometria
do modelo sem herdar sua parametrizacdo. Normalmente, os nds internos destas arestas sao
avaliados de modo que sejam distribuidos uniformemente ao longo da curva no espaco Cartesiano.
Na Figura 42, um elemento finito T6 € construido sobre uma aresta com parametriza¢do ruim.
O no central da aresta base € posicionado na metade do comprimento da curva. Embora a
aresta base apresente parametrizacdo ruim, a aresta Lagrangiana, que € uma aproximacao da
curva do modelo geométrico, apresenta excelente parametriza¢do. Além disto, o elemento finito

construido também possui excelente qualidade.
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Figura 41 — Efeito da parametrizacao de arestas curvas sobre a variacdo do determinante da
matriz Jacobiana em elementos de alta ordem. Os casos (a) e (b) apresentam curvas
com boa parametrizacdo, enquanto que os casos (c) e (d) apresentam curvas com

parametrizacao ruim.

Jacobian Det

+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00
+1.000e+00

o — e — 9@ ——0

(@) t, = 1.00, Q¢ = 1.00

Jacobian Det

+1.350e+00
+1.219e+00
+1.088e+00
+9.563e-01
+8.250e-01
+6.938e-01

+5.625e-01
= +4.313e-01

+3.000e-01

(©) 1, = 0.238, 0¢ = 0.222

Fonte: Elaborada pelo autor.

Jacobian Det

+1.000e+00
+9.589e-01
+9.177e-01
+8.766e-01
+8.354e-01
+7.943e-01
+7.531e-01
+7.126e-01
+6.708e-01

(b) r, =0.950, Q¢ =0.671

Jacobian Det

+2.394e+00
+2.114e+00
+1.834e+00
+1.554e+00
+1.274e+00
+9.938e-01
+7.137e-01
+4.336e-01
+1.536e-01

(d) #, = 0.123, 0° = 0.06

Figura 42 — Elemento finito T6 de boa qualidade construido sobre uma aresta com parametrizagao

ruim (Figura 41d).

(a) Elemento finito T6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Jacobian Det
+1.000e+00
+9.865e-01
+9.730e-01
+9.595e-01
+9.460e-01
+9.324e-01
+9.189e-01
+9.054e-01
+8.919e-01

(b) t, =0.962, 0° = 0.892.
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3.1.5 Disparidade

O critério de disparidade tem como objetivo reduzir as diferengas entre o compri-
mento de segmentos proximos. Para isto, uma quadtree é construida em fun¢ao do tamanho das
arestas, seguindo a mesma regra apresentada em Miranda et al.’s:

* Construcao: O tamanho inicial da gquadtree é dada pela caixa delimitadora do modelo.
Assim, para cada segmento do modelo, € avaliado o comprimento de sua corda s; € o0 ponto
médio de sua corda s,,. A quadtree € refinada caso ¢z, > 57, onde ¢4, € 0 lado da folha
que contém O ponto S;,.

* Tamanho maximo: O maior tamanho (g,,.,) das células que foram refinadas pelas arestas
do modelo, na etapa anterior, € usado para refinar as demais células da drvore, até que gy
seja o tamanho médximo em todas as células folhas.

* Disparidade: Refinamentos sdo aplicados75 78,79

até que a diferencga entre o tamanho de
células adjacentes seja 1.

A Figura 43 ilustra a aplicac@o dessas etapas na construcdo da quadtree.

Figura 43 — Processo de criagdo da quadtree usada no critério de disparidade.

- I - - I - - B -
] [ ] . I [
s N B
Tt - m il :
\‘\. ‘/‘/ \\ ./'{/ i e =
2 e S oy = ! -
(a) Construcao inicial da quadtree.  (b) Tamanho maximo. (c) Disparidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando a quadtree, o segmento [t1,1] é refinado caso a metade da maior componente
do vetor formado pela corda do segmento seja maior que o menor lado das células da quadtree
que contenham os pontos extremos € médio da corda do segmento.

E importante notar que a quadtree é construida apés uma primeira aplicacdo dos
critérios de comprimento maximo, curvatura e proximidade. Em seguida, o modelo continua a
ser refinado considerando todos os critérios. Vale ressaltar que as arestas do modelo previamente

discretizadas, mas que ndo sdo discretizadas na execucdo do algoritmo, também contribuem para
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na construcao da quadtree.

3.1.6 Suavizacdo

A discretizacdo realizada nas etapas anteriores apresenta o inconveniente de nao
garantir uma boa transi¢do entre arestas adjacentes. Internamente, a discretizacdo obtida em
cada trecho pode apresentar arestas com diferencas de até 50% no tamanho. Diferencas maiores
podem ser observadas nas arestas adjacentes aos vértices do modelo topoldgico. Uma transi¢cao
ruim entre arestas pode prejudicar a etapa de geracdao de malhas, diminuindo a qualidade dos
elementos gerados. Por este motivo € aplicado o procedimento de suavizacao descrito a seguir.

O método proposto comega com a avaliacdo do comprimento de cada segmento.
Nos vértices sdo avaliados os valores médios de comprimento de aresta, considerando as arestas
adjacentes, procedimento semelhante a avaliacdo das normais dos vértices no contexto de
computacdo grafica. Em cada aresta, € avaliado um novo comprimento de aresta CN;, dado
pela média dos comprimentos calculados anteriormente em seus vértices adjacentes. Note que
os valores CN; ndo somam, necessariamente, os comprimentos das curvas do contorno inicial.
Assim, em cada curva do modelo geométrico, € avaliado um novo comprimento CN dado pelo
somatério de cada CN; de seus segmentos de subdivisdo. A razio CN;/CN de cada segmento é
utilizado para avaliar o novo tamanho deste, em relacdo ao tamanho real da curva. Deste modo,
os vértices internos de cada segmento s@o reposicionados, utilizando o algoritmo descrito no

Quadro 1. A heuristica descrita busca reduzir as diferencas no tamanho de segmentos adjacentes.

Figura 44 — Processo de suavizacdo da discretizacdo. Os vértices de cor laranja ndo sao movidos.

25 1875 125

Q7s 2.1875 1.5625 1 5625 45
1.875 L g1 24 o 2L QA5 145

2.6

(a) Avaliacdo dos comprimentos de  (b) Avaliacdo dos comprimentos (c) Comprimentos apds 1 etapa de
arestas nos vértices. CN;. suavizacao.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O processo descrito € aplicado duas vezes. Vale ressaltar que apenas os vértices
gerados durante o processo de discretizacao sao movidos. A Figura 44 ilustra a aplica¢do do
algoritmo de suavizacdo. O efeito da etapa de suavizacido na malha gerada € ilustrado na Figura
45. Pode-se observar que ha uma melhor transicdo dos comprimentos dos segmentos do contorno

e do tamanho de seus elementos adjacentes, quando utilizada a suavizac¢io proposta.
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Figura 45 — Efeito da aplicacdo da etapa de suavizagao.

(a) Sem suavizacio. (b) Com suavizag@o.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Geracao de malhas estruturadas

As técnicas de geracdo de malhas estruturadas sdo bastante utilizadas em aplicacdes
de Engenharia. Apesar de terem aplicacao mais restrita que as técnicas de geracao de malhas
ndo estruturadas, seu o emprego torna-se atrativo em casos onde ndo ha grande complexidade na
geometria ou na forma de refinamento desejada do modelo, podendo gerar malhas de alta ordem
com boa qualidade e baixo custo computacional.

Métodos de geracdo de malhas estruturadas vem sendo desenvolvidos no con-
texto da andlise isogeométrica, como técnicas de parametrizacdo de dominio usando fungdes
harménicas' !’ grade eh’ptica118 e suavizacdo eldstica geometricamente ndo linear, considerando

grandes deformag()esl%.

Neste trabalho, optou-se pelo uso da técnica de Mapeamento Transfinito! % 120 para
geracdo de elementos de Bézier, no contexto de andlise estrutural. Embora o uso de tal técnica
para geracoes de superficies NURBS seja conhecido e utilizado em sistemas CAD, nao foi
encontrado na literatura o uso desta para geracao de malhas de elementos de Bézier racionais
com geometria exata. E valido ressaltar que, apesar do mapeamento transfinito ser menos robusto

em comparagdo a outras técnicas propostas recentemente, em muitos casos seu uso permite obter

malhas de boa qualidade de forma simples e eficiente. A técnica € detalhada a seguir.

3.2.1 Mapeamento Transfinito Bilinear

O mapeamento transfinito bilinear 19,121 ¢ yuma técnica de geracdo de malhas de

superficies planas e no espacgo tridimensional. As malhas sdo obtidas utilizando uma divisao
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regular no espago paramétrico (§,1) de uma superficie de Coons. Os dados de entrada consistem
em quatro curvas paramétricas e a subdivisao (ou discretizacdo) desejada em cada par de curvas.
Define-se entdo uma grade no espaco paramétrico, que € utilizada para gerar a malha.

No caso de elementos finitos quadrilaterais, como os elementos Q4 e Q8, os nds dos
elementos sdo definidos na grade paramétrica e mapeados para o espago cartesiano usando a
Equacdo (2.41). No caso de elementos triangulares, a grade paramétrica € dividida de acordo
com padrdes definidos a priori, obtendo-se uma nova grade com padrdo triangular. Assim,
elementos triangulares, como os elementos finitos T3 e T6, sdo obtidos de forma andloga ao
realizado para os elementos quadrilaterais. A Figura 46 e Figura 47 ilustram a técnica sendo

utilizada na geracdo de malhas de elementos finitos lineares e quadraticos.

Figura 46 — Exemplo de malhas de elementos lineares obtidas via mapeamento transfinito.

/~

| |
| |

(a) Discretizacao de entrada. (b) Malha de elementos Q4. (c) Malha de elementos T3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 47 — Exemplo de malhas de elementos quadraticos obtidas via mapeamento transfinito.

(a) Discretizacao de entrada. (b) Malha de elementos Q8. (c) Malha de elementos T6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que esta técnica também pode ser utilizada para geragdo de
malhas de superficie no espago tridimensional. Esta abordagem ¢é utilizada quando a geometria
do problema é modelada usando superficies de Coons. Neste trabalho, a técnica serd aplicada de

forma direta em modelos planos, e em alguns modelos especificos de superficies 3D que possam
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ser representados por superficies de Coons. No caso geral de superficies aparadas, a técnica é
adaptada para aumentar o nivel de aproximacao geométrica dos elementos gerados, uma vez que
as superficies de Coons ndo sio capazes de representar exatamente superficies NURBS. Tais

adaptagdes sdo discutidas na Secao 3.5.1.
3.2.2 Mapeamento Transfinito na AIG

Mapeamentos transfinitos podem ser realizados de forma a gerar malhas que re-
presentem exatamente a geometria do modelo. No caso de malhas planas, esta propriedade é
satisfeita quando as curvas de contorno sao representadas de forma exata.

Em elementos finitos, apesar da superficie de Coons interpolar exatamente as curvas
de contorno utilizadas em sua defini¢do, as func¢des de aproximacao polinomiais da geometria
dos elementos nao podem representar exatamente todas as formas geométricas utilizadas na
modelagem, como por exemplo curvas conicas. Por outro lado, malhas de elementos triangulares
e quadrilaterais de Bézier racional podem representar de forma exata as conicas e outras curvas
racionais.

Considerando uma regido do modelo B-Rep definida por quatro curvas de contorno
NURBS, os requisitos para aplicacio do mapeamento, no caso quadrilateral, sdo que cada
par de curvas {ci,c2} e {g1,82} devem possuir mesmo grau e o mesmo vetor de knots. No
caso triangular, todas as curvas devem ter mesmo grau. Vale ressaltar que tais restricdes
ndo representam limitacdo séria para utilizacdo da técnica. Por exemplo, se as curvas ¢; e
¢y apresentam grau e knots diferentes, pode-se utilizar o algoritmo de inser¢do de knot para
compatibilizar os knots e o algoritmo da elevacdo de grau para compatibilizar os graus das
curvas, sem modificar a geometria do modelo.

Com o grau e discretizagdo das curvas definidos, a extragdo de Bézier € utilizada
para obter curvas de Bézier em cada knot span da NURBS. Os pontos de controle dos elementos
s@o avaliados considerando os pares de curvas referentes a cada knot span das curvas ¢y, €2, g1 €
g, utilizando a Equacdo (2.43). Em cada elemento isogeométrico, as curvas de contorno sao
representadas pelas curvas de Bézier extraidas, ¢, ¢, g1 e g>. Assim, os pontos de controle do
elemento de Bézier quadrilateral, de grau p X ¢, sdo computados por:

Pij=(1—7)p{' +7p{*+(1—&)p' +Ep® —pu, o
pu=(1-E)ApP +&npS, +E(1-7)pS, +(1-&) (1-7)p,

onde E=(i—1)/pefj=(j—1)/q. pf‘, pfz, p%l e p%z sdo os pontos de controle das curvas de
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Bézier ¢}, &, g1 e g>. E importante observar que o procedimento deve ser aplicado no espago de
projecdio R4*! no caso de curvas racionais, semelhante aos demais algoritmos (e.g. elevacdo de
grau). A Figura 48 ilustra o procedimento de avaliacdo dos elementos quadrilaterais.

Figura 48 — Mapeamento transfinito aplicado para geracdo de elementos quadrilaterais de Bézier
racional.

’ T~o
~. 7’
~., Co
C2, 7
4 Superior
i
.

squerda

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, o cdlculo dos pontos de controle de elementos de Bézier quadrilaterais
consiste na aplicagdo de formulas algébricas semelhantes as utilizadas no caso de elementos
finitos. Por outro lado, 0 mesmo ndo ocorre no caso dos elementos de Bézier triangulares.

No caso de malhas triangulares, ndo € possivel obter tridngulos de Bézier de mesmo
grau das curvas de contorno de forma direta. De fato, tridngulos de Bézier de grau (p+¢g) podem
ser obtidos a partir de superficies de Bézier de grau (p X q)40’ 122 Entretanto, na metodologia de
modelagem desenvolvida neste trabalho, os graus das curvas de contorno sdo iguais aos graus
dos elementos gerados.

Logo, adota-se um procedimento de ajuste para determinagdo dos tridngulos. Este
procedimento considera que alguns pontos de controle sao conhecidos e os demais sio calculados
utilizando a Equacdo (2.49). Os pontos de controle sdo determinados da seguinte forma. Primeiro,
os pontos de controle de canto sdo computados diretamente pela Equagdo (2.41), pois sdo
interpoladores. Em seguida, os pontos de controle de arestas ortogonais no espago paramétrico,
ou seja, arestas com & ou 1) constantes, sdo obtidas de forma semelhante ao realizado nos
elementos quadrilaterais, como descrito por Barroso e colaboradores'?. No caso das arestas que
ndo sejam ortogonais, € feito um ajuste dos pontos de controle das curvas de Bézier usando uma

amostra avaliada de forma uniformemente distribuida no espaco paramétrico da superficie de
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Coons. Finalmente, o mesmo € realizado no caso dos pontos de controle do interior do elemento,
que ndo sdo adjacentes a nenhuma aresta. A Figura 49 mostra uma aplicacao das técnicas de

mapeamento transfinito isogeométrico descritas.

Figura 49 — Exemplo de malhas de elementos ctibicos isogeométricos obtidos via mapeamento
transfinito.

(a) Discretizacao de entrada. (b) Bézier quadrilateral. (c) Bézier triangular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale notar que os procedimentos descritos geram malhas triangulares e quadrilaterais
de geometria exata no caso de geometrias planas. No caso de superficies no espaco, onde
o modelo geométrico € dado pela superficies de Coons, as malhas quadrilaterais sdo sempre
exatas. Ja as malhas triangulares aproximam a geometria da superficie de Coons no caso geral,
mas podem representar a geometria exata da superficie caso o grau considerado na malha seja
suficiente. Por exemplo, uma superficie cilindrica, que requer no minimo grau (2 x 1) para ser
modelada, pode ser representada por tridngulos de Bézier racionais cubicos ou de ordem superior,

mas nao por tridngulos quadraticos.

3.3 Geracao de malhas nao estruturadas para modelos planos

O algoritmo proposto busca gerar malhas triangulares de Bézier de grau arbitrario,
geometria exata e boa qualidade. As malhas sdo conformes as curvas de contorno e do interior do
modelo geométrico. Os dados de entrada do algoritmo sdo uma regido plana do modelo B-Rep
e seus dados de parametrizacdo, que consistem no grau da malha gerada e nas informagdes de
subdivisdo de cada curva da regido. A subdivisao (ou discretizacdo) de cada curva é fornecida
em um vetor de valores paramétricos, definidos nos limites de cada curva. Duas restrigdes sao
consideradas para garantir a representacao exata do modelo. Primeiro, o grau da malha deve ser
maior ou igual ao maior grau das curvas da regido. A segunda restricdo € que a discretizacdo

de entrada das curvas deve conter todos os knots das curvas NURBS do modelo geométrico,
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permitindo que a insercdo de knot e extracdo de Bézier sejam utilizadas para representar as
curvas NURBS por curvas de Bézier.

Uma vez disponiveis os dados de parametrizagdo, os segmentos Bézier sao obtidos
da seguinte forma:

1) Os graus das curvas NURBS sao elevados ao grau desejado da malha; as curvas sao
subdivididas usando insercao de knots.

2) Segmentos de Bézier sdo obtidos usando extracdo Bézier. A orientagdo de cada segmento
Bézier € herdada de seu ciclo correspondente na B-Rep.

O algoritmo de gera¢do de malha consiste em quatro etapas:

1) Geracao de malha poligonal: Esta etapa constrdi a malha inicial de tridangulos lineares
que define a topologia da malha. Aqui, todos os segmentos curvos da fronteira de entrada
sao representados por suas respectivas cordas.

2) Elevacao de grau e restauracao da fronteira. Esta etapa eleva o grau da malha linear
para o grau desejado, e restaura a geometria exata das curvas de entrada.

3) Tratamento de singularidades. Esta etapa modifica localmente a topologia da malha
para evitar elementos com singularidades.

4) Suavizacio de alta ordem. Esta etapa melhora a qualidade dos elementos préximos as
arestas curvas através do procedimento de suavizagdo de pesos e coordenadas dos pontos
de controle discutido na Se¢do 3.3.4.

Muitos algoritmos de malha estruturada geram elementos de alta ordem diretamente 119, 118, 117
No entanto, no contexto de malhas nao estruturadas, as malhas de alta ordem sdo comumente
construidas a partir de malhas poligonaisgz’ 124,88,5

A geragdo de malhas isogeométricas de triangulos de Bézier racionais, similar ao
algoritmo proposto, foi desenvolvida em outros algoritmos encontrados na literatura™ > 7. No
entanto, destacam-se importantes contribui¢des na abordagem desenvolvida nesta tese. Consi-
deramos os segmentos curvos na avaliacdao da funcao densidade utilizada na etapa de geracao
da malha poligonal (Passo 1), que usualmente € processada sem receber nenhuma informac¢ao
do modelo geométrico, além das cordas dos segmentos. Além disso, o algoritmo inclui um
procedimento (Passo 3) para evitar a geracdo de elementos de alta ordem com singularidades,
um problema que ndo € discutido em outros trabalhos relacionados a modelos planos.

Além disso, a etapa de suavizacao de alta ordem (Passo 4) do algoritmo proposto

melhora a qualidade da malha, atuando ndo apenas nas coordenadas dos pontos de controle,
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mas também nos pesos destes, o que de fato foi feito no contexto de malhas 3D®, mas ndo em
malhas 2D, onde apenas os pesos dos pontos de controle foram suavizados®. Outra vantagem da
abordagem proposta € que essa etapa € executadas de forma eficiente, considerando subconjuntos
de elementos da malha localizados na vizinhanga dos segmentos curvos. Um algoritmo para a
avaliacdo destes conjuntos disjuntos de elementos € apresentado em detalhes. Nao se verifica na
literatura outra a abordagem que prop0s a suavizagdo local das coordenadas e pesos dos pontos

de controle baseadas na suavizagdo por deformag¢do da malha.

Figura 50 — Etapas do algoritmo proposto.

(a) Entrada de dados (modelo represen-
tado por cuvas de Bézier).

(d) Suavizagdo de alta ordem.

fronteira.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, ressalta-se que a implementacao da técnicas proposta € otimizada, escrita
em linguagem C++, sendo superior a implementagdo apresentada em Engvall e Evans’, escrita
em MATLAB, em ordens de magnitude em relagdo ao tempo de processamento. O desempenho

computacional € uma caracteristica particularmente importante em aplicacdes que processam
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malhas repetidas vezes, como na otimizacao de forma estrutural® e no contexto de andlises
adaptativasgo. A Figura 50 ilustra as etapas do algoritmo proposto para geracao de uma malha

cubica. Cada etapa do algoritmo é detalhada a seguir.
3.3.1 Geragdo de malha poligonal

Neste trabalho, a etapa de geracdo da malha poligonal € realizada por um algoritmo

1.78, e modificada neste

Llll

de avanco de fronteira baseado na técnica desenvolvida por Miranda et a
trabalho. As modificagdes propostas foram apresentadas inicialmente em Barroso et a e sdo
detalhadas a seguir. Nesta técnica, a fun¢ao de densidade dos elementos € definida por uma
quadtree auxiliar construida em fun¢do dos tamanhos das arestas do contorno de entrada, como
apresentado na Se¢do 3.1.5.

Contudo, este critério de refinamento é inadequado no caso de malhas de alta ordem,
quando ha grande diferenca entre os comprimentos da corda e do arco dos segmentos, como

ilustrado na Figura 51. Portanto, a seguinte modificagdo € realizada para avalia¢cdo de uma funcio

densidade mais adequada para geracdao de malhas de alta ordem. A guadtree é refinada se

Gside > lce, lee = 51— B d (3.12)

onde s; = ||p2 — p1]|, sendo p; e p os pontos extremos do segmento, 3 é um coeficiente de

ajuste, e d; € a flecha central do segmento, calculada por:
dy=1-(c(ty) —Sm), (3.13)

onde fi € um vetor unitdrio perpendicular a corda do segmento, dado por:

0 1 P2 —P1

. (3.14)
1 0| IP2—p1

=>
I

e t,, € o centro do intervalo paramétrico onde o segmento é definido na curva NURBS ¢(z). O
valor /., € limitado no intervalo 5;[0.5, 1.5] para evitar varia¢des excessivas, que podem resultar
inclusive em valores negativos.

Equagdo (3.12) objetiva a defini¢do de de uma funcio densidade que leve em conta a
deflexdo das arestas curvas. E importante notar que d; < 0 para segmentos concavos, d; > 0 para
segmentos convexos e d; = 0 para segmentos retos, que € o valor padrao usado no algoritmo

original (veja exemplos na Figura 51). A orientacdo do segmento € dada pelos ciclos adjacentes a
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ele. No caso de arestas internas de restricdo, onde ambas as orientagdes sao consideradas durante
a geracdo da malha, adota-se d; = 0 para evitar um baixo valor de tamanho de elemento para o
segmento concavo. O efeito Equagdo (3.12) na qualidade dos elementos é discutido em mais

detalhes na Secdo 3.4.

Figura 51 — d; medida em segmentos cOncavos € convexos.

P1 Sm P2
c(tm)
(a) Caso concavo. (b) Caso convexo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale ressaltar que critérios adicionais podem ser adotados na construc¢io da funcao
densidade, por exemplo, quando um mapa de tamanhos definidos pelo usuério € especificado
ou quando um critério de curvatura é considerado, como no caso da geracao de malha de
superficies paramétricas. Contudo, os resultados obtidos utilizando apenas o critério proposto
foram satisfatérios, como mostrado em Barroso et al.'% ou no Capitulo 5, ndo sendo necessarios
a consideracdo de critérios adicionais.

Em seguida, € realizada a insercao dos tridngulos no dominio. Nesta etapa, cada
segmento curvo € considerado como sua respectiva corda. O processo de geracao € divido em
duas fases, o processamento geométrico e o processamento topoldgico. Na fase geométrica, a
fronteira inicial é armazenada na lista de arestas ativas %, que € processada em seguida para
geragdo de tridngulos. No processamento de uma aresta, o ponto médio da aresta € localizado
na quadtree, e o tamanho da célula € utilizado para posicionar o vértice candidato ideal para
defini¢do de um tridngulo. O candidato € posicionado perpendicularmente a aresta base, partindo
do ponto médio da aresta com distancia igual ao tamanho da célula da quadtree. Do ponto ideal, é
definida uma regido 6tima para busca de vértices existentes, com raio igual a 85% do tamanho da
célula. Pontos que estejam muito proximos da aresta base, com distancia perpendicular a aresta
base menor que 1/10 do comprimento da base, sdo rejeitados. Este procedimento € ilustrado na

Figura 52.
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Figura 52 — Sele¢ao de vértice ideal para criagdo de novo tridngulo

Vértices Rejeitados Vértices Candidatos

~
N o~ L.
v, % v, Regido Otima
\
Vg ! R :]q4'—
| 7
i~ . \/ \\ !
Regido Rejeitada \ p \
N / N H = Lado da célula da quadtree

Ao/ \

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os vértices existentes que atenderem aos requisitos sao ordenados segundo o critério
de Delaunay (maior angulo). Se nenhum vértice for selecionado, o vértice candidato ideal €
adicionado. E verificado se um tridngulo valido pode ser gerado, com a aresta base e os vértices
selecionados. Um triangulo valido € aquele que ndo intersecta a fronteira atual.

Devido as restricdes impostas, € possivel que algumas arestas da fronteira ndo gerem
tridngulos validos. Neste caso, a aresta é adicionada a lista de arestas rejeitadas .Z... Ao final
do processamento da .Z,.;, as arestas rejeitadas sdo reinseridas em % € o processamento
geométrico € realizado novamente. A motivacdo desta etapa € de que foi observado que algumas
arestas rejeitadas podem vir a atender as restri¢cdes e conseguir gerar triangulos em uma segunda
tentativa.

Na sequéncia, o processamento topoldgico € realizado. As arestas rejeitadas sao
processadas sem a consideragdo das restricOes descritas anteriormente € sem a inser¢do de novos
pontos, caracterizando um problema de Triangulacdo por Avanco de Fronteira. Um dominio
vdlido € obtido ao final do processo.

E importante destacar o elevado custo computacional dos procedimentos descritos
caso os testes geométricos sejam realizados de forma ndo otimizada, considerando todos os
vértices e arestas da fronteira. Assim, neste trabalho utilizou-se uma KDTree'? para otimizar as
buscas dos vértices e arestas, evitando calculos desnecessarios. A KDTree € construida utilizando
os vértices da fronteira, com profundidade maxima igual ao nimero de vértices. A dimensdo e
o valor numérico escolhidos em cada particionamento € determinado recursivamente, sendo a
direcdo aquela com maior variancia, e a posi¢ao a média das coordenadas dos pontos no interior

da célula na direcao escolhida. A Figura 53 ilustra a KDTree obtida para vérias profundidades.
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Figura 53 — Decomposi¢ao do dominio usando KDTree.

.......

..........

.................

(a) Pontos da Fronteira. (b) Nivel 1. (c) Nivel 2.

(d) Nivel 3. (e) Nivel 4. (f) Nivel 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, sdo aplicadas 5 iteragdes de técnicas de melhoramento de malhas, a
Suavizacdo Laplaciana e o Back-tracking. As iteragdes sdo executadas em conjunto, primeiro
realiza-se a iteragdo da Suavizacdo Laplaciana e em seguida a iteracdo do Back-tracking.

A Suavizacio Laplaciana78 € uma técnica de suavizacdo de malhas baseada na
reposi¢cdo dos vértices. Em cada iteragc@o sdo avaliadas novas posi¢des para os vértices das malha,

exceto os vértices pertencentes ao contorno, de acordo com:

m (i —
Dy =y + ¢ 5! ;;V(I;O P) (3.15)
i=1"i

onde p, é o vértice modificado, ¢ € um coeficiente de ajuste, m € o nimero de vértices adjacente
ao vértice v, p; € o iésimo vértice adjacente ao vértice v, Ww; , € 0 peso adotado na contribui¢io
da aresta (p,,p;). Neste trabalho foi adotado os valores w; , = 1.0 e ¢ = 0.5, semelhante ao da
- . .. 178
referéncia original "°.
0] Back—tracking78’ 126 ¢ uma técnica de melhoramento que consiste na remog¢do de

elementos de baixa qualidade e seus vizinhos, seguida pela geracdo de uma nova malha na regido

removida. A Figura 54 ilustra o procedimento.
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Figura 54 — Processamento de uma iteracao do Back-tracking

Malha inicial Passo | Passo 2

i

Elemento de baixa qualidade

Malha final Passo 4

20

Fonte: Modificado de Miranda et al. (1999).

O procedimento ¢ aplicado a todos os elementos da malha classificados como de

baixa qualidade. Neste trabalho, a qualidade dos tridngulos € mensurada pela métrica:

_ V3L,

Ty = 3.16
ST 4 Ay (3.16)

onde L,, é o comprimento médio da aresta:

Ly, = (3.17)

em que L; é o comprimento da i-ésima aresta do tridngulo e A7 € a drea do triangulo. A métrica
T§ varia no intervalo [0,1], atingindo valor maximo para tridngulos equiléteros.

Assim, um elemento € classificado como ruim se Ty < gyin, sSendo g, a qualidade
minima admitida. A cada iteracdo do Back-tracking, considera-se um limite de qualidade gy,
variando linearmente entre 0.67 e 0.85.

No remalhamento da regido removida, sdo consideradas 2 regides candidatas para
substituicdo desta. Uma € a malha obtida via triangulacdo por avanco de fronteira, que € realizada
aplicando a etapa de processamento topoldgico do método, onde ndo hé a geracdo de novos
vértices. A outra € a malha obtida pelo préprio algoritmo de geracdo de malha, utilizando
a mesma quadtree avaliada inicialmente. Neste caso, novos vértices podem ser gerados. E
escolhida a malha com maior valor de qualidade para os piores elementos. A Figura 55 ilustra as
malhas geradas para um caso de aplicacdo do Back-tracking.

Finalmente, € importante notar que qualquer algoritmo de geracdo de malhas trian-

gulares que seja conforme a discretizacdo de entrada pode ser utilizado.
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Figura 55 — Regides candidatas avaliadas na etapa de Back-tracking: (a) Regido inicial; (b)
Triangulacdo; (c) Geracdo de malha.

(a) min(7;) = 0.26. (b) min(T;) = 0.66. (c) min(T;) = 0.57.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.2 Elevagdo de grau e restauragdo da fronteira

Ap6s obter uma boa malha poligonal, o algoritmo de Elevacao de Grau € aplicado
a cada tridngulo da malha para construir uma malha inicial de alta ordem. A estrutura de
dados usada para armazenamento da malha deve ser considerada na implementagdo desta etapa.
Inicialmente, sdo determinados os pontos de controle interno das arestas, que sao curvas Bézier
de grau p. Em seguida, sio calculados os pontos de controle internos de cada tridngulo de Bézier
de grau p, e também € avaliada a incidéncia dos pontos de controle pertencentes as arestas do
elemento. Em ambos os casos, por se tratar de geometrias poligonais, a elevagdo de grau pode
ser realizada por interpolacdo linear a partir dos vértices dos cantos do tridngulo, onde os pontos
de controle internos sdo distribuidos uniformemente no espaco paramétrico. Finalmente, os
segmentos curvos associados a fronteira de entrada, dada pelo modelo geométrico, sdo atribuidos

aos elementos correspondentes adjacentes as arestas de entrada, conforme ilustrado na Figura 56.

Figura 56 — Restauracdo da fronteira realizada em um tridngulo de Bézier cubico.

(a) Elemento apds elevacdo de (b) Elemento apds restauraciao da
grau. fronteira.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.3.3 Tratamento de singularidades

Ap0s a geracdo da malha de alta ordem inicial, € avaliada a presenca de singularidades
que eventualmente se manifestem nos pontos de controle (ou vértices) de canto dos tridngulos.
Em elementos adjacentes a duas arestas curvas, o Jacobiano do elemento tende a zero nos
vértices de canto que conectem dois segmentos curvos, quando o angulo entre esses segmentos
se aproxima de 180°, conforme mostrado na Figura 57 (b). E importante ressaltar que a
convergéncia 6tima da AIG s6 pode ser alcangcada se o determinante da matriz Jacobiana se

127,5

tornar constante com o refinamento do modelo , 0 que ndo pode ser garantido neste caso.

Figura 57 — Procedimento de divisdo em quatro elementos aplicado a elementos adjacentes a
duas arestas curvas da entrada.

Jacobian Det
+1.977e+01
+1.730e+01
+1.483e+01
+1.236e+01
+9.885e+00
+7.414e+00

Y m\‘ \

) \\ | A
\\\ / \\ / e
/ O\ //
/ . )

(a) Deteccao da singularidade. (b) Jacobiano de um elemento com singu- (c) Novos elementos sem singu-
laridade. laridade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste trabalho, um angulo limite 6, = 155° € adotado para detectar a anomalia. Este
valor foi testado com sucesso em varios exemplos. Apds a detecgdo deste problema, as seguintes
modifica¢do locais na malha sao realizadas para remover a singularidade. Elementos adjacentes
a duas arestas de entrada s@o agrupados com o elemento vizinho de sua aresta interna, e divididos
em quatro elementos. O novo vértice de canto, compartilhado por todos os novos triangulos, estd
localizado no meio do borda colapsada. Figura 57 ilustra este procedimento. Outro caso atipico
ocorre quando um elemento € adjacente a trés arestas de entrada, que pode ocorrer quando sao
considerados ciclos de restrigdes fechadas. Neste caso, o elemento € dividido em trés, como
mostrado na Figura 58.

E importante notar que o problema da singularidade nio pode ser solucionado sem
alterar a topologia da malha localmente, mesmo que um processo de realocacdo nodal via
otimizacdo seja realizado. Este problema também € discutido no contexto de gera¢do de malha

isogeométricas de tetraedros, hexaedros, cunhas e piramides de Bézier por Engall e Evans®.
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Figura 58 — Procedimento de divisdo em trés elementos aplicado a elementos adjacentes a trés
arestas curvas da entrada.

(a) Segmenos de restrigdes de en- (b) Detecgdo da singularidade. (c) Novos elementos sem singulari-
trada. dade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.4 Suavizacdo de malhas de alta ordem

Garantir a validade das malhas é um problema de maior complexidade na 4rea
da geracdo de malhas de alta ordem. Elementos invélidos ou de baixa qualidade podem ser
gerados durante uma etapa de restauracdo da fronteira, onde arestas retas sdo substituidas por
segmentos curvos. A garantia da validade tende a ser mais complexa a medida que a curvatura
dos segmentos e o grau dos elementos aumentam. Assim, esquemas de deformacgdo de malhas
sao adotados em muitos trabalhos para mitigar este problema.

Na suavizacdo por elasticidade (SE), uma anélise eldstica € realizada considerando
deslocamentos prescritos nos nds (ou pontos de controle) do contorno, de modo a mové-los de
uma configuracdo reta para uma configuragcao curva dada pelo modelo geométrico. Anélises line-

114,115

~ - . . . 12 e
ares sdo geralmente empregadas , mas o uso de analises lineares incrementais 8, analises

129,106 & an4lises termoelésticas“6, também € considerado na literatura. As

eldsticas ndo lineares
duas tltimas metodologias, em comparacdo com a abordagem de anélise linear, sdo mais eficazes
e produzem malhas com melhor qualidade, mas possuem maior custo computacional. A Figura
59 ilustra um exemplo de aplicac¢do da suavizacdo por elasticidade linear. Pode-se observar que
a malha sem aplicag¢do da SE € invalida, pois ocorre o cruzamento de arestas do elemento e,

além disto, o posicionamento incorreto dos pontos de controle do interior do elemento resulta na

expansao do modelo para além da fronteira estabelecida.
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Figura 59 — Substituicdo do contorno de uma malha quértica: (a) com suavizacao por elasticidade
e (b) sem suavizacgdo por elasticidade.

® Pontos de controle do contorno do elemento
® Pontos de controle do interior do elemento

(a) Sem SE. (b) Com SE.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A suavizacao dos pesos (SP) dos pontos de controle é uma abordagem anéloga que
. . - .5 1 A

visa evitar a variagc@o brusca dos pesos no dominio”. Neste caso, uma anélise de transferéncia de
calor em regime permanente € realizada usando os pesos dos pontos de controle do contorno
como temperatura prescrita, suavizando assim os pesos internos da malha. Embora uma varia¢ao
excessiva dos pesos nao resulte em elementos invalidos, ela afeta diretamente o mapeamento
paramétrico e a qualidade do elemento, e pode inibir as taxas de convergéncia 6timas em
aplicagdes de elementos finitos!8. A Figura 60 e a Figura 61 mostram o efeito da suavizacdo de

pesoem W e |]J|.

Figura 60 — Efeito da suavizagao dos pesos em W.

.00oe+00
+89.375e-01
+8.758e-01
+8.125e-01
+7.500e-01
+6.875e-01
+6.250e-01
+5.625e-01
.00ge-

+1.000e+00
+9.375e-01
+8.750e-01
+8.125e-01
+7.500e-01
+6.875e-01
+6.250e-01
+5.625e-01
+5.000e-

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 61 — Efeito da suavizacdo dos pesos em |J|.

. 793e+00
+1.5889e+00
+1.385e+008
+1.181e+08
+9.771e-01
+7.730e-01
+5.690e-01
+3.650e-01
.610e-01

+1.793e+00
+1.589e+00
+1.385e+00
+1.181e+00
+9.771e-01
+7.730e-01
+5.690e-01
+3.650e-01
+1.610e-01

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A etapa de suavizacdo de alta ordem (SAQO) proposta € realizada em dois passos.
Primeiro, os pesos dos pontos de controle sdo suavizados usando a abordagem de transferéncia
de calor descrita. Em seguida, € realizada uma analise eldstica linear sobre a malha com os pesos
modificados, suavizando as coordenadas dos pontos de controle. A andlise linear é escolhida,
em detrimento de alternativas mais sofisticadas, para preservar a eficiéncia computacional do
algoritmo proposto.

Mesmo que a andlise linear seja adotada, o custo computacional da etapa SAO € alto
em comparacao a etapa de geracao da malha poligonal. Se forem empregados métodos diretos
de solugdo de sistemas lineares, a andlise eldstica tem complexidade O(N 3), enquanto a geracao
da malha poligonal pode ser implementada com complexidade O(NlogN). O alto custo da SAO
pode limitar o uso do algoritmo proposto em algumas aplicacdes, como na otimizag¢ao de forma,
especialmente quando algoritmos heuristicos (e.g. algoritmos genéricos ou nuvem de particulas)
sdo usados.

Por outro lado, um nimero considerdvel de elementos da malha apresentam des-
locamentos despreziveis. A Figura 62 mostra um exemplo da aplicacdo da suavizagdo por
elasticidade, e o campo de deslocamentos obtido. Pode-se observar que apenas os elementos
proximos as bordas curvas do contorno apresentam deslocamentos significativos, enquanto os
demais apresentam valores pequenos ou até despreziveis. Este comportamento € andlogo ao
observado na suavizagdo dos pesos. Portanto, neste trabalho ambas, as andlises sdo realizadas
localmente, reduzindo drasticamente o custo computacional da etapa SAO, como discutido a

seguir.
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Figura 62 — Exemplo de aplicacdo da suavizagdo por elasticidade e os dos deslocamentos ob-
tidos a partir da andlise linear. Apenas a vizinhanca de arestas curvas apresentam
deslocamentos relevantes.

+1.025e+00
+8.970e-01
+7.688e-01
+6.407e-01
+5.126e-01
+3.844e-01
+2.563e-01
+1.281e-01
.000e+00

(a) Malha apds a suavizacao por elasticidade. (b) Magnitude dos deslocamento.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.4.1 Andlise Linear Localizada

Busca-se encontrar um conjunto de elementos F' da malha para processar anélises
lineares localmente. Um subconjunto E. das arestas de entrada E}, € avaliado, e os elementos
adjacentes aos seus vértices formam um conjunto inicial de elementos F' (Na Figura 62 (a),
F' corresponde aos elementos marcados). Em seguida, F' é expandido adicionando todos os
elementos adjacentes a seus vértices. Este processo é repetido (ot — 1) vezes (¢ =1 = F = F?),
onde a € o grau de adjacéncia, um parametro de entrada.

No caso da anélise elastica linear, as arestas curvas sdo selecionadas para formar F'.
Uma aresta € classificada como curva se o comprimento do seu poligono de controle ndo for igual
a sua corda. Uma tolerancia de 1% € adotada para verificar essa condicao. Na anélise térmica,
apenas arestas racionais sdo selecionadas, ou seja, arestas com pesos ndo unitarios (w; # 1).

A Figura 63 demonstra a aplicagc@o das etapas discutidos para encontrar os elementos
considerados na SAO. O conjunto de elementos F para cada andlise geralmente possui grupos
disjuntos de elementos, que devem ser analisados separadamente. A avaliacdo de cada grupo
€ realizada com uma estrutura de dados de sub-malha e sub-aresta. Essas estruturas estdo

diretamente relacionadas a estrutura topoldgica de faces e arestas da malha.
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Figura 63 — Etapas para encontrar o conjunto de elementos processados na SAO (x = 2).

(c) conjunto inicial de elementos (F?). (d) conjunto final de elementos (F).

3.3.4.2 Discussdo sobre a implementagdo

A classe sSubMesh armazena as informacdes necessdrias para o processamento
da andlise linear: uma lista de elementos (ElemList), que contém os elementos usados na
simulagdo local, e uma lista de arestas da sub-malha (ExtEdge), onde sdo definidas as condic¢des
de contorno. A classe sSubMeshEdge tem referéncias a elementos adjacentes nas orientacdes no
sentido horério (cwy,,) € anti-horario (ccwg,,), semelhante a estrutura winged-edge (ver Figura
34), e também uma referéncia a aresta da malha correspondente. A Figura 64 mostra o diagrama

de classes UML da estrutura de dados da sub-malha.

Figura 64 — Diagrama de classes da estrutura de dados de sub-malha.

sSubMesh ExtEdges 0.* sSubMeshEdge

H>

cwsm
ElemList cowsin

1.*

sFace sEdge

Fonte: Elaborada pelo autor.

A avaliagdo das sub-malhas existentes se baseia na estratégia usada para a estrutura

de dados de conjuntos disjuntos125 . O operador MakeSet inicializa um objeto de sub-malha
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para cada elemento em F', inserindo cada objeto sSubMeshEdge correspondente das arestas do

elemento em ExtEdge, conforme apresentado no algoritmo ilustrado no Quadro 2.

Quadro 2 — Pseudocddigo do operador MakeSet.

Entrada: Elemento da malha elm;
Arestas da sub-malha adjacentes ao elemento E,4;

Saida : Sub-malha sm inicializada;

1 sm.ElemList.adicionar(elm);

2 para cada ¢; em E,q; faca

3 sm.ExtEdge.adicionar(e;);

4 se AdjacenteAntihordrio(e;.edg,elm) entao

5 ‘ €;.CCWgpy $— S,

6 senao se AdjacenteHordrio(e;.edg,elm) entao
7 | ei.cwgn < sm;

8 fim

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apés a construgdo inicial, as arestas internas que dividem duas sub-malhas sdo
identificadas, verificando se ambas as referéncias ccwg,, € cwg, existem. O operador Union
¢ aplicado a cada sSubMshEdge interna, resultando em um conjunto de sub-malhas disjuntas.
O Quadro 3 mostra o algoritmo do operador de Unido, onde as listas ElemList e ExtEdge da
sub-malha de saida sdo atualizadas adequadamente. E importante notar que uma sSubMeshEdge
pode armazenar referéncias para o0 mesmo objeto em ccwy, € cwy,, (esta situacdo ocorre na

Figura 65 (g)). Nesse caso, a operacdo Union é interrompida.

Quadro 3 — Pseudocddigo do operador Union.

Entrada: Sub-malhas sm;, smo;
Aresta de sub-malha adjacente e,;

Saida : Unido smj Usmy armazenada em sm;;

smy.ExtEdge.remover(e,);
smy.ExtEdge.remover(e,);

S€ ¢;.CCWgy, = €;.CWy,, entao retorne;

1

2

3

4 smy.ElmList.adicionar(smy.ElmList);
5 para cada ¢; in smy.ExtEdg faca

6 if ¢;.ccwg,, = smy then

7 ‘ €;.CCWgyy, < Sy

8 else if ¢;.cwg,, = smy then

9 ‘ €i.CWgp $— S|

10 fim

11 smy.ExtEdge.adicionar(smy.ExtEdge);
12 smy.ElmList.esvaziar();

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O algoritmo completo para a avaliagdo de sub-malhas é apresentado no Quadro 4. A
rotina SelecionarArestas avalia um conjunto de arestas de acordo com os critérios discutidos
anteriormente. Vale ressaltar que qualquer conjunto de elementos pode ser passado como entrada.

Um exemplo de aplicacdo do algoritmo € mostrado na Figura 65.

Quadro 4 — Pseudocddigo do algoritmo para avaliar sub-malhas.

Entrada: Lista de arestas do contorno Ej;

Saida : Lista com todas as sub-malhas Mj,;;
Lista com todas as arestas das sub-malhas Ey,,;

// Forma o conjunto inicial de elementos F'.
1 E. «+ SelecionarArestas(E});
2 F + E..vertices.ElementosAd jacentes;

// Expande F' para F.
3 parai=1até a faca F.adicionar(F.ElementosAd jacentes);

// Inicializag8o das listas My, e Ey;.

para cada elm in F faca
E,qj < elm.SubArestasAd jacentes;
Egyp-adicionar(Eqqj);
Myp-adicionar(MakeSet (elm, Eyq;));

fim

L 9 nn B

// Avalia as sub-malhas disjuntas.
9 para cada ¢; in E,;, faca

10 S€ €;.CCWyy, € €;.CWg, existem entao

11 Union(e;.ccwgy,ei.cWen);

12 se e¢;.ccwgy,.ElmList = & entao

13 ‘ My,p.remove(e;.ccwgy)

14 senao se ¢;.cwy,.ElmList = & entao
15 ‘ Myp.remove(e;.cwgy)

16 fim

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 65 — Aplicacdo do algoritmo mostrado no Quadro 4 a um conjunto de 24 elementos,
lhas com 8 e 16 elementos.

/

(b) 4 unides processadas. (c) 8 unides processadas. (d) 12 unides processa-
das.

(a) Sub-malhas iniciais.

(e) 16 unides processa- (f) 20 unides processadas. (g) 23 unides proc
das. das.

~ |l AN <\

essa- (h) Sub-malhas finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma vez que as sub-malhas sd@o determinadas, a andlise linear € realizada em cada
uma delas. Esta etapa pode ser realizada em paralelo diretamente, ja& que ndo ha repeticao
de elementos ou pontos de controle entre as sub-malhas. As condi¢des de contorno adotadas
em cada sub-malha sdo valores prescritos aplicados aos pontos de controle das arestas da lista
ExtEdge. Vale notar que as condicdes de contorno também sdo aplicadas aos vértices e arestas de
restricdoes. Um software académico de andlise de elementos finitos desenvolvido no Laboratério
de Mecanica Computacional e Visualizagdo € empregado para processamento das analises

elésticas e térmicas, e suas rotinas estao disponiveis no PMGen.

3.4 Meétricas de qualidade

As métricas de qualidade sdo medidas utilizadas para avaliar a qualidade dos ele-
mentos de uma malha. Embora seja importante considerar os resultados numéricos derivados da
aplicacdo de uma malha, € aceito na literatura que elementos com distor¢des excessivas, como
triangulos com angulos elevados, diminuem a precisdo das simulagdes numéricas. Portanto,
métricas baseadas na geometria dos elementos sdo comumente usadas no contexto de geracio e
melhoramento de malhas.

No caso de elementos de alta ordem, as métricas de qualidade sdo mais complexas
devido ao mapeamento ndo linear existente entre o espaco de referéncia e o espaco fisico do
elemento, onde podem existir distor¢des localizadas no espago do elemento. A matriz Jacobiana é
comumente usada na definicdo de métricas para elementos de alta ordem, devido as informagdes
geométrica que contém.

A razdo entre o Jacobiano minimo e maximo no elemento, conhecido na literatura
como scaled Jacobian, € uma métrica usada em muitos trabalhos®> 114 115, 116, 3.

e

e __ “min
Q= Je (3.18)
max
onde Jy;, € J5,4, s30 0 menor ¢ o maior valor do Jacobiano dentro do elemento, e Q5 = 0 se

vin < 0. Grandes variag¢des no Jacobiano diminuem o desempenho de um elemento, mesmo se

J > 0. No entanto, um elemento extremamente distorcido pode mostrar pequena ou nenhuma
variagdo em |J|'%%.

Por outro lado, existem métricas baseadas no Jacobiano para elementos lineares, que
podem ser usadas para definir métricas de alta ordem e, neste caso, avaliam distor¢des de forma

eficaz'?% 8> 88 Considere a métrica de elementos triangulares dada pela Equagao (3.16). Knupp



99

mostrou que esta métrica linear pode ser avaliada usando a matriz Jacobiana 131

3y
T M+ An— A’

onde A1, Ay e Aj2 sdo os componentes do tensor métrico A =J" Je y= 1/A11 A — 112 .

A Equacdo (3.19) pode ser usada em elementos triangulares de alta ordem para

, ou seja,

(3.19)

avaliar sua qualidade em cada coordenada paramétrica (&, 7). Assim, uma possivel métrica de

qualidade para o elemento consiste no menor valor de T no seu interior, ou seja,

Ji; = min (7). (3.20)
(&m)

Duas métricas para avaliagao global de malhas sao definidas a partir de J;,

¢.» o menor J;; da malha:

Jis = min (Jtes)> (3.21)
e
e o valor médio de J;; da malha:

n Je
) egl s
Jis = ; (3.22)

nl

onde 7 é o numero de elementos da malha.

E importante notar que Jf, é igual a T; para elementos lineares. Assim, J;; € adequado
tanto para elementos de alta ordem quanto para elementos lineares, ndo sendo necessario
combinar duas métricas distintas para obter uma métrica combinada, como feito em 8 Além
disso, para uma dada malha, J;; ndo muda quando realizado refinamento uniforme (no espago
paramétrico) e representa um limite inferior para qualquer malha obtida desta forma. Em
contraste, o comportamento esperado do scaled Jacobian é convergir para 1 quando realizado
refinamento uniforme (somente para refinamento-/4). Por fim, destacam-se abordagens na
literatura que definem métricas de alta ordem integrando métricas lineares, ao invés de avalid-las
em um conjunto de pontos no dominio do elemento™. Essas abordagens foram aplicadas com
sucesso no contexto de otimizacao de malhas®® e malhas méveis®!.

Nos algoritmos de avanco de fronteira, o processo de geracdo de malha € guiado
por func¢des densidade que visam criar tridngulos de alta qualidade, principalmente na fronteira
da geometria. Entretanto, no caso da geracao de malhas de alta ordem, a altura do tridngulo
estabelecida pela fun¢do densidade ndo leva em consideracdo o efeito da aresta base curva,
pois em geral a etapa de geracao de malha poligonal € realizada separadamente, sem nenhuma

consideragdo da aresta curva.
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Por outro lado, neste trabalho, a fun¢do densidade usada na geracdo da malha
poligonal é modificada (Equacido (3.12)) para levar em consideracdo as arestas curvas, conforme
discutido na Sec¢do 3.3.1. Para mostrar a importancia dessa modificagcdo, considere tridangulos
formados por duas linhas e uma base reta, duas linhas e uma base circular concava e duas linhas
e uma base circular convexa, onde o 4ngulo das bases é de 90°. A Figura 66 mostra as métrica e
para os trés casos, variando a localizacdo do vértice oposto a base, e também mostra os tridngulos
que apresentam as maiores métricas. Pode-se notar que existe uma grande diferencga nas alturas

ideais h; que maximizam a métrica J;; nos trés casos.

Figura 66 — J;5 dos tridngulos com base reta e duas bases circulares.

+1.000e+00 +5.905e-01 +8.186e-01
+8.750e-01 . - +7.163e-01
+7.500e-01 . - +6.139e-01
+6.250e-01 . - +5.116e-01
+5.000e-01 F42. - - +4.093e-01
+3.750e-01 +2.215e-01 +3.070e-01
+2.500e-01 +1.476e-01 +2.046e-01
+1.250e-01 +7.382e-02 +1.023e-01
+0.000e+00 +0.000e+00 +0.000e+00

(a) Aresta linear (h, =~ (b)Aresta convexa (h, ~ 1.38 x (c) Aresta concava (h;, ~ 0.48 %
0.87 x corda). corda). corda).

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 67 mostra a variagdo da métrica J;, para tridngulos is6sceles de base circular
com arco 0, considerando trés regras diferentes para avaliacdo da altura do tridngulo. A primeira
regra € a melhor altura para cada 6, a segunda regra € o comprimento /., definido na Equacao
(3.12), e a terceira regra € a corda da curva, que € comumente adotado por algoritmos de geracio
de malha poligonal, como o apresentado por Barroso e colaboradores!!!. Os resultados para
a altura igual a /., sdo melhores em comparagdo ao terceiro caso. Assim, malhas de maior
qualidade sdo esperadas quando, na constru¢do da quadtree, sdo utilizados os comprimentos /..,
ao invés dos comprimentos usados no algoritmo padrdo. Vale notar que essa modificacdo afeta
apenas um dos critérios utilizados na defini¢cao da func¢io densidade, portanto ¢ dificil avaliar o

impacto da modificagcdo proposta em casos praticos.
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Figura 67 — Valores de J;; por curvatura 0 da base circular de tridngulos.

1.0+ - 7
0.9+ .
0.8 .
hj? L
0.7+ .
0.6 Melhor )
° Lw
Corda
0.5 : : : : :
-100° -50° 0° 50° 100°

0 (em graus)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, € importante notar que a qualidade dos elementos racionais € afetada
nao apenas pelas coordenadas dos pontos de controle, mas também pelos pesos dos pontos de
controle. A etapa de suavizacdo de pesos discutida na Secao 3.3.4 evita a perda de qualidade dos
elemento ao considerar pesos unitarios em todos os pontos de controle internos (ver Figura 60).

A eficdcia da suavizagdo de peso nas métricas Q; e J{, ¢ mostrada na Figura 68 e na Figura 69.

Figura 68 — Efeito da suavizagao dos pesos em Qj-.

+9.358e-01
+8.422e-01
+7.485e-01
+6.548e-01
+5.613e-01
+4.677e-01
+3.741le-01
+2.805e-01
+1.868e-01

+0.358e-01
+8.422e-01
+7.485e-01
+6.549e-01
+5.613e-01
+4.677e-01
+3.741le-01
+2.804e-01
+1.868e-01

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 69 — Efeito da suavizagdo dos pesos em J;,.

+9.854e-01
+89.396e-01
+8.937e-01
+8.478e-01
+8.0208e-01
+7.562e-01
+7.104e-01
+6.645e-01
+6.187e-01

+9.854e-01
+9.396e-01
+8.937e-01
+8.479%e-01
+8.020e-01
+7.562e-01
+7.104e-01
+6.645e-01
+6.187e-01

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.5 Geracao de malhas em superficies aparadas

Neste secdo, € discutida a geracdo de malhas de superficies aparadas. Os algoritmos
apresentados anteriormente para dominios planos sdo adaptados para o caso de geracdo de
malhas no espaco paramétrico de superficies NURBS. O processo proposto consiste em quatro

etapas, como € ilustrado na Figura 70.

Figura 70 — Geragao de malhas em superficie aparadas

Mapeamento da subdivisdo para

Subdivisao das curvas | 0 espaco paramétrico (&)

Curvas de aparo

/

Geragdo da malha no espago Mapeamento da malha para
paramétrico 0 espago cartesiano (x,y,z,w)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O método proposto parte de uma superficie NURBS aparada representada por um
modelo B-Rep, onde cada regidao possui uma superficie NURBS associada e um conjunto de
curvas de contorno definidas explicitamente. O modelo geométrico contém as curvas do contorno
externo e as curvas de aparo. As curvas do contorno externo herdam a geometria das curvas de
contorno da superficie NURBS, portanto sdo definidas por curvas NURBS convencionais em
3D. No caso das curvas de aparo, estas sdao definidas por curvas NURBS no espaco paramétrico
da superficie. A topologia das curvas de aparo € dada por arestas no espago cartesiano onde os
vértices inicias e finais sdo obtidos avaliando os pontos extremos das curvas de aparo. Os ciclos
sao definidos da mesma forma que no caso plano.

Apesar das particularidades das curvas, as subdivisdes (ou discretizacdes) destas sdo
definidas da mesma forma que apresentado anteriormente nos modelos planos, utilizando vetores
de valores paramétricos. Os segmentos de Bézier sdo obtidos aplicando os algoritmos de inser¢ao
de knots e elevagao de grau. Em seguida, os segmentos do contorno externo sao mapeados para
o espacgo paramétrico da superficie. Neste etapa, cada segmento € representado por uma reta
ortogonal correspondente no espaco paramétrico, de mesmo grau atribuido na discretizagdo. As
curvas de aparo ndo sdo mapeadas, pois ja estdo escritas em (&,1).

Em seguida, um algoritmo de geracdo de malhas € empregado para obtencdo da
malha de elementos no espaco paramétrico, onde o grau dos elementos da malha é compativel
aos graus atribuidos ao contorno. E importante notar que neste caso, os algoritmos de geracio
de malhas de superficie buscam gerar elementos de boa qualidade no espago Cartesiano, € nao
no espaco paramétrico. Assim, elementos muito distorcidos no espaco paramétrico, podem
corresponder a elementos de boa qualidade no espaco Cartesiano, como observado na Figura
70. Isto também evidencia que ndo € possivel aplicar os algoritmos planos nesta etapa de forma
direta, sem adaptacoes.

Por fim, os elementos descritos no espago paramétrico devem ser mapeados para
o espaco Cartesiano. Esta etapa € realizada através do procedimento de ajuste descrito a
seguir. Os pontos de controle de canto dos elementos sdo obtidos diretamente pela equacdo da
superficie base, pois tais pontos sdo interpoladores nos elementos. Os pontos de controle das
arestas sdo ajustados através da Equacdo (2.49), considerando amostras distribuidas de forma
equidistante no espago paramétrico da curva. As amostras sdo avaliadas pela curva de Bézier
correspondente no espaco paramétrico, com coordenadas (&, 1), e depois avaliadas no espaco

Cartesiano pela equacdo da NURBS, onde passam a ter coordenadas (x,y,z,w). Finalmente, o
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mesmo procedimento € realizado para os pontos de controle internos dos elementos. As arestas
de curvas do contorno externo ndo precisam ser avaliadas, pois ja sao definidas inicialmente no
espaco Cartesiano.

Para elementos triangulares com geometria poligonal no espaco paramétrico e que
tenham grau (p+¢), onde o p X g é o grau da superficie NURBS, o procedimento de ajuste
descrito acima resulta em elementos com geometria exata. No caso dos elementos quadrilaterais
com geometria poligonal no espaco paramétrico, as arestas destes elementos precisam ter grau
(p+ q) no caso geral, portanto, estes também precisam ter grau (p + ¢) nas duas dire¢des para
garantir a geometria exata. Por outro lado, em casos onde as arestas dos elementos sdo paralelas
aos eixos & e { da superficie NURBS, os elementos quadrilaterais de grau p X g representam a
geometria exata.

Nos casos onde existem elementos que ndo tenham geometria poligonal no espaco
paramétrico, pode ser necessario considerar graus de elementos excessivamente elevados para
garantir a representacao exata no espago Cartesiano, como descrito para o caso de curvas de
aparo na Sec¢do 2.6. Assim, embora seja inadequado a utilizacao de graus muito elevados na
pratica, a geometria exata pode ser obtida pelo procedimento proposto desta forma.

Vale destacar que o procedimento de geracdo de malhas descrito pode ser realizado
inclusive em modelos com miltiplas regides, onde as curvas do modelo sdo discretizadas a
priori, e as malhas sdo geradas para cada regido individualmente. A seguir, sdo discutidas as
adaptacgoOes realizadas nas técnicas de geracao de malhas planas para serem utilizadas no caso

das superficies paramétricas.

3.5.1 Adaptagoes para geracdo de malhas estruturadas

As técnicas de mapeamento transfinito discutidas na Secdo 3.2 podem gerar malhas
de superficies quando curvas de contorno no espago 3D sdo utilizadas. No caso de superficies
aparadas, em casos mais simples, o modelo pode ser particionado manualmente em regides
quadrilaterais ou triangulares, permitindo que a técnica seja aplicada em cada particao.

Entretanto, as superficies de Coons ndo podem representar superficies NURBS de
forma exata, o que resulta em erros adicionais na aproximacgao da geometria. Portanto, neste
trabalho a técnica de mapeamento transfinito € aplicada no espagco paramétrico da superficie, e

em seguida, as malhas sdo mapeadas para o espaco Cartesiano, como discutido na se¢do anterior.
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3.5.2 Geometria diferencial

Na geragdo de malhas ndo estruturadas de superficies paramétricaslsz’ 133,134 ¢

necessdario relacionar comprimentos e angulos existentes no espaco paramétrico a comprimentos
e angulos correspondentes no espago Cartesiano. Também € importante mensurar a variagao do
vetor normal ao longo da superficie, o que pode ser estimado a partir da curvatura da superficie.
Estes sdo problemas tratados pela Geometria Diferencial, no estudo de métricas de superficies.
Uma breve apresentacao das formulacdes matemadticas utilizadas € realizar a seguir.

Uma superficie paramétrica s(&,n) possui propriedades que variam, no caso geral,
ao longo do espaco paramétrico onde € definida. A primeira forma fundamental (I) de s, em um

ponto (&, n) qualquer da superficie, é avaliada por:

E F

I= , (3.23)
F G

onde

sendo tg e t; os vetores gradientes da superficie em cada dire¢do paramétrica.
Dado um vetor p no espago paramétrico, a rotagdo em 90° deste vetor no plano
tangente da localidade correspondente no espago cartesiano, € calculada por:
. -F -G
p = p. (3.25)
E F
Dado um vetor q = (&, nq)T, o valor escalar s tal que o médulo do vetor q° = sq

tenha comprimento ¢ no espago cartesiano € dado por:

C

§ = .
VEE +2F &, +Gn;

(3.26)

A Figura 71 ilustra os dois procedimentos.
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Figura 71 — Rotacgao e escala de vetores no espaco Cartesiano da superficie.

Rotagdo de 90 graus
no espago Cartesiano 1k

Rotagao correspondente no
espago paramétrico
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S
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¢a
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Ol no espago paramétrico

. 02
Escala para obter o comprimento c.

r

Fonte: Elaborada pelo autor.

A segunda forma fundamental (IT) de S, em um ponto (&, 7)) da superficie, é avaliado

por:
L M
T = : (3.27)
M N
onde
8t5 - atg - at'r’ ~
L—%'n, M—%'n, N—W'n, (328)

sendo it = t¢ X t; o vetor normal ao plano tangente da localidade. A segunda forma fundamental
pode ser utilizada para avaliar a curvatura Gaussiana (k) e curvatura média (K,):

K_LN—M2  _LG-2MF+NE
* EG-F* ™" 2(EG-F?)

(3.29)

Finalmente, as curvaturas principais k,, € K, da superficie sdo obtidas por:

Kp, = K+ 1/ K2 — Koy Kpy = Koy — 1/ K2 — K. (3.30)

3.5.3 Adaptacdes na funcdo densidade

Na geracao de malhas de superficies, a funcdo densidade pode ser definida no
espago paramétrico da superficie ou diretamente no espago Cartesiano. Na primeira estratégia,
malhas auxiliares planas, como por exemplo quadtrees, podem ser adotadas'** 133 Na segunda
estratégia, malhas auxiliares volumétricas podem ser consideradas'3* 8,

Neste trabalho, a fun¢ido densidade adota para geracdo de malhas de superficies

aparadas € dada por uma quadtree definida no espaco paramétrico da superficie. Na geracao
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dos modelos planos, a densidade ou tamanho dos elementos de uma posicao (x,y) do dominio é
dado pelo lado da folha da quadtree que contém a posi¢do. O tamanho do lado da folha depende
de sua profundidade na arvore e do tamanho da célula raiz, que é dado pela caixa delimitadora
quadrada da geometria do problema (L,;). Assim, a densidade d,,; em (x,y) € avaliada por:
Ly

dy = 2—’; (3.31)
onde L, € o tamanho da caixa delimitadora quadrada do modelo e k € a profundidade da folha
que contém (x,y). Tal metodologia ndo pode ser aplicada diretamente no caso das malhas
de superficies, pois neste caso os tamanhos das células da quadtree sdo medidos no espago
paramétrico, enquanto os tamanhos dos elementos da malha sao dados no espaco Cartesiano.

Logo, associa-se a quadtree tamanhos relativos ao espaco Cartesiano. O tamanho

correspondente a célula raiz é dado por:

Lsrf =V Acp, (3.32)

onde A, € a drea do malha de controle da superficice NURBS. Assim, a densidade em um ponto

(&,m) na quadtree é dado por:

L
dyp = z—kf (3.33)

Na construcdo da quadtree, os segmentos da discretizacdo de entrada do problema s@o
localizados usando sua representacdo no espaco paramétrico, mas o valor do tamanho utilizado no
refinamento da quadtree é dado em func¢do do comprimento da corda (s;) do segmento no espaco
Cartesiano. O comprimento /.., que no caso plano é dado pela Equacao (3.12), € modificado
da seguinte forma: a flecha d; € avaliada no espaco paramétrico, mas considerando a direc@o
ortogonal a base no espago Cartesiano. Assim, a direcdo fi € obtida usando a Equacio (3.25),

com as métricas de superficie avaliadas em s,,. Uma vez avaliado d; no espago paramétrico, o

comprimento correspondente no espago cartesiano é obtido por [s(¢(z,,)) — (s, )|, acrescentando
o mesmo sinal obtido em d;. Vale notar que d; serd nao nulo apenas em segmentos que sejam
curvos no espaco paramétrico, ou seja, apenas nas curvas de aparo.

Ap6s a fase inicial de constru¢ao da quadtree em fungao dos segmentos do contorno,
a quadtree é refinada pelos critérios de tamanho méximo e refinamento 1:2, que s@o realizados
da mesma forma que nos algoritmos para dominio plano.

Em seguida, € realizado o refinamento da quadtree em fungdo da curvatura da

superficie. Este critério busca controlar a variacdo do vetor normal nos elementos gerados.
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Considerando um angulo limite 63

o cada célula da quadtree € refinada se a variacdo dos

vetores normais na célula for maior que o limite estabelecido. Matematicamente, a condicao é
verificada como cos (65¢1) < cos (83 ,.), sendo 654 o angulo méximo entre os vetores normais
na célula. Esta verificagdo € realizada de forma aproximada. As curvaturas principais K € K2
sao avaliadas no centro da célula, usando a Equacao (3.30). Em seguida, estima-se o angulo

maximo entre os vetores normais na célula por:
ell
Onax = max([ i1, |1p2|) dirs (3.34)

onde d,, ¢ € o tamanho da c€lula, dado pela Equacao (3.33). O critério € avaliado recursivamente
até a condicao respectiva seja satisfeita.
Ap6s a aplicacdo do critério de curvatura, o critério de refinamento 1:2 € realizado

novamente.
3.5.4 Adaptacdes na geragdo de malhas unidimensionais

Os critérios de discretizacdo uniforme abordados na Secao 3.1.1 sdo utilizados da
mesma forma, considerando os segmentos no R3. Na discretizaco recursiva descrita na Segio
3.1.2, os critérios de comprimento maximo, curvatura, comprimento minimo, varia¢io do vetor
tangente e também a etapa de suavizagdo das arestas, sdo realizados de forma idéntica ao caso
plano, mas considerando as curvas no R3.

O critério de proximidade € aplicado no espaco paramétrico. As trés retas perpendi-
culares ao segmento, que sao usadas para definir a drea de proximidade para cdlculo dos testes
de intersec¢do, agora sdo perpendiculares no espago Cartesiano, onde o angulo correspondente
no espaco paramétrico € avaliado pela Equacdo (3.25). O comprimento das retas € avaliado
pela Equacdo (3.26), de modo que o tamanho de cada uma no espago Cartesiano seja igual ao
tamanho da corda do segmento no 3D. As propriedades da superficie consideradas nas equagdes
sdo avaliadas no ponto de partida de cada reta no segmento.

No critério de disparidade, a quadtree € construida conforme foi descrito na Secao
3.5.3. O critério € realizado no espago paramétrico, onde sdo definidos os pontos de avaliacdo da

funcdo densidade da quadtree. Vale notar que neste caso s; é a corda do segmento no R3.
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3.5.5 Adaptacoes na geragdo de malhas nao-estruturadas

A geragdo da malha ndo estruturada € realizada com as alteragOes descritas a seguir.
Na etapa de geracido da malha poligonal, a quadtree é construida conforme descrito na Se¢do 3.5.3.
A fronteira € definida no espaco paramétrico, mas € ordenada considerando os comprimentos das
arestas no espago cartesiano, dados pelo /., modificado. Nas iteracdes de geracdo de triangulos
pelo método de avango de fronteira, que ocorrem nas etapas de processamento geométrico e
processamento topoldgico, na fase de ordenacdo dos vértices pelo critério de angulo maximo, o
calculo do angulo é realizado considerando os vértices, da aresta base e os candidatos, mapeados
no espacgo Cartesiano. Os testes de validade dos tridngulos candidatos continuam a ser realizados
no espago paramétrico.

Além disso, a localizacdo do candidato 6timo € definida partindo do ponto médio
da aresta base, por um segmento que € ortogonal a base no espago Cartesiano, sendo a direcao
correspondente no espaco paramétrico avaliada pela Equacdo (3.25). A altura do triangulo é
calculada usando a Equacao (3.26), considerando o tamanho obtido na quadtree avaliado no
centro da aresta base. As propriedades da superficie utilizadas nestes calculos sdao definidas no
centro da aresta base. Nos critérios de exclusao dos candidatos, a distancia entre o candidato
otimos e os vértices existentes, € também a drea minima dos elementos considerados, sdo
avaliadas considerando os vértices mapeados no R3.

A etapa de suavizacao Laplaciana € realizada de forma similar a apresentada por
Miranda e Martha!*, onde o coeficiente ¢ = 0.7 é utilizado. Além disso, 0s pesos entre as
arestas sdo dados pela razdo de seu comprimento no espaco cartesiano pelo comprimento no

espago paramétrico:

iy = [S(py) —S(pi)| (3.35)

Py — pil

Assim, apesar do deslocamento dos vértices ser avaliado no espago paramétrico, 0s comprimentos
no espago cartesiano sao contabilizados indiretamente pelo esquema de ponderagdo adotado.

Na etapa do Back-tracking, a métrica de qualidade dos tridngulos € aplicada consi-
derando seus vértices mapeados para o R3. O remalhamento processado também considera as
alteracdes descritas anteriormente, no processamento geométrico e topoldgico.

O processo de suavizagdo de alta ordem € idéntico ao realizado no caso plano.
Sua aplicagdo desta forma mostrou efetividade em vérios exemplos abordados neste trabalho,

evitando elementos invdlidos e melhorando a qualidade das malhas. Entretanto, as arestas e faces
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dos elementos afetados deixam de ter geometrias poligonais no espago paramétrico, resultando
em geometrias de alta complexidade no espago Cartesiano, efeito semelhante ao observado nas
curvas de aparo.

Embora o cardter isogeométrico seja dificilmente satisfeito nestes elementos, os
demais elementos da malha que nao sejam afetados pelo SAO permanecem com geometria
poligonal no espago paramétrico. Além disto, usualmente ndo se busca garantir a exatidao

geométrica nos elementos adjacentes as curvas de aparo48

, mesmo quando nao € realizada
suavizacdo nestes. Portanto, a SAO proposta € efetiva para evitar elementos invélidos ou de baixa
qualidade quando curvas de aparo de geometria complexas sao utilizadas, gerando elementos de
alta complexidade geométrica apenas nas proximidades de tais curvas.

Por fim, é importante destacar que a métricas de alta ordem definidas na Equacao
(3.20), Equacao (3.21) e Equagao (3.22) podem ser empregas em elementos de superficie. Neste

caso, deve ser considerado na Equacdo (3.19) a matriz Jacobiana de superficies e triangulos de

Bézier no caso 3D, que tem dimensdo 3x2.

3.6 Otimizacao de malhas

A otimizacao de malhas busca melhorar a qualidade dos elementos, considerando
uma dada métrica de qualidade. Existem métodos que otimizam malhas realizando modificagdes
topoldgicas, como no procedimento de troca de arestas® (edge swap). Também existem métodos
baseados no reposicionamento de vértices das malhas, onde nesta caso, a topologia da malha nio
€ modificada. Varios métodos desta categoria foram desenvolvidos no contexto de elementos

86,84, 88 & também em elementos isogeométricoslog.

finitos de alta ordem

Neste trabalho foi desenvolvido uma metodologia de otimizacdo de malhas isogeo-
métricas compostas por elementos de Bézier racionais baseada no reposicionamento dos pontos
de controle, onde sdo considerados além das coordenadas cartesianas, também os pesos dos
pontos de controle. Vale notar a importincia da fungdo peso na parametrizacao e qualidade dos
elementos racionais.

Seja .# uma malha de elementos finitos de alta ordem planos, com n,, elementos, e
seja d,, um vetor de deslocamentos u,v e d,, um vetor de pesos, ambos de um subconjunto p,; de
pontos de controle de .#, de tamanho n,. A malha modificada .# tem os mesmos elementos

de .# , mas com os deslocamentos d,, somados nos pontos p,.; € os pesos d,, atribuidos aos

pontos Pycr- Assim, considerando uma métrica de qualidade das malhas Q,,5,, 0 problema de
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otimizagdo de malhas é definido como:

Determinar X = [(u1,vi,w1), (42,v2,W2), .., (Unyers Vigers Wnyer )

(3.36)
que maximiza Qg (Ax)

O subconjunto p,; € definido usualmente como os pontos de controle internos da
malha, que ndo fazem parte do contorno do problema, ou ndo sao restri¢des definidas a priori.
O problema de otimizacao descrito € de dificil solucdo, especialmente quando se consideram
malhas com muitos elementos. O nimero de variaveis € extremamente elevado, e além disso,
existem vdrias combinagdes de valores em X que levam a elementos invalidos. Uma forma de
mitigar tais problemas € realizar a otimizacdo de forma localizada®. No presente trabalho, as
otimizag¢do sdo realizadas localmente utilizando o mesmo algoritmo de sub-malhas adotado na
SAO proposta, onde o conjunto inicial de elementos F' é dado por elementos de baixa qualidade.
Logo, cada sub-malha disjunta do problema resulta em uma malha de otimizacdo .# respectiva.

Além das otimizagdes locais, também sdo consideradas restri¢cdes laterais, limitando
os deslocamentos u e v, respectivamente, a [-Umnar.Umax] € [-VinaxsVmax], € 0 peso dos pontos
de controle a [Wyin,Wmax]. Os deslocamentos maximos Uy,qx € Vipgy S0 fragdes do tamanhos
maximos de .# ao longo de x e y, controladas pelo parametro de redu¢do de tamanho de busca.
Os limites dos pesos sdo os pesos minimo e maximo de .. O uso das restri¢des laterais permite
ajustar a dificuldade do problema, reduzindo o percentual do espaco de busca com malhas
invélidas.

Neste trabalho os problemas de otimizagdo s@o solucionados utilizando algorit-
mos heuristicos de ordem zero, como algoritmos genéticos, nuvem de particulas e evolucao
diferencial'®. Algumas modifica¢des adicionais ao problema de otimizacdo melhoraram a
efetividade desses algoritmos. Primeiro, sdo consideradas restri¢des de validade dos elemento
de .. Tal restricdo é ttil no contexto de algoritmos que utilizem tratamento de restri¢des via
métodos de funcdo objetivo penalizada. Nesta abordagem, a funcao objetivo das solucdes x que
violam restri¢cdes € modificada, tornando-as piores em relagdo as demais. A abordagem € util
quando sdo consideradas métricas Q,,,; definidas como a qualidade minima dos elementos da
malha, como a dada pela a métrica J, pois permite comparar duas malhas invalidas baseada no
numero de elementos invélidos de cada uma. Neste caso, observa-se que Q,,,s; = 0 para malhas
que tenham pelo menos um elemento invélido.

Outra detalhe importante foi considerar, no conjunto de solucdes iniciais do problema,

a propria malha .. Tal consideragdo melhorou a convergéncia dos métodos de otimizacao
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testados. Assim, o problema de otimiza¢do de malha passa a ser:

(

Determinar X = [(u1,v1,w1), (42,v2,W2), -+, (Unyes s Viger s Wnger )
que maximiza Qg (A#x)
Sujeito a
—Umax < Ui < Uax, 1=1,2,... Nger (3.37)
~Viax < Vi < Vpax, 1= 1,2,... 04¢s
Wiin < Wi < Wmax, = 1727 -y Ract
\ o elemento ¢; € valido, i = 1,2,...,n,,.

Vale notar que as restricdes laterais sao satisfeitas explicitamente pelos métodos de otimizacao
utilizados'3® 137,

No procedimento proposto neste trabalho a otimizagao € realizada em duas etapas.
Primeiro se otimiza a métrica de qualidade minima J;5, buscando melhorar a qualidade dos piores
elemento da malha. Essa etapa é importante para garantir a validade da malha, que € satisfeita
se Jis > 0. Por outro lado, no caso de malhas pouco discretizadas, observou-se que o processo
de otimiza¢do da qualidade minima pode piorar significativamente a qualidade de elementos da
malha que inicialmente apresentavam boa qualidade.

Portanto, ap6s a maximizagdo de Jy, € realizada uma nova etapa de otimizacao
visando maximizar a qualidade média da malha (Q,,s;, = J/%), partindo da malha otimizada na
etapa anterior. Nesta nova otimizagdo, considera-se uma nova restricdo limitando J;; ao valor
obtido na etapa anterior, evitando assim que a qualidade do pior elemento da malha seja reduzida.

O processo de otimizagdo em duas etapas € realizado em cada sub-malha obtida ao considerar

um valor de métrica minima Q,,;,, para selecionar os elementos da malha.
3.6.1 Otimizacdo de malhas de superficie

O processo de otimizagdo de malhas de superficie € semelhante. As malhas sdo
otimizadas no espago paramétrico da superficie, onde a varidveis de projeto sdo deslocamentos
nas coordenadas (&, 1) dos elementos. A avaliagdo da malha ¢ feita considerando seus elementos
no espaco Cartesiano. Portanto, a avaliacdo de cada projeto x requer utilizar o mapeamento dos
elementos para o R3, descrito na Secdo 3.5. Além disso, a coordenada w ndo é considerada, pois

usualmente as curvas de aparo ndo sao racionais. Assim, o problema de otimiza¢do de malhas de
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superficie é definido por:

(

Determinar  x = [(A§1,AN), (A&, AN2), ..., (Aéy,.. s AT, )]
que maximiza Qg (.#), no R3
Sujeito a
~Eax < & < B 1= 1,2, s (3-38)
—MNmax < Mi < Mmax; 1= 1,2, nger
Winin < Wi < Wpax, 1=1,2,... nge

o elemento ¢; é validono R3, i =1,2,... ,nge
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4 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Analise Isogeométrica (AIG) é um método de anélise estrutural que utiliza na
solucdo numérica aproximada as mesmas fun¢des empregadas pelos sistemas CAD para modela-
gem da geometria. O método possui muitas semelhangas com o Método dos Elementos Finitos
(MEF), que é o método mais utilizado atualmente para andlise de s6lidos e estruturas. A grande
diferenca de ambos reside na capacidade que a Anélise Isogeométrica tem de tratar a geometria
do modelo de forma exata, independente do nivel de discretizacdo adotado.

No MEF, a estrutura é dividida em um conjunto de elementos conectados através
de n6s. Os deslocamentos no interior de cada elemento sdo interpolados a partir dos desloca-
mentos de seus nds utilizando polindmios. As equagdes de equilibrio da estrutura s@o obtidas
utilizando principios variacionais (trabalho virtual ou energia potencial) ou Métodos de Residuos
Ponderados (e.g. Galerkin). Na formulacao isoparamétrica do MEF a geometria dos elementos €
descrita pelas mesmas funcdes utilizadas para aproximar os deslocamentos. Esta formulagdo é
largamente utilizada, pois garante que as condicdes necessdrias para a convergéncia do MEF
para a solugdo exata do problema sejam automaticamente satisfeitas'.

A Analise Isogeométrica utiliza a mesma ideia da formulagdo isoparamétrica do
MEF, mas neste caso a sequéncia € invertida: os deslocamentos no interior do modelo sdo
aproximados utilizando as mesmas fungdes utilizadas para definir a geometria do modelo (e.g.
B-splines e NURBS). Desta forma, consegue-se representar de forma exata a geometria do
modelo e manter a garantia de convergéncia para a solu¢cdo do problema.

A AIG foi proposta inicialmente em Hughes e colaboradores> >, onde foi aplicada
para problemas estruturais modelados como s6lidos NURBS. Procedimentos de discretiza¢io
semelhantes aos refinamentos p e h existentes no MEF! sdo aplicados utilizando algoritmos
tradicionais da drea da Modelagem Geométrica, como elevacio de grau e inserc¢do de knots. Outra
vantagem da abordagem € o uso de modelos com continuidade elevada. Além de facilitar o uso de
formulagdes que requerem continuidade C!, como em elementos de placa e casca O 138,139, 140
também permite realizar uma nova estratégia de discretizagdo inexistente nas formulag¢des

km, onde aumenta-se simultaneamente o nimero,

classicas de elementos finitos, o refinamento
o grau e a continuidade das funcdes de aproximacao.

Uma desvantagem das NURBS € que o arranjo em produto tensorial de seus pontos
de controle impede que sejam realizados refinamentos localizados. Por outro lado, ressalta-se

que outras representacdes geométricas capazes de realizar tais refinamentos vem sendo usadas
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na AIG, como as B-Splines hierérquicasMZ’ 143, 144, T—Splineslg’ 145, 146, LR B-Splines23 »24,25 ,
PHT—Splines%’ e THB-Splines 28,29 Apesar das vantagens destacadas, o uso da AIG cléssica,
baseada em NURBS ou nas alternativas mencionadas, € limitado pelo problema da parametriza-
¢d0 do dominio de anélise discutido no Capitulo 3.

Por outro lado, a obtencdo de modelos isogeométricos usando malhas compostas por
tridngulos de Bézier racionais com continuidade C” apresentam maior robustez, como discutido
anteriormente. Elementos triangulares racionais de Bézier foram utilizados em problemas
de elasticidade’, transferéncia de calor’ e em problemas de otimizacao estrutural de forma®.
Também sao utilizados em problemas de andlise de placas e casca finas baseadas na formulacdo
de Kirchoff-Love, onde a continuidade C! e G! entre os elementos é imposta usando restricdes
e multiplicadores de Lagrange7’ 147 Além disso, as rational Triangular Bézier Splinems, que
sao construidas a partir de malhas de tridangulos de Bézier racionais e tem continuidade elevada,

foram utilizadas'*® 14

na andlise de cascas com formulacdo de Kirchhoff-Love que requer
continuidade C'.

Neste trabalho é proposto a utilizacio de modelos AIG de continuidade C”, compos-
tos por elementos de Bézier racionais. Nesta abordagem, a capacidade de representacdo exata da
geometria se mantém, e refinamentos 4 e p podem ser empregados da mesma forma que na AIG
classica. Refinamentos localizados podem ser aplicados durante a etapa de geracdo da malha,
usando funcdes de densidade de elementos apropriadas, da mesma forma como € feito no MEF.

A parametriza¢do do dominio de andlise pode ser obtida de forma robusta, através
de técnicas de geracdo de malhas isogeométricas, como as propostas no Capitulo 3 ou em outros
trabalhos da literatura™ >. A andlise de cascas modeladas com superficies aparadas € realizada
usando os mesmos elementos de superficies sem aparos, pois neste caso um dominio de anélise
adequado € obtido na etapa de geracdo de malhas. A Figura 72 mostra modelos de andlise
quadraticos usando NURBS, malhas isogeométricas de superficie (quadrilateros) e de tridngulo
de Bézier racionais ¢ uma malha de elementos finitos Q8.

Uma desvantagem da AIG em relacdo ao MEF € perda de sentido fisico dos graus de
liberdade do problema estrutural. No MEF, todos os graus de liberdade sdao deslocamentos da
estrutura, enquanto que na AIG, é comum que a maior parte dos graus de liberdade ndo sejam
interpolados, o que dificulta a aplicagcao de condi¢cdes de contorno, além de tornar o uso pratico
do método mais desafiador. Por outro lado, pode-se observar que os modelos IGA baseados

em elementos de Bézier apresentam mais graus de liberdade interpolados, sendo assim mais
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préximos aos elementos finitos tradicionais.

Figura 72 — Malhas da AIG e MEF para um problema bidimensional. Os pontos de controle
interpolados sdo destacados em azul.

(a) NURBS (b) Superficies de Bézier (c) Triangulos de Bézier  (d) Elementos Q8

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1 Estado Plano de Tensoes

Utilizando os conceitos de modelagem geométrica discutidos no Capitulo 2, a
geometria de cada elemento € escrita como:

np np
X = ZRaxm y= ZRaYa 4.1)
a=1

a=1

onde np € o nimero de pontos de controle, R, sdo as funcdes base utilizadas e x,,y, sdo as
coordenadas dos pontos de controle. Neste caso, as funcdes base utilizadas sdo as bases racionais
das superficies (quadrilateros) e tridngulos de Bézier racionais, definidas respectivamente, na
Equacdo (2.6) e na Equacao (2.21).

Na Andlise Isogeométrica, os deslocamentos (#, v) no interior do elemento sdo

aproximados com as mesmas fungdes base utilizadas para descrever a sua geometria. Portanto:
np np

U= ZRaua, v = ZRava 4.2)
a=1 a=1

onde u,, v, sdo os deslocamentos dos pontos de controle. Estas equagdes podem ser escritas de

forma matricial como

u R, O U np
a= | "=y ™ “| =Y Nou,=Nu (4.3)
1% a=110 R, Vg a=1

onde u € o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos dos pontos de controle)

e a matriz N é dada por

N:[N1 N .. Nn,,} (4.4)
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Desta forma, a matriz de aproximacao dos deslocamentos N € formada por uma série de sub-
matrizes correspondentes a cada ponto de controle.

E importante notar que diferente do MEF, os pontos de controle ndo necessariamente
pertencem ao elemento e seus deslocamentos ndo possuem um sentido fisico claro, como ocorrem
com os deslocamentos nodais, que correspondem aos deslocamentos de pontos do dominio do
problema. Desta forma, a AIG tem caracteristicas similares as do Método de Rayleigh-Ritz.

Um aspecto importante da AIG € que embora a geometria possa ser descrita exata-
mente utilizando poucos pontos de controle, a obtencdo de resultados precisos na anélise requer
que um numero adequado de graus de liberdade seja considerado. Assim, o nimero de pontos de
controle minimo a ser utilizado € ditado pela geometria do problema, mas o nimero efetivamente

utilizado depende da precisdo requerida da anélise.
4.1.1 Deformagoes

Considerando que os deslocamentos sdo pequenos, as deformacdes podem ser calcu-

ladas como
& U x R, 0 O
np ’ u;
e=|¢g [=] v, |=X|0 Ry O =Bu (4.5)
a=1 Vi
Yy Uy+vy Riy Rax O

E importante notar que a matriz deformacio-deslocamento (B) tem 0 mesmo padrio da matriz N
mostrada na Equacdo (4.4).

As fungdes base R, sdo definidas em funcédo das coordenadas paramétricas (&, 1),
mas para calcular a matriz deformac¢do-deslocamento € necessario calcular as derivadas destas
fungdes em relagdo as coordenadas cartesianas (x,y). Assim, como na formulacdo isoparamétrica

do MEFl, na AIG estas derivadas podem ser calculadas utilizando a matriz Jacobiana (J):

J= LRaga Y Raga Lo | e oy | fee (4.6)
ZRaJ? xa ZR(,I,TI ya Ravy Raﬁ?

4.1.2 Equacgoes de Equilibrio

As equacdes de equilibrio do s6lido na AIG podem ser obtidas a partir do Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilibrio ocorre quando o trabalho

virtual interno (0U) é igual ao trabalho virtual externo (6W,y;), qualquer que seja o campo de
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deslocamentos virtuais 81, desde que este seja pequeno e obedega as condi¢des de contorno

essenciais do problema ! Matematicamente:
8U = 6Wey = / se’cdv = / 84" bav +/5ﬁquS+25ﬁJT~ F; (4.7)
v v S

onde O¢€ é o vetor de deformacdes virtuais, & é o vetor das tensdes, b s@o as for¢as de corpo, q
sdo as forgas de superficie e F; sdo as cargas concentradas atuantes no corpo.
Utilizando a Equacdo (4.5) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as

deformagdes virtuais sdo dadas por:

0€ =Bou (4.8)

Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:

U = /V seloav = 6uT/VBTGdV =dulg (4.9)

onde o vetor das forcas internas da estrutura (g) é dado por

o= /VBTGdV (4.10)
Utilizando a Equacdo (4.4), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:

W = 6uT/VNdeV 1+ oul /SNT qdS+8u” Y N;7F; = su”t @.11)

Portanto, o vetor das cargas externas (f) € dado por

f:/VNdeV—l—/SNquS—l—ZNjTFj 4.12)

Nesta expressdo, a matriz N; corresponde a matriz N da Equagdo (4.4) avaliada no ponto de
aplicacao da forca j.
As equacgdes de equilibrio do modelo discreto sao obtidas substituindo as Equagdes

(4.9) e (4.11) na expressao do trabalho virtual:
SU=6W,, = dulg=23u'f (4.13)

Como os deslocamentos virtuais du sdo arbitrarios, as equagoes de equilibrio da AIG sdo dadas

por

g=f (4.14)
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Neste trabalho, considera-se que o material tem um comportamento eldstico linear:

Oy 1 v 0 &

E
oy | = =2 v 1 12‘/ g = o0 =Ceg, 4.15)
T12 00 3 Yoy

onde E € o mdédulo de elasticidade do material, v € o coeficiente de Poisson e C € a matriz
constitutiva eldstica'. Substituindo a relacdo tensdo-deformacgdo na expressao do vetor de forcas

internas e utilizando a Equagao (4.5), pode-se escrever:

g:/BTGdV:/BTC£dV:/BTCBqu:Ku (4.16)
14 14 14

onde a matriz de rigidez da estrutura € dada por:

K:/BTCBdV 4.17)
14

Finalmente, substituindo a relacdo g = Ku na Equacdo (4.14), podemos escrever as equacoes de

equilibrio como:
Ku=f (4.18)

A solucdo da Equagdo (4.18) permite a determinacdo dos graus de liberdade do
problema (u), que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Apds o
calculo do vetor de deslocamentos u, as deformagdes sao calculadas utilizando a Equacdo (4.5) e
as tensodes sdo calculadas utilizando a Equagdo (4.15), completando a solucdo do problema de
andlise de tensdes.

E importante notar que os elementos de Bézier tem continuidade C°, portanto as
fun¢des de aproximacdo dos deslocamentos sao definidas dentro de cada elemento de forma
independente, da mesma forma que no MEF. Assim, a integracdo de K e f de cada elemento é
realizada numericamente usando quadraturas de integragcdo com niimero de pontos adequados,
como a quadratura de Gauss' no caso das superficies de Bézier e quadraturas para dominio
triangular, como a proposta por Dunavant'°, no caso dos triangulos de Bézier.

Desta forma, K e f globais sdo obtidas a partir das matrizes e vetores dos elementos
através do mesmo processo de montagem usado no MEF. Por outro lado, no caso de NURBS e
T-Splines, que tem continuidade elevada, a regido de atuacdo das fungdes de base sdo irregulares,
de modo que a integracdo das matrizes e vetores ¢ mais complexa em comparagao ao MEF"?7.

O problema de transferéncia de calor é definido de modo andlogo ao problema estado

1, 151

plano de tensdes. Sua descricao € detalhada em outras fontes e serd omitida aqui.
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4.2 Analise de Cascas

Neste trabalho, anélises estruturais de cascas sao realizadas utilizada uma formulagao
isoparamétrica de elementos sélidos degenerados baseados nas hipéteses de Reissner-Mindlin'.
Esta formulacdo é amplamente utilizada por vérios pesquisadores devido a simplicidade na sua
formulacdo e implementacao, sua capacidade de tratar tanto cascas de parede finas e quanto cascas
de parede espessa, e sua capacidade de modelagem de geometrias diversas'2. A formulagao
classica utilizada para elementos finitos foi adaptada neste trabalho para elementos de Bézier
racionais de grau arbitrario.

No modelo de sélido degenerado, a geometria da casca € representada por sua
superficie média e pelo vetor normal a esta superficie (vy). Pontos fora da superficie média sao
definidos pela coordenada {. A Figura 73 apresenta um exemplo de modelo sélido degenerado,

detalhando definicao dos pontos ao longo da espessura.

Figura 73 — Modelo sélido degenerado.

(a) Modelo sélido. (b) Superficie média. (c) Pontos ao longo da espessura.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desta forma, um ponto x do sélido € definido por um ponto X, da superficie média,

pelo vetor normal v3; em X € pela espessura ¢; em X, por:

t
x(6,1,8) =x:(&:m) +vas(Em) § 5 (4.19)
A geometria da superficie média é modelada pelos elementos finitos de superficie:
np
Xy = Z Ra X (4.20)

onde x, sdo os pontos de controle do elemento e R, sdo as fun¢des de base da superficie de

Bézier. Um campo aproximado dos vetores normais da superficie média é definido utilizando as
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mesmas fungdes de forma dos elementos finitos na defini¢do da geometria:

np
V3s = Z Ra V3a, (421)

a=i
onde v3, = (I34,m3g, n3a)T € um vetor diretor normalizado associado ao ponto de controle a. Um

campo escalar de espessuras € definido de forma andloga:
np

ts=Y Rala. (4.22)
a=i

Substituindo as Equagdes (4.20), (4.21) e (4.22) na Equacdo (4.19), a geometria do elemento de

casca de Bézier é escrita como:

np ty
x=Y Ra(xa+c_l3a)v
a=1 2

np 1
y= L Ra(a+§5msa). (4.23)

a=

np 1
= ZlRa (Za + C E”Ba)-

a=

Assim, além das coordenadas cartesianas, esta formulagdo também requer a definicao do vetor

v3, € da espessura 7, para cada ponto de controle.

Figura 74 — Deslocamento de um ponto arbitrario no modelo de s6lido degenerado.

[ Deformado)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O deslocamento u de um ponto x° para uma nova configuracio x' (ver Figura 74) é
dado por:
{0 - la 0
u=x—x :us+uv3:ZRaui—FCE(V%—V%). (4.24)

a=1

Escrevendo v;, e vgs em fun¢do das normais associadas as fungdes de base (Equacao (4.21)),

temos:

np np np
Vay — V5, = ) Ravh, = ) Ravs, = ) Ra (v, — V5,), (4.25)
a=l1 a=i

a=i
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onde Vg , € V5, 530 os vetores normais associados aos pontos de controle, respectivamente, na
configuracio inicial e configuracdo deformada da estrutura.

Em andlises com pequenos deslocamentos e rotagdes, a rotacao do vetor normal v3,,
pode ser expressa como a soma de duas rotagcdes independentes (o, e 3,), em torno de eixos

locais vy, € Vzalsz, L,

Vi, — Ve, = —0aVau + BaVia, (4.26)

onde Vi, = (l1a,m14,114)7 € Vau = (g, maq,n24)T sdo vetores diretores associados
ao ponto de controle a, e @, e B, sdo rotagdes associadas ao ponto de controle a. Os vetores

diretores vi4, V2, € V3, sdo perpendiculares entre si, conforme ilustrado na Figura 75.

Figura 75 — Vetores diretores nos pontos de controle da casca.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, os deslocamentos no interior do modelo sdo dados por:

np t
u= ZlRa (ua + C Ea (,Balla - aaIZa))a
a:

np l—
v= ZlRa (va+¢ 5“ (Bamia — Gamay)), 4.27)
a=
np ta
w= ZlRa (Wa + C 5 (ﬁanla - aa”Za))a
a=

Estas equacdes podem ser escritas de forma matricial como:

Ug
u . R, 0 0 —haR,Ct,/2 11,R,C1,/2 Va
a=| v | =Y |0 R, 0 —muRiCta)2 miaR.Cta)2] | wa | (4.28)
wl T0 0 R —mawR.Ct)2 maReCta2| | o
Ba



123

€
np

=) N,u,=Nu (4.29)
a=1

onde u € o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos e rotagdes dos pontos

de controle) e a matriz N é dada por

N:|:N1 N2 an‘| (4.30)

Desta forma, a matriz de aproximacao dos deslocamentos N € formada por uma série de sub-
matrizes correspondentes a cada ponto de controle, similar ao caso dos elementos de estado

plano.
4.2.1 Calculo dos vetores diretores

Em elementos finitos, o cdlculo dos vetores normais (v3,) via interpolagdo permite
que sejam consideradas as normais exatas do modelo geométrico em todos os nés da malha. Os
vetores nodais exatos sao usados para interpolar o vetor normal dentro do elemento, reduzindo
os erros de aproximagdo da geometria do problema. O campo de vetores normais definido
desta forma € mais preciso do que utilizar as normais obtidas naturalmente pela geometria dos
elementos, que ndo sdo exatas no caso geral, especialmente em elementos facetados. Além
disso, o uso das mesmas funcdes de interpolacdo dos deslocamentos para aproximagdo dos
vetores normais, das espessuras e das rotacdes do modelo, simplifica a formulacdo do elemento.
Contudo, é importante destacar que embora 0s vetores Vsg, Va5 € Vi, sejam definidos de forma
consistentes nos nads, i.e. de modo que as normais exatas e eixos de rotacdo ortogonais € unitirios
sdo considerados, 0 mesmo ndo se verifica nos demais pontos do elemento'>.

No contexto da AIG, a defini¢do dos vetores v3, € mais complexa, pois nem todos
os pontos de controle sdo interpoladores. Neste caso, 0s vetores v3, nao tem sentido fisico, pois
nao representam vetores normais da superficie média da casca. Assim, 0s vetores normais nos
pontos de controle sdo ajustados de forma que os vetores normais no modelo (v3,) sejam exatos
em alguns pontos da casca. O procedimento de ajuste das normais € andlogo ao ajuste realizado
nas coordenadas dos pontos de controle, descrito na Secao (2.7).

A forma mais comum de realizar o procedimento € associar a cada ponto de controle
um ponto (&, 1n,) dada pela projecdo deste na superficie. Outra alternativa € associar, a cada

ponto de controle, a posi¢do paramétrica que maximiza a fung¢do de base correspondente a este.
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Dornisch et al.'>? propuseram avaliar as normais nos pontos de controle de forma que os vetores
V35, Vo5 € Vig S€jam consistentes nos pontos de integracdo do elemento. De fato, o requisito
minimo para escolha das amostras no espaco paramétrico € que todas as funcdes de base da
superficie devem ser ndo-nulas em pelo menos um pont0154. Em NURBS e T-Splines, tais
procedimentos sdo complexos, pois as regides, ou knot span, de influéncia das bases seguem
padrdes irregulareslS4. Em contraste, no caso de elementos finitos, a fun¢cdo de forma de um n6 é
ndo nula apenas nos elementos adjacentes a este. O mesmo se verifica no caso dos elementos de
Bézier desenvolvidos neste trabalho.

E importante destacar também que no contexto da AIG, como a geometria dos
elementos € exata, pode-se considerar as normais dadas diretamente pela geometria do elemento.

Esta abordagem € utilizada em Kang e Youn?, neste caso o vetor normal é dado por:

Xs,’g' X XS-,T]

Vig (4.31)

o X, 2 X X ]

A desvantagem desta abordagem é que a formulacdo do elemento se torna mais complexa.
Neste trabalho, optou-se por utilizar a formulacao cldssica de aproximagao do campo
de normais no modelo. Logo, a mesma formulacdo desenvolvida para elementos finitos €
utilizada na AIG. A diferenca se d4 na forma de avaliacdo dos vetores diretores associados aos
graus de liberdade do modelo. Vetores normais correspondentes a pontos distribuidos de forma
equidistante no espaco paramétricos dos elementos sdo fornecidos, como ilustrado na Figura
(76). Tais localizagdes paramétricas coincidem com os nos de elementos finitos convencionais.
Em seguida, € realizado um procedimento de ajuste para calculo de cada componente dos vetores
v3, nos pontos de controle dos elementos de Bézier. Vale destacar que este esquema de escolha
das amostras associa, a cada ponto de controle, uma amostra onde sua funcao de aproximacado

(R;) € maxima, no caso de elementos de Bézier ndo racionais.

Figura 76 — Esquema de célculo dos vetores normais nos pontos de controle.
¢

B Vetores amostrais
[ Vetores nos pontos de controle

(a) Elemento finito Q8. (b) Bézier quadrilateral. (c) Bézier triangular.

Fonte: Elaborada pelo autor.



Os demais diretores sdo computados por:

Se e, x v3, #0,

Se er x V3a :0,

onde e[, e; e e3 sd0 vetores unitarios nos €ixos x, y € z.

.

Vig = €2 X V34

V2a = V33 X Vg

\

(

Vg = V34 X €]

Via = V2a X V3q

\

4.2.2 Deformacades
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(4.32)

Considerando que os deslocamentos e rotagdes sao pequenas, as deformacdes podem

ser calculadas como

Uy+vy
Uzt Wy

Vet wy

Ug
Va
np
= Z Ba Wy
a=1
Oy
Ba

A matriz deformagdo-deslocamento do elemento (B,) é dada por:

Rix O
0 Ruy
0 0
B, =
Ra,y Ra.,x
R.,;, O
0 Ry
onde
T,=R,C,

0 (_IZa Ta,y — Mg Ta,x) ta/z
Ra7x <_l2a Ta7z —Nn)q Tapc) ta/z
a,y (_mZa Ta,z —N2gq Ta,y) l‘a/2 (mla Ta,z +niq Ta,y) ta/z

R

Ta,x - Ra,x C +Ra C,xa
Ta,y = Ra,y C + R, C,y7
Ta,z - Ra,z C + Ra C,Z'

_12a Ta,xta/z
—myy Ta,y ta/2
—Nyy Ta,zta/Z

lla Ta7xta/2

mig Ta7yta/2

Nig Tmzl‘a/z

(lla Ta,y +mig Ta,x) ta/z
(lla Ta7z +ni, Ta7x) ta/z

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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Novamente, destaca-se que a matriz deformagao-deslocamento (B) tem o mesmo padrao da
matriz N mostrada na Equagao (4.30).

Semelhante ao discutido na formulagdo de estado plano, para calcular a matriz
deformagdo-deslocamento € necessario calcular as derivadas de R, em relacdo as coordenadas

cartesianas (x,y,z). Estas derivadas sdo avaliadas utilizando a matriz Jacobiana (J),

Xe Ve Lg ZRa,é(xa"'C%lBa) ZRa.§<ya+C%m3a) ZRa,g(za—&-C%ma)
J=lxn yn 2n| = |LRon(at C5 ) LRunGutCom) LRonleatCyma)|- (4:36)
X¢ Ve g YR %13(1 Y Ra %” M3q Y R, %“n&l
Assim,
Rax Rz
Roy | =37" | Ruy |- (4.37)
Ra: Ra¢

Além das fungdes R,, que aproximam o deslocamento da superficie média dos elementos,

também sdo consideradas as derivadas de §,

C,x Cﬁ C,é
e e I N T
C,z C,C C,C 1

0
0 (4.38)

4.2.3 Matriz constitutiva

A formulagdo do presente trabalho considera o comportamento do material isotré-
pico elastico linear. Além disso, a hip6tese do modelo de sélido degenerado considera que a
deformac@o e tensdo na direcdo da espessura ({) sdo nulas. Assim, a relacéo constitutiva no

sistema local da casca € dada por:

o1 E vE 0 0 0 O &
(o2} vVE vE 0 0 0 O &
03 0O O OO0 0 O & _
_ — o =Ce, (4.39)
T12 0 0O 0 G 0 O N2
T13 0 0 00 G O "3
T3 0 0 00 0 G V23
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onde E é o mddulo de elasticidade do material, v é o coeficiente de Poisson, G =0.5E /(1 + V),
E=E/(1-v)?e G =5G/6, em concordancia com a literatura’.

O sistema local do elemento, onde as propriedades materiais da casca sdo definidas, é
dado pelos vetores diretores vy, Vo € V3,. Os vetores viy = (I15,m1g,n15)] € Vog = (lag, mog, o) T
sao interpolados de maneira andloga ao realizado para no cdlculo do diretor v3g:

np np
Vis = Z Ra Via, V2s= Z Ra V2a, (440)

a=i a=i
As propriedades dos materiais sdo transformadas para o sistema global do problema,

onde a matriz de deslocamento-deformacdes foi definida e o equilibrio da estrutura € estabelecido.

A matriz constitutiva no sistema global é dada porlz

C=T'CT (4.41)
onde
- 112 m% n% [ my ling miyny -
l% m% n% bmy lhny my no
T ;3 m3 nj I3m3 l3n3 m3n3 4.42)

20 2mymy 2niny Limy+bmy lLing+lny niny+mon

2l 2myms 2nyny Limz+BLmy Lin3+Il3ny nynz+mzn

2013 2moms 2nons bhmz+lsmy bhns+Ilzny nons+mang

4.2.4 Integracdo do elemento

O equilibrio da casca € obtido de forma andloga ao apresentado anteriormente na
formulacdo de estado plano de tensdes. Assim, o problema estético € solucionado resolvendo o

sistema
Ku=f (4.43)

A matriz de rigidez do problema (K) € montada a partir das matrizes de rigidez dos elementos de

casca (Kg), que sdo integradas utilizando uma quadratura trivariada:

Tipg
KE=/BTCBdV:Z(BTCB|J|),-% (4.44)
4 i=1
onde n,, € nimero de pontos de integracdo e W; sdo os pesos de cada ponto. E importante notar
que o nimero de pontos de integra¢do considerados nas dire¢des & e 11 devem ser adequados ao

grau do elemento adotado para representacdo da superficie média.
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O vetor de forcas do problema (f) € montado a partir dos vetores de forcas dos
elementos de casca (f,), onde ha contribuicao referente as for¢as concentradas (f,.), as forgas de

superficie (f,.) e as forcas de corpo (f,.):
fe:/NdeV+/NquS+ZNjTFj:feb+fes+fec. (4.45)
1% S

As forgas de superficies do elemento sdo integradas usando quadraturas bivariadas na superficie

média do elemento:

fo, = /S NquS{_Zp?(NTq!J\)iWi. (4.46)
As forgas de corpo do elemento sdo integradas usando quadraturas trivariadas:
£, = /VNdeV = %(NTb J])i Wi (4.47)
i=1
Neste trabalho foi utilizada a quadratura de Gauss' para integracdo dos elementos
quadrilaterais nas trés direcoes. Quadraturas especificas para dominio triangular sdo utilizadas

A L. . 1 .
no caso dos elementos de tridngulo de Bézier racional 3 Na direc@o da espessura, em ambos 0s

elementos, foi utilizada a quadratura de Gauss com dois pontos de integracao.
4.2.5 Vibragaes livres

A formulacdo dos elemento de casca apresentada foi expandida para andlise de
vibragdo livre. Neste problema, busca-se avaliar as frequéncias e os modos de vibracdo da

estrutura, que sio determinadas resolvendo o problema de auto-valor:
K—o’M]¢ =0 (4.48)

onde ¢ sdao os modos de vibragdo, @ sdo as frequéncias de vibragdo e M € matriz de massa
da estrutura. Métodos de solucdo especificos para problemas de autovalores generalizados sdao
utilizados para encontrar os n primeiros pares das frequéncias e modos de vibracdo, como o
método de iteracdo em sub-espagos e o método de Lanczos'>>. Neste trabalho o problema de
auto-valor € solucionado utilizando o método de iteracdo em sub-espagos. Uma discussao mais
detalhada sobre o problema de vibragado livre e os métodos de solu¢do empregados € realizada na
bibliografia de elementos finitos! 1%°.

A matriz de massa M € obtida por um processo de montagem similar ao realizado na

matriz de rigidez K, a partir da matriz de massa dos elementos, definida por:

Npg
ME:/NTpINdV:Z(NTpINyJ\),-m (4.49)
4 i=1
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onde Mg € matriz de massa do elemento, p € a densidade do material, N € a matriz de aproxi-
macao dos deslocamento dada pela Equacao (4.30) e I € a matriz identidade. Vale notar que
M tem tamanho Snp x Snp, N tem tamanho 3np X Snp, e I tem tamanho 3 x 3. Novamente,
destaca-se que a integracdo dos elementos deve levar em consideracdo o grau adotado para

representacio da superficie média.

4.3 Implementacio computacional

As formulagdes isogeométrica apresentadas foram implementadas no software aca-
démico de Elementos Finitos FAST!?, desenvolvido em linguagem de programacdo C++ e
utilizando o paradigma de Programacgao Orientada a Objetos (POO).

E importante notar que as andlises em dominio 2D (estrutural e térmico) implemen-
tadas sdo utilizadas diretamente na etapa de Suavizagdo de Alta Ordem do método de geracio de

malhas, como descrito na Secao 3.3.4.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta vérios exemplos numéricos de aplicagdo dos algoritmos de
geracdo de malha e simula¢do numérica apresentados neste trabalho, sendo estes avaliados em
termos de eficdcia, precisdo e eficiéncia.

Inicialmente, sdo abordadas as técnicas de geracdo de malhas desenvolvidas, com
foco nos algoritmos nao estruturados, avaliando o desempenho destes com base nas propriedades
geométricas dos elementos gerados. As técnicas de geracdo de malha desenvolvidas neste
trabalho sao abreviadas da seguinte forma:

* AFP - Avanco de fronteira em dominio plano;
* AFS - Avanco de fronteira em dominio paramétrico de superficie 3D;
* MTB - Mapeamento transfinito bilinear.

Em seguida, sdo abordados exemplos de aplicagdes numéricas, onde as malhas
obtidas pelos algoritmos desenvolvidos sdo aplicadas em problemas de engenharia estrutural e
transferéncia de calor, tanto para problemas planos quanto para problemas de superficies 3D.

A descri¢ao da geometria de todos os exemplos tratados neste trabalho, como as
coordenadas dos pontos de controles, vetores de knots, e os dados das curvas de aparos, sdo
disponibilizadas no Apéndice A.

A maquina utilizada para processar todos os exemplos deste trabalho tem processador

Intel Core 2 Quad Q6600 com 2.40GHz e 8GB de memoéria RAM.

5.1 Geracao de Malhas

As técnicas de geracdo de malha ndo estruturadas sdo aplicadas em vérios exemplos.
O grau de adjacéncia o = 2 e o coeficiente de fun¢do densidade B = 1.6 sdo adotados em todos
os exemplos.

No Item 5.1.1, o desempenho do algoritmo AFP € aferido em modelos com com-
plexidade variada, comparando a qualidade das malhas isogeométricas geradas pelo algoritmo
com as obtidas usando uma alternativa da literatura. No Item 5.1.2 € demonstrada a aplicacdo da
técnica de discretizagdo automadtica de contorno descrita na Secao 3.1.

No Item 5.1.3, a eficiéncia do programa PMGen, que implementa o algoritmo AFP,
€ comparada a de um gerador eficiente de malhas de elementos finitos de alta ordem, onde é

avaliado o tempo de processamento e qualidade das malhas geradas pelos dois programas. O
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efeito da etapa SAO, que modifica as coordenadas e pesos dos pontos de controle dos elementos,
sobre a qualidade das malhas € avaliado para diferentes graus de elemento e nivel de discretizagdo
no Item 5.1.4.

Por fim, a generalizagcdo dos algoritmos planos para problemas de cascas € apresen-
tado nos Itens 5.1.5 e 5.1.6, onde € abordado a geracdao de malhas para problemas de superficies,

incluindo o caso de superficies aparadas.
5.1.1 Desempenho do algoritmo AFP

Nesta secdo, o algoritmo AFP implementado no PMGen € avaliado em vérios
exemplos de aplica¢do, comparando seu desempenho com o do programa TriGA (Triangular
IGA)62. O TriGA implementa o método de geracdo de malhas isogeométricas Dynamic Quadtree,
apresentado em Engvall e Evans. Este método consiste em um algoritmo automdtico de geracao
de malhas, onde o contorno do problema € discretizado automaticamente. A fim de permitir a
comparagao entre os algoritmos, a parametriza¢do de entrada utilizada no AFP ¢ a mesma obtida
pelo TriGA. Em todos os casos sdo considerados elementos cubicos, pois € o padrao utilizado no
TriGA e em sistemas de modelagem geométrica.

Os dois primeiros exemplos considerados sdo um circulo e um quarto de cilindro
espesso. As malhas obtidas pelos dois programas sao apresentadas na Figura 77. A Tabela 2
mostra o nimero de elementos (77) e as métricas de qualidade minima (J;5) e média (J;;) obtidas
por cada programa, onde (P) s3o os resultados referentes ao PMGen e (T) os referentes ao TriGA.

A distribui¢do dos elementos por faixa de qualidade € apresentada na Figura 78.

Figura 77 — Malhas geradas nos modelos do circulo e quarto de cilindro.

(a) PMGen. (b) TriGa. (c) PMGen. (d) TriGa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os dois programas geram malhas de alta qualidade, com métrica J;; maior que

0.8 em todos os casos. O bom desempenho dos algoritmos é esperado pela simplicidade dos
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dois problemas, onde ndo ha complexidade na geometria dos modelos e o tamanho das arestas
curvas do contorno sdo similares, resultando numa densidade de elementos sem variagdes. O
TriGA gera malhas com quantidade menor de elementos do que o PMGen, o que sugere que
sua implementacdo utiliza uma func¢io densidade maior em comparagdo ao com a adotada no
PMGen. Também nota-se, para o TriGA, elementos maiores e de maior qualidade no interior
do modelo do que no contorno. Isto se deve ao fato deste utilizar uma técnica de geracao de
malhas baseada em triangulagdo de Delaunay. Por outro lado, o PMGen apresenta elementos de
tamanho similar e qualidade similar em todo o modelo. Em termo de qualidade dos elementos, o
PMGen apresenta malhas com qualidade maior em ambas as métricas minima e média, além de

uma melhor distribui¢io de elementos por qualidade.

Tabela 2 — Qualidade das malhas obtidas nos modelos do circulo e quarto de cilindro.

i Jis Jis Jm Jn
Exemplo s 15

P T) @) (T) ® (T (P
Circulo 96 302 0.7895 0.8594 0.9099 0.9779

Quarto de Cilindro 28 52 0.7243 0.8268 0.8963 0.9494
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 78 — Distribui¢ao dos elementos por faixas de qualidade para os modelos do circulo e
quarto de cilindro.

80~ NN\Y Circulo -T
r | HEl Circulo-P
X  Quarto de Cilindro - T
I Quarto de Cilindro - P
60 -
40+

Numero de Elementos (%)

0.80-0.84 0.84-0.88 0.88-0.92 0.92-0.96 0.96-1.00
Ji
Fonte: Elaborada pelo autor.

Em seguida, sdo considerados dois exemplos de maior dificuldade, uma placa com

furo e um bocal, ambos apresentados por Envall e Evans’. Neste caso, hd maior variacao nos
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tamanhos das arestas do contorno nos modelos, tornando necessdrio que haja uma transicao
adequada da fun¢do densidade dos elementos. Além da comparacao do PMGen com o TriGA,
também serd considerado a malha obtida pela otimiza¢cdo da métrica minima (J;), realizada na
malha gerada pelo PMGen sem aplicagdao da SAO, onde as coordenadas cartesianas e pesos dos
pontos de controle sdo as varidveis da otimizacdo. Deste modo, compara-se o desempenho das
malhas geradas pelo AFP com o de malhas otimizadas para maximiza¢do da qualidade. Neste

trabalho, consideram-se elementos de boa qualidade aqueles com J;; > 0.75, e:

B =S 100, gy(e) =

Y gs(e) {1 se J;, > 0.75
(5.1)

0 caso contrario

€ o percentual de elementos classificados como de boa qualidade.

O processo de otimizacao € aplicado localmente, conforme descrito na Secao 3.6,
onde é adotada o valor limite de 0.75 para escolha dos elementos para formagao das sub-malhas,
com grau de adjacéncia igual a 2 e parametro de reduc¢ao do tamanho de busca igual a 0.05. O
algoritmo de otimizacdo de Evolu¢do Diferencial apresentado em Ribeiro et al.'*% ¢ utilizado,
com os parametros apresentados na Tabela 3. Embora este algoritmo ndo avalie o critério
de otimalidade para solu¢@o encontrada, o emprego deste se mostrou adequado para otimizar

consistentemente os exemplos analisados neste trabalho.

Tabela 3 — Pardmetros usados para otimizag@o das malhas.

Parametro Valor
Populagdo 50
Nimero de Geragdes 2000
Taxa de Cruzamento 0.8
Taxa de Mutacdo 0.5
Peso de F 0.85

Meétodo de Diferenciacio LocaltoBest

Fonte: Elaborada pelo autor.

As malhas obtidas pelo PMGen sdo apresentadas na Figura 79. A qualidade das
malhas é apresentada na Tabela 4, sendo (O) os resultados relacionados a malha obtida via
otimizagdo. Nesta tabela também é apresentado o percentual de elementos classificados como de
boa qualidade. A distribui¢do dos elementos por faixa de qualidade € apresentada na Figura 80.

Os resultados mostram que todos os algoritmos geram malhas de boa qualidade,
com alto percentual de elementos classificados como de boa qualidade. O PMGen, novamente,

obteve métricas melhores do que o TriGA nos dois exemplos. As malhas geradas via otimizac¢do
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apresentaram os melhores resultados de métricas. Apesar disto, no caso da placa com furo,
ha uma leve reducao no percentual de elementos da ultima faixa de qualidade, em relacao ao
resultado do PMGen. Isto mostra que para elevar a qualidade dos piores elementos da malha, o

processo de otimizagdo pode acabar reduzindo a qualidade dos melhores elementos.

Figura 79 — Malhas geradas pelo PMGen nos modelos da placa com furo e bocal.

(a) Placa com furo. (b) Bocal.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4 — Qualidade das malhas obtidas nos modelos da placa com furo e bocal.

il Jis J I
(M ®e© (D P) (®) (T) P) o @O ® ©O
Placa com furo 214 318 0.6004 0.6652 0.7584 0.9100 0.9243 09311 93 96 100
Bocal 84 130 0.5326 0.7288 0.7735 0.8708 0.9294 0.9295 83 96 100

Exemplo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 80 — Distribui¢do dos elementos por faixas de qualidade nos modelos da placa com furo

e bocal.
70
NN\ Placa com furo - T
60 Placa com furo - P i
Placa com furo - O
NN Bocal -T

& Il Bocal-P
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m
S 30- .
o
—
g
B 20 b
Z

10 b

[ N
OE. X

0.60-0.68 0.68-0.76 0.76-0.84 0.84-0.92 0.93-1.00
Jis
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por fim, mais dois problemas sdo considerados, uma placa complexa“o’ 79 apresen-

tada originalmente em Persson'!?

, € um bracgo de torque inspirado no exemplo estudado por
Lopez e colaboradores®. As geometrias apresentam maior complexidade em relacio ao exemplos
anteriores, com varios furos e regides estreitas. A Figura 81 mostra as malhas obtidas pelo
PMGen. A Tabela 4 mostra os resultados de qualidade dos problemas, e a distribui¢ao dos

elementos por faixa de qualidade € apresentada na Figura 82.

Figura 81 — Malhas geradas pelo PMGen nos modelos da placa complexa e braco de torque.

I ,

(a) Placa complexa. (b) Braco de torque.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 — Qualidade das malhas obtidas nos modelos da placa complexa e braco de torque.
il Jis J Jp?
(M ®e© (T) (P) ) (T) (P) O @O ® (©

Placa complexa 757 895 0.6461 0.6419 0.7502 0.9258 0.9365 0.9389 97 98 100
Braco de torque 546 634 0.5588 0.5517 0.7089 0.9038 0.9339 09314 92 98 99

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo

Neste dltimo conjunto de problemas, o PMGen obteve métricas minimas levemente
inferiores as do TriGA, porém métricas médias e distribui¢do dos elementos melhor. As malhas
obtidas via otimizag@o apresentaram as melhores métricas minimas, entretanto, no caso do brago

J;i'? = 100. Destaca-se que o PMGen apresentou a melhor

de torque, ndo foi possivel obter
métrica média para a placa complexa. Nos demais resultados, as malhas otimizadas obtiveram as
melhores métricas médias e percentual de elementos classificados como de boa qualidade. Além
disto, as malhas otimizadas obtiveram melhor distribui¢io dos elementos para os dois exemplos,

com maior percentual de elementos no dltimo intervalo de qualidade.
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Figura 82 — Distribui¢ao dos elementos por faixas de qualidade nos modelos da placa complexa
e brago de torque.
801

Y Placa complexa -
Placa complexa -
Placa complexa -
Brago de torque -
Brago de torque -
Brago de torque -

(=)
(=]
T

oO9wHOTA

Numero de Elementos (%)
S
T

[
(=]
T

0.50-0.60 0.60-0.70 0.70-0.80 0.80-0.90 0.90-1.00
Jis
Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.2 Aplicacdo da discretizacdo recursiva em problemas planos

Nesta secdo o algoritmo de discretizacdo automatica de contorno desenvolvido
neste trabalho € aplicado em dois exemplos com geometria complexa, um violdo e o fluido
existente entre dois rotores, onde a geometria é baseada no problema apresentado por Hinz e
colaboradores!®. O desempenho algoritmo € analisado em funcdo das malhas geradas posterior-
mente pelo algoritmo AFP, utilizando a parametrizacdo de saida como entrada para geracdo das

malhas. A Figura 83 ilustra os dois problemas.

Figura 83 — Geometria dos problemas para aplicacio da discretizacdo automdtica do contorno.

\
163.2886

|
37.430

| 98.955 287.986

(a) Violao. (b) Rotores.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quatro discretizacdes sdo obtidas usando diferentes parametros de entrada A =

(Lmaxs> Omax> Lmin), de modo a gerar gradativamente malhas mais refinadas para cada problema. A
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Tabela 6 — Qualidade das malhas para diferentes niveis de discretizagao.

Lmax 6max Lmin il J, ts J zl? J, ;sup Lmax 6max Lmin il J, ts J z,;l J, l:vsup
12 120° 8 319  0.1595 0.7683 64 30 120° 20 392 0.0000 0.7722 68
12 90° 4 373 0.1598 0.8171 74 25 90° 10 610 0.0004 0.8469 81
8 90° 2 461 0.1598 0.8570 84 20 60° 5 917 0.1983 0.8859 86
4 60° 0 1284 0.4869 0.9395 99 10 30° 0 2572 0.5794 0.9379 98
(a) Violao. (b) Rotores.

Tabela 6 apresenta os parametros de entrada do algoritmo e informagdes relacionadas as malhas
geradas, como o numero de elementos e as métricas de qualidade obtidas.

A Figura 84 ilustra as malhas geradas no caso do Violdo. As malhas iniciais sdo
validas, mas apresentam elementos de baixa qualidade em regides estreitas, como na parte
superior do modelo e acima do furo circular. As métricas de qualidade média e percentual de
elementos classificados como de boa qualidade aumentam com o refinamento. Nota-se, nas
malhas mais refinadas, uma maior densidade de elementos nas regides estreitas, indicando a
aplicagdo do critério de proximidade. A escolha do valor L,,;, = 0 permitiu um refinamento
adequado de todas as regides do modelo, melhorando o valor obtido de J;; na ultima discretizacio

considerada.

Figura 84 — Malhas obtidas no modelo do violao.

]

R LR

VaVavy
VAV

(a) A = (12,120°,8). (b)A=(12,90°4).  (c) A= (8,60°2). (d) A = (4,60°,0).

I

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 85 ilustra as malhas obtidas para o caso dos rotores. Neste caso, malhas

com elementos invalidos sdo gerados nos primeiros niveis de discretizacdo. De modo similar ao
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caso do violdo, a qualidade das malhas melhoram com o aumento do nivel de discretizagdo. No
ultimo caso, hd um refinamento adequado nas regides mais estreitas do modelo e boa transi¢ao
nos tamanhos dos elementos. Por outro lado, hd um aumento expressivo no nimero de elementos

da malha mais refinada, também observado no caso do violao.

Figura 85 — Malhas obtidas no modelo dos rotores.
o p——

ERoscandt

(c) A= (20,90°,5). (d) A= (10, 60‘:, 0).

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que a escolha de qual malha deva ser utilizada em uma aplica¢io
numérica depende, principalmente, do nivel de precisio e custo computacional desejado. E
esperado que malhas com maior qualidade apresentem respostas numéricas com maior precisio.
Geralmente busca-se utilizar malhas onde a maioria dos elementos seja de boa qualidade e ndo
haja nenhum elemento invélido. O algoritmo proposto mostrou-se capaz de discretizar modelos

complexos, permitindo obter malhas de diversos tamanhos e qualidade.
5.1.3 Eficiencia do algoritmo AFP em geometrias complexas

A eficiéncia do algoritmo proposto é comparada com a do programa Gmsh>*, nos
exemplos do violdo e dos rotores. No Gmsh, é usada a mesma subdivisdao de contorno adotada

no PMGen, que utiliza os parametros apresentados na Tabela 7, elementos finitos ctibicos T10, e
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um algoritmo de suavizacio de elementos de alta ordem baseado na otimizacdo de métricas de
qualidade, disponivel no Gmsh®” 8684 A5 malhas obtidas pelo PMGen com a parametrizacao
considerada sdo ilustradas na Figura 86. Os parametros utilizados no Gmsh sdo apresentados na

Tabela 8.

Tabela 7 — Parametros de discretizacao do contorno usados na comparagcdo com o Gmsh.

Exemplo  Lyax  Lnin  Omax

Violao 8 0 75°
Rotores 30 0 60°

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 86 — Malhas geradas pelo PMGen e Gmsh.

(a) PMGen.
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(b) Gmsh.

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que os dois algoritmos ndo sio diretamente compardveis, pois as
malhas geradas pelo Gmsh ndo representam geometrias racionais de forma exata. Entretanto,
a capacidade de produzir malhas de alta ordem vélidas em geometrias complexas ainda é uma
caracteristica relevante para os dois programas. Além disso, o Gmsh € um programa maduro

de geracdo de malhas de elementos finitos com algoritmos eficientes e € usado em diversos
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Tabela 8 — Parametros do Gmsh (versao 4.4.1) usados para gerar as malhas do violao e rotores.

Pardmetro Valor
Linear meshing algorihtm Frontal-Delaunay
Regularization algorithm Optimization
Target jacobian range 0.8-1.2
Number of layers 6
Distance factor 12
Boundary nodes Fixed
Weight on node displacement 1
Maximum number of iterations 100
Max. number of barrier updates 25
Strategy Disjoint strong

Fonte: Elaborada pelo autor.

programas CAE. Portanto, € razodvel a comparagdo entre os dois programas com relagdo a
eficiéncia computacional e qualidade das malhas, considerando que a mesma subdivisdo do
contorno e grau dos elementos sejam adotados para ambos.

A Tabela 9 mostra a qualidade das malhas obtidas (P para PMGen e G para GMsh), e
a Tabela 10 mostra os tempos de execu¢do obtidos em cada caso, onde #;, € o tempo de execugdo
da SAO, incluindo a etapa de elevacdo de grau, e #; € o tempo de execu¢do da etapa de geragcao
de malha linear. O algoritmo proposto gerou malhas de alta ordem com boa qualidade para os
dois casos, com métricas levemente inferiores as obtidas pelo Gmsh. Apesar disso, o algoritmo
proposto foi mais rdpido e produziu malhas com nimero menor de elementos. A etapa de SAO
representa uma parte considerdvel do tempo de execucao total do algoritmo proposto, mas é
compardvel com o tempo de execucgdo da etapa de geracdo da malha linear. Vale ressaltar que
apesar do procedimento de otimiza¢ao usado no Gmsh resultar em elementos com qualidade

superior aos obtidos pela SAO proposta, o custo computacional dele foi maior.

Tabela 9 — Tamanho e qualidade das malhas obtidas pelo PMGen e Gmsh.
R/ S S
® G P G) (P) G ® ©

Violado 930 1240 0.464 0.600 0922 0948 97 98
Rotores 2117 2427 0.565 0.653 0939 0950 98 99

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo

A Tabela 11 mostra o nimero de sub-malhas (ng,) € o nimero de elementos nas
sub-malhas (7i,,) obtidas em cada caso. Pode-se notar que a andlise térmica é aplicada em um
unico grupo de elementos nos dois casos, enquanto a andlise eldstica € aplicada varias vezes em

grupos de elementos disjuntos. O grupo de elementos disjuntos escolhido na anélise térmica
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Tabela 10 — Tempos de processamento obtidos pelo PMGen e Gmsh.

1 1 41 i/t
® G ®» 6 E® G ¢ O
Violao 63 46 67 471 130 517 092 10.24
Rotores 164 95 190 302 354 397 095 3.18

*Tempo de processamento medido em milissegundos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo

estd localizado nas curvas racionais dos modelos. Estes modelos apresentam apenas um ciclo
com curvas racionais, o furo circular no modelo do violao e o contorno externo no modelo dos
rotores. Os ciclos compostos apenas por curvas racionais sempre resultam em um tnico grupo de
elementos, como observado no caso dos rotores, onde quase metade dos elementos da malha sdao
considerados na etapa da andlise térmica. Este aspecto afeta o custo computacional do algoritmo
de geracdo de malhas e pode ser considerado em alguns modelos para exclusio da etapa de

andlise térmica, preservando a eficiéncia computacional do algoritmo.

Tabela 11 — Dados referentes as sub-malhas do violao e rotores.

Ngm Agm
Modelo Elastica Térmica Eldstica Térmica
Violao 8 1 470 91
Rotores 17 1 469 1102

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, a Tabela 12 mostra os resultados de métricas de qualidade e tempo de
processamento para alguns dos exemplos tratados neste trabalho, considerando a aplicagao
da SAO de forma localizada (Loc) ou global (Glob), onde todos os elementos da malha sdo
considerados na suavizagdo dos pesos e coordenadas dos pontos de controle. Pode-se observar
variacdes despreziveis nas métricas de qualidade das malhas, enquanto hd ganhos expressivos de

eficiéncia computacional.

Tabela 12 — Métricas de qualidade e custo computacional da SAO em andlises globais e locais.

J;S Jtr;z l‘h/l‘l
Loc Glob Loc Glob Loc Glob
Placa complexa 0.64 0.64 094 094 0.89 3.72
Brago de Torque 0.55 0.55 093 093 1.70 2.98

Violao 046 046 092 092 1.08 4.75
Rotores 0.56 057 094 094 1.16 3.77

Fonte: Elaborada pelo autor.

Modelo
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5.1.4 Efeito da SAO na qualidade das malhas

Nesta se¢do € estudado o efeito da SAO proposta sobre a qualidade das malhas. A
geometria consiste em uma parte mecanica apresentada por Zienkiewicz e colaboradores'>®. O
contorno do problema é subdividido usando o algoritmo proposto neste trabalho, com L,,;, = 0,
Omax = 90° e L,,qx = 6, 4 € 2. Malhas quadraticas, cubicas e qudrticas sdo geradas pelo algoritmo
AFP em cada caso, com e sem a aplicacdo da etapa da SAO. Neste exemplo, as métricas Ji5 € J/;
sdo avaliadas considerando apenas elementos afetados pela SAO, dado que ndo hé efeito nos
demais.

A Tabela 13 mostra as qualidades das malhas obtidas. Ambas as métricas minimas
e médias aumentam em todos os casos e tendem a ser muito melhores para os graus mais
elevados. De modo geral, a qualidade dos elementos é boa mesmo sem a aplicacdo da SAO,
porém elementos de baixa qualidade ou invalidos sdo gerados em alguns casos. Além disto, a
distribui¢do dos elementos pela qualidade melhora em todos os casos quando aplicada a SAO,

como mostrado na Figura 88.

Tabela 13 — Influéncia da SAO na qualidade das malhas e tempos de processamento.

Jts Jts Jtr? Jt'? A * * A

Lo Degree (SAO) (SAO) 2 Mg Agm th/t
2 0.0319 0.4470 009135 0.9226 1.10

6 3 0.0000 0.5648 09132 09255 200 1(1) 115(115) 2.27
4 0.0000 0.6113 0.9056 0.9202 5.20

2 0.2471 0.4634 0.9094 0.9095 0.72

4 3 0.2471 0.6170 09096 09165 399 1(1) 134(134) 1.61
4 0.1448 0.6823 0.9023 0.9155 3.65

2 0.6538 0.7265 0.9428 0.9419 0.41

2 3 0.6538 0.7275 09428 09416 1248 4(4) 215(215) 0.84
4 0.6519 0.7275 0.9411 0.9389 1.41

*Valores reportados nas andlises eldstica e (térmica).
Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante ressaltar que o efeito da suavizacio de coordenadas é reduzido com a
diminui¢do da curvatura dos elementos, onde consequentemente, a magnitude dos deslocamentos
prescritos torna-se pequena. Esse comportamento é observado nos resultados apresentados a
medida que o parametro de discretizagdo L,,,, diminui, por exemplo, quando L, = 2, onde
boas malhas sdo geradas mesmo sem a etapa SAO. Nota-se que o grupo de elementos afetados

pela SAO localizada adapta-se conforme a discretizacao, resultando em um conjunto vazio para
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a etapa de andlise eldstica. Logo, apenas a suavizagdo dos pesos € aplicada em niveis muito
refinados de discretizacdo do modelo. A Figura 87 apresenta as malhas quérticas (com SAO)

obtidas em cada discretizacao e sua distribui¢do de qualidade.

Figura 87 — Malhas quérticas da parte mecanica geradas pelo algorithm AFP com SAO.

Jis
+1.000e+00
+9.514e-01
+9.029e-01
+8.543e-01
+8.057e-01
+7.572e-01
+7.086e-01
+6.601e-01
+6.115e-01

(@) Lipax = 6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A razdo entre os tempos de processamento #, /t; para cada caso também sdo repor-
tados aqui. A etapa de SAO requer maior tempo de processamento em comparacao a etapa de
geracdo de malha linear a medida que graus mais elevados sd@o usados para o mesmo nivel de
discretiza¢ao do modelo. Vale ressaltar que, neste caso, tanto o tamanho do sistema linear global
aumenta como também aumenta o custo computacional da integragdo numérica das matrizes dos
elementos. Por outro lado, para um mesmo grau, a razio t,/t; diminui com o aumento do nivel

de discretiza¢do do modelo.
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Figura 88 — Histograma de qualidade dos elementos da parte mecanica.

100 100
Il Quadratico SAO _ Il Quadratico SAO
| Quadratico & | Quadratico N
B  Cibico SAO a B  Cibico SAO 2
801 | ZZ cibico 80 | ZZ Ccibico
[ | EEE Quirtico SAO %1 [ | HEE Quirtico SAO 1
S R Quartico RIS R Quartico &
id e £
@ t @ 3 £ 4
=} =} K1
= 60 2 60 sl
) e o &
E T g1 E T &
2 5 2 5
m 21 = =
s | I 5|
] ] K
g 40r K- o 40
] 5% ] 5%
E | %1 8T &
3 ot M= R |
Z X Z X
L L R
g
201 K 20 &5
g g
[ il [ il
5 5
5 1 5 1
5 5%
L 5% L 5
5 5%
0= = K& A R . Al ooz @A NEM e 7 [l il NP
0.00-0.20 0.20-0.40 0.40-0.60 0.60-0.80 0.80-1.00 0.15-0.32 0.32-0.49 049-0.66 0.66-0.83 0.83-1.00
Ji Jis
(a) Lipax = 6. (b) Lyax = 4.
80
[ Quadratico SAO
Quadratico
Cubico SAO
Cubico
_ 60 Quirtico SAO
xX Quartico
Z
2
=]
Q
5
o 40F
Q
<
°
5}
£
3
“ ;
& ' N
o] 5
o] 5
K ¢
K g
o] 5
o K
o .
K ¢
0 - R R £ R |
0.60-0.68 0.68-0.76 0.76-0.84 0.84-0.92 0.92-1.00

(©) Lyay = 2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.5 Geragao de malhas de superficies

Nesse secdo, o algoritmo AFS € aplicado para geragdo de malhas de superficies. O
desempenho do algoritmo ¢é avaliado pela qualidade das malhas geradas, considerando a métrica
. formulada para o caso de superficies no espaco 3D, onde a matriz Jacobiana tem dimensdo
3 x 2. As malhas geradas sdo comparadas com as obtidas pelo processo de otimizac¢ao descrito na
Secdo 3.6.1, que recebe como entrada a malha gerada pelo AFS, considerando inclusive a etapa
de SAO. Desta forma, busca-se obter a melhor malha possivel para a topologia construida pela

AFS, em termos das métricas J;s e J/t, e comparar sua qualidade a malha obtida sem otimizagao.
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A otimizagdo € realizada com o mesmo algoritmo e parametros apresentados na
Secdo 5.1.1. Apesar do algoritmo adotado ndo avaliar critério de otimalidade, observou-se que o
uso deste com os parametros considerados possibilitou otimizar consistentemente os exemplos
tratados neste trabalho.

Inicialmente, sdo consideradas duas superficies NURBS sem aparos, onde nao ha
utiliza¢do da SAO. O primeiro exemplo consiste em um oitavo de uma esfera com corte de 18°
no polo. O modelo € representado por uma superficie NURBS biquadratica com 9 pontos de
controle, que pode ser obtido pela revolug¢do de um arco circular de 72° em torno do eixo polar38,
conforme ilustrado na Figura 89. A superficie é parametrizada em valores unitarios, no intervalo
de [0, 1] nas dire¢oes & e 1. Essa forma padrido de parametrizagdo é comumente adotada nos

modeladores e serd considerada em todos os exemplos deste trabalho.

Figura 89 — Descricao da superficie do modelo de um oitavo de esfera com corte.

%@) de revolugao

Fonte: Elaborada pelo autor.

Trés malhas sdo obtidas considerando subdivisdes do contorno e pardmetro 6,
diferentes, de maneira a gerar malhas gradativamente mais refinadas. O algoritmo de discretiza-
¢do automatica de contorno, generalizado para o caso de superficies na Sec¢do 3.5.4, € utilizado.
Nos exemplos deste trabalho, foi adotado 85 . = 6,,4x, de modo que o mesmo angulo limite é
considerado tanto para discretizacdo do contorno quanto para geracao da malha de superficie.

Por se tratar de uma superficie biquadratica, sdo considerados elementos triangulares
de quarto grau para representar exatamente a superficie NURBS. Vale ressaltar que no caso da
malha otimizada, onde as arestas dos elementos deixam de ser retas no espagco paramétrico, nao

ha garantia de representacio exata da geometria, embora o processo de ajuste da superficie do

elemento j4 garanta boa aproximacao. O mesmo ocorre nos elementos proximos as curvas de
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aparo, bem como aqueles afetados pela SAO.

Figura 90 — Malhas geradas para o modelo de um oitavo de esfera com corte.

(b) AFS (Paramétrico).

(c) Otimizado. (d) Otimizado (Paramétrico).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 14 — Qualidade das malhas para o modelo de um oitavo de esfera com corte.
Jis Jis Iis”

(S) O) (S) o S (©

8 60° 2 15 04989 0.7717 0.7857 0.8602 71 100

5 45° 1 28 0.7254 0.8178 0.8911 0.9224 93 100
2 30° 0 188 0.7941 - 0.9523 - 100 -

Fonte: Elaborada pelo autor.

Lmax emax Lmin fl

As malhas obtidas sdo apresentadas na Figura 90, onde também sdo ilustradas a
representacdo destas no espaco paramétrico. As métricas de qualidade obtida sdo apresentadas na
Tabela 14, onde (S) representa os resultados do AFS e (O) o das malhas otimizadas. O algoritmo
AFS consegue gerar malhas de boa qualidade mesmo nos primeiros niveis de refinamento.
Apesar disto, as malhas otimizadas obtiveram métricas superiores ao AFS em todos os casos. No
terceiro caso néo foi realizada a otimizago, pois a malha gerada pelo AFS ja apresentava J;, "
méaximo. O bom desempenho do AFS € esperado pela facilidade do problema, que apresenta
curvatura constante e auséncia de furos.

Em seguida é considerada uma superficie de forma livre proposta por Dornisch e
colaboradores!>3, apresentada na Figura 91. A superficie € bicibica, ndo-racional e possui 36
ponto de controle.

Neste exemplo, a superficie apresenta variagdo considerdvel da curvatura. As maiores

curvaturas principais absolutas sdo observadas nas proximidades do ponto A, na quina inferior
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direita do modelo. A Figura 92 mostra a maior curvatura principal em valores absolutos | K.y |

ao longo da superficie.

Figura 91 — Descricao da superficie de fomra livre.

T~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 92 — Curvaturas maximas absolutas no modelo da superficie de forma livre.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Além das malhas geradas pelo algoritmo AFS e as obtidas via otimizac¢ao, também
sdo apresentadas malhas estruturadas com elementos triangulares obtidas pelo algoritmo MTB,
considerando subdivisdo uniforme nas curvas de contorno da superficie. Foram escolhidos
parametros de discretizacdo de modo a gerar malhas de tamanho similar para ambas as técnicas.
O grau sexto é adotado nas malhas para possibilitar a representacio exata da superficie bictbica.

As trés malhas geradas para cada técnica sdo apresentadas na Figura 93. Pode-se

observar, para o AFS, maior refinamento nas proximidades do ponto A devido ao critério de
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curvatura adotado nas etapas de gera¢do da malha e discretizacdo do contorno.

Os resultados de qualidade sdo apresentados na Tabela 15. O algoritmo AFS gerou
malhas de boa qualidade em todos os casos considerados, obtendo métricas médias quase iguais
as obtidas pela otimizacao, além de alto percentual de elementos de boa qualidade. Além disto,
o AFS obteve métricas superiores em comparagdo as obtidas pelo MTB em todos os casos,
evidénciando a importincia da consideracdo da curvatura durante a geragdo da malha para o
exemplo analisado. Por fim, ressalta-se que a estratégia de discretizagdo baseado na curvatura

proposta na AFS mostrou-se satisfatoria nos dois exemplos analisados.

Figura 93 — Malhas geradas no exemplo da superficie de forma livre.

(b) MTB.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 15 — Qualidade das malhas para o modelo da superficie de forma livre.

N Jis J" Joup
Lmux emux Lmin n ’ s s
(S) O) (S) o) S (O
8 90 2 90 0.6746 0.7716 0.8711 0.8889 92 100
5 60 1 169 0.6985 0.7755 0.9131 0.9181 98 100

2 30 0 521 0.7120 0.7629 0.9399 0.9408 100 100

(a) AFS.
Elementos por lado 7 Jis JeINr
6 72 0.5590 0.7579 53
9 162 05762 0.7921 67
18 648 0.5934 0.8220 77
(b) MTB.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.6 Geragdo de malhas em superficies aparadas

A seguir o algoritmo AFS € aplicado em trés geometrias com aparos. O primeiro
€ uma faixa curva, com a geometria baseada no exemplo apresentado por Kang e Youn'’. A
geometria tratada na referéncia ndo € utilizada, pois sua descri¢cdo completa nao € fornecida
no trabalho. Vale ressaltar a dificuldade na reproducdo de exemplos de superficies aparadas
disponiveis na literatura. A geometria da faixa curva € dada por uma superficie ndo-racional de
grau 2 x 1, com duas curvas de aparo quadraticas. A Figura 94 ilustra o modelo 3D, no espago

cartesiano, e também o modelo bidimensional no espaco paramétrico.

Figura 94 — Descri¢do do modelo da faixa curva.
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(a) Espaco cartesiano. (b) Espago paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 95 — Malhas geradas para o modelo da faixa curva.

(a) AFS sem SAO.
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(b) AFS.

(c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 16 — Qualidade das malhas para o modelo da faixa curva.

Jis Jm JP
(T) (S) O) (T) (S o @O S (©O
300 90° 150 18 0.0808 0.4150 0.4419 0.6100 0.6269 0.7183 56 33 56

150 60° 75 56 0.0016 0.4479 0.7412 0.8445 0.8416 0.8883 86 79 86
75 45° 25 264 0.6888 0.6888 0.7838 0.9420 0.9420 0.9469 98 98 100

Linax  Omax  Lmin n

Trés malhas com tamanhos variados sdo obtidas utilizando diferentes parametros
para discretizacdo do contorno. No caso de superficies aparadas, o algoritmo AFS aplica a etapa
SAO nas arestas curvas do espaco paramétrico. Assim, para ilustrar a importancia da SAO, sdo
mostradas as malhas geradas pelo AFS com SAO (S) e sem SAO (T), além das malhas otimizadas.
Neste exemplo sdo consideradas malhas cubicas. As malhas obtidas sdo apresentadas na Figura
95 e a Tabela 16 mostra os resultados de qualidade obtidos.

Observa-se que o uso da SAO melhorou consistentemente a métrica minima (J;5) nos
dois primeiros casos, onde ha geracao de elementos invélidos no algoritmo (T). Vale notar que

os elementos invalidos ocorrem também no espaco paramétrico, como mostra a Figura 96.
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Figura 96 — Malhas da faixa curva no espago paramétrico para A = (300,90°,150).

(a) AFS sem SAO. (b) AFS. (c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No terceiro caso, ndo houve aplicagdo da SAO devido ao alto nivel de refinamento
considerado, resultando em malhas idénticas para (T) e (S). Vale notar que a etapa de SAO ¢é
aplicada de forma eficiente, ndo sendo utilizada em regides muito discretizadas onde nao ha
ocorréncia de elementos invalidos. Com relacao as métricas médias, as duas alternativas (T e S)
apresentam respostas similares, exceto na primeira discretiza¢do considerada, onde o algoritmo
com suavizagio apresenta reducdo na resposta J;, . O algoritmo com a otimizagio apresentou
melhores métricas em todos os casos, mas a diferenca em relacdo ao (S) diminuiu com o aumento
do refinamento, apresentando métricas médias quase iguais no ultimo caso.

Apesar da geometria apresentar aparos, a mesma ndo possui caracteristicas comple-
xas. Portanto, é esperado bom desempenho dos algoritmos neste exemplo. A seguir, a mesma
geometria € modificada, adicionando varios furos para aumentar a dificuldade do problema de
geracdo de malha. A Figura 97 ilustra a geometria da faixa curva com vdrios furos no espago

cartersiano e paramétrico.

Figura 97 — Descri¢do do modelo da faixa curva modificada.
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(a) Espaco cartesiano. (b) Espaco paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 98 — Malhas geradas no exemplo da faixa modificada.

(c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Trés malhas sdo geradas utilizando parametros de refinamento diferentes dos usados
anteriormente. As malhas para cada caso sdo ilustrados na Figura 98, e os resultados obtidos sdo
apresentados na Tabela 17. Na primeira discretizacio considerada, o nivel de refinamento da
malha na regifio préxima ao furo central foi insuficiente para evitar elementos de baixa qualidade.
Elementos invélidos sdo gerados pelo algoritmo sem suavizagdo, enquanto malhas vélidas sdao
obtidas quando se usa a SAO. Neste caso, a malha otimizada obteve melhor valor de métrica
minima (J;5), mas obteve os piores valores de métrica média (J/) e percentual de elementos
de boa qualidade (J);¥). Portanto, neste caso, a otimizacdo da métrica minima prejudicou
consideravelmente a qualidade dos demais elementos da malha. A malha com suavizagdo (S)
também obteve respostas J e J;;7 inferiores quando comparado a malha ndo suavizada (T).

Nas outras discretizagdes, nenhum algoritmo gera elementos invalidos e as respostas
das malhas suavizadas apresentaram melhores métricas em comparacdo as malhas sem sua-
vizacdo. Além disto, as respostas das malhas otimizadas também sdao melhores ou similares

em comparacao as demais respostas. Conclui-se que embora os algoritmos com suavizagao e
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otimizacao tenham maior robustez na geracdo de malhas validas, dependendo da complexidade
da geometria e nivel de discretizagdo adotado, estes podem piorar o restante da malha para
garantir a validade da mesma.

O 1ultimo problema tratado nesta se¢do consiste em uma casca esférica com varios
furos, baseada no exemplo apresentado por Kang e Youn N geometria da casca é dada por
uma superficie racional biquadratica, com 16 curvas de aparo quadraticas, e apresenta simetria

nos eixos x e y. A Figura 99 ilustra o modelo no espaco cartesiano (3D) e no espago paramétrico.

Tabela 17 — Qualidade das malhas para o modelo da faixa modificada.

Jis g It
(T) (S) O) (T) (S) O @O & ©O
150 90° 50 172 0.0002 0.2096 0.3194 0.7603 0.7430 0.6981 65 62 53

100 60° 25 336 0.4580 0.5525 0.6868 0.8655 0.8655 0.8817 66 83 87
50  30° 0 1480 0.6582 0.6471 0.6948 0.9408 0.9407 0.9398 67 99 99

Linax  Omax  Lumin n

Figura 99 — Descri¢dao do modelo da casca esférica com furos.
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(a) Espaco cartesiano. (b) Espago paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo geométrico possui vdrias regides estreitas e arestas com curvatura conside-
ravel. Além disto, o modelo possui uma restricdo de um ponto localizado no centro do modelo.
E importante ressaltar a capacidade da implementagio realizada neste trabalho para considerar
restricdes, que naturalmente sdo satisfeitas durante a etapa de geracdo da malha linear. Tal
restricdo € utilizada mais adiante para modelagem de um problema estrutural, onde h4 aplicacio
de carga pontual no centro do modelo.

Novamente, sdo geradas malhas para trés conjuntos de parametros de discretizacao

de forma a aumentar a resolu¢do da malha gradativamente. Além disso, € considerado o grau
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quértico para os elementos. A Figura 100 mostra as malhas obtidas por cada algoritmo e Tabela

18 apresenta os resultados de qualidade obtidos.

Figura 100 — Malhas geradas no exemplo casca esférica com furos.

(c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No geral, todos os algoritmos conseguiram gerar malhas com boa qualidade, obtendo
bom valor de métricas médias J;{ e alto percentual de elementos classificados como de boa
qualidade. Na primeira discretiza¢do considerada, observam-se refinamentos insuficientes em
algumas partes do modelo, como nas quinas do painel e regides entre os furos. Apesar disto, os
algoritmos com suavizagdo (S) e otimizagao (O) geraram malhas vélidas, embora com alguns
elementos de baixa qualidade. De maneira similar ao observado no exemplo anterior, estes
algoritmos obtiveram métricas J e J;;'” inferiores ao algoritmo sem suavizagdo para primeira
discretizagao.

Nas demais discretizacdes, as malhas com suavizagdo e otimizagdo apresentam bons
resultados para todas as respostas analisadas. A etapa de suavizacgdo foi essencial para garantir

a validade das malhas geradas, uma vez que em todos os casos processados o algoritmo sem
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suavizagdo (T) gerou elementos invélidos.

Tabela 18 — Qualidade das malhas para o modelo de casca esférica.

Jis I Jis”
(T) (S) O) (T) (S) O (M S (O
4 90° 0.15 1248 0.0001 0.1439 0.2742 0.8748 0.8700 0.8292 87 83 75

3 75° 0.075 2108 0.0001 0.4226 0.6618 0.9270 0.9239 09339 97 96 99
2 60° 0 3320 0.0013 0.6098 0.7516 0.9517 0.9509 0.9555 97 98 100

Lmaxr  Omax  Lmin n

No geral, observa-se que o algoritmo AFS obteve bom desempenho em todos os
exemplos analisados neste trabalho, gerado malhas de qualidade compardveis as obtidas quando
se considera a otimiza¢do das métricas de qualidade. Também pode-se observar que, com o
aumento do refinamento, a diferenca nas respostas de qualidade entre tais abordagens diminuiu.

Também destaca-se o uso do algoritmo de subdivisdo de contorno juntamente com
AFS, que demonstrou capacidade de gerar malhar com diferentes resolucdes e qualidades, uma
caracteristica importante tendo em vista o uso destes em diversas aplicacdes de engenharia.

Os resultados mostraram que a etapa de SAO € importante para evitar elementos
invalidos também no caso de superficies aparadas, além de ter a capacidade de aumentar a

qualidade dos elementos nas proximidades das curvas de aparo.

5.2 Analises Numéricas

O desempenho numérico das malhas geradas pelos algoritmos apresentados neste
trabalho € estudado em diversos exemplos de aplica¢io, onde sdo empregados tanto elementos
triangulares, baseados em tridngulos de Bézier, quanto quadrilaterais, baseados em superficie de
Bézier.

Problemas planos de transferéncia de calor e elasticidade linear sdo tratados nos Itens
5.2.1-5.2.3. Sao considerados problemas com solu¢do analitica conhecida ou manufaturada’™’,
de modo a verificar se as taxas de convergéncia tedricas sdo atingidas.

Problemas de andlise de casca sdo descritos nos Itens 5.2.4-5.2.7, onde sdo realizados
varios estudos de convergéncia em problemas benchmarks, sendo trés problemas do conhecido
Shell Obstacle Course'.

Por fim, problemas de andlise de cascas envolvendo a geracdo em superficies apara-

das sdo discutidos nos Itens 5.2.8-5.2.10.
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Figura 101 — Descricao do cilindro de parede espessa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.1 Transferéncia de calor em cilindro de parede espessa

O primeiro problema consiste na transferéncia de calor no cilindro espesso mostrado
Figura 101, utilizando o método das solu¢des manufaturadas. O campo de temperatura (7') €
dado por:

_ T.In(r/R;) — T;In(r/R,)

d In(R./R;) ’

(5.2)

onde T; e T, sdo respectivamente as temperaturas interna e externa no cilindro, R; e R, sao os
raios interno e externo.

O problema ¢é solucionado utilizando elementos triangulares e quadrilaterais. A
malha inicial € obtida pelo algoritmo AFP, no caso triangular, e MTB, no caso quadrilateral. As
demais malhas sdo obtidas através de refinamentos uniforme. Elementos quadréticos (BSD2 e
BTD?2), cibicos (BSD3 e BTD3), quérticos (BSD4 e BTD4) e quinticos (BSD5 e BTDS) sao
considerados. A Figura 102 ilustra as malhas obtidas para o caso ctbico.

A convergéncia da solugiio numérica é avaliada pela a norma L? dos erros no campo

de temperatura, dada por15 6.

ler|l,, = \//Q(T—T)stz (5.3)

onde T é a temperatura obtida no modelo numérico e 7' é a temperatura exata dada pela Equacio
(5.2). Esta norma é computada numericamente utilizando uma quadratura de 15 x 15 pontos de
Gauss no caso de elementos quadrilaterais, e uma quadratura triangular de 48 pontos, capaz de
integrar exatamente polindmios de até grau 15, no caso de elementos triangulares. Vale notar
que neste exemplo ndo hd geracao interna de calor nem fluxos de calor prescritos no contorno,
logo as condig¢des de contorno do problema consistem apenas na aplicacdo das temperaturas

prescritas nos arcos interno e externo do cilindro.
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Figura 102 — Malhas 1-4 utilizadas para modelar o cilindro com parede espessa.
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(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados sdo apresentados na Figura 103. Em teoria, as taxas de convergéncia
da norma de erro para o campo de temperatura, em relagdo ao parametro de discretizagao da

malha, tendem a p + 1 com a discretizacao do modelo™!

,onde p € o grau do elemento utilizado.
As taxas tedricas sdo obtidas a medida que se reduzem as distor¢cdes nos elementos, de modo
que o Jacobiano destes tenda a ser constante. O parametro de discretizagdo considerado neste
trabalho € o tamanho méximo das arestas /,,,y. Os resultados mostram que taxas de convergéncia
proximas as tedricas sdo obtidas em todos os casos.

Por fim, é apresentado na Figura 104 o campo de temperatura obtido. Pode-se

notar que a solu¢ao em questao € relativamente simples, justificando a rdpida convergéncia para

solucdo analitica j4 nas primeiras malhas utilizadas.
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Figura 103 — Norma L? do campo de temperatura obtida no cilindro espesso.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 104 — Campo de temperatura 7" no cilindro espesso.

temperature
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.2 Chapa infinita tracionada com furo circular

O segundo exemplo trata de um problema de uma chapa infinita com furo circular
submetida a uma carga uniforme, conforme ilustrado na Figura 105. O campo de tensdes na

vizinhanca do furo € determinado analiticamente usando coordenadas polares, sendo dado p0r2:

T, R? T, R _R*
Grr:E 1—r—2 —|—E 1_4]/‘_2—'—3? COSZQ, (54)
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T, R? T, R*
G@@ZE 1+r_2 —3 1+3r—4 00529, (55)
T, R? R*
09=——|14+2— —3— |sin26, (5.6)
2 r2 r4

onde 7, € magnitude da carga e R o raio do furo circular. As tensoes (O, Ogg € Org) SA0

definidas no sistema de coordenadas polares e podem ser convertidas para o sistema cartesiano

por:
Oy Oyy T O, Opp T. T— cosO sin6 ’ 5.7)
Oy Oyy C9 Ogop —sinf® cosH
onde
tanf = Y e = x> +y%. (5.8)
X

Figura 105 — Descri¢ao do chapa infinita com furo circular.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma regido quadrada em torno do furo € considerada para solu¢do numérica do

problema. Nesta regido, sao aplicadas as for¢as distribuidas (tractions) exatas na borda externa
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do modelo. Tais forcas sdo computadas em uma posi¢ao arbitréria (x;,y;) por:

f— Oxx  Oxy n, (59)
Oxy Oyy

onde f € o valor das forcas e n é o vetor normal a superficie de aplicagcdo da forca, na posicao
considerada. Além das cargas, sdo aplicadas restri¢des de deslocamento em trés pontos do
modelo para evitar deslocamento de corpo rigido.

Também sdo considerados elementos triangulares e quadrilaterais neste exemplo.
As malhas sao geradas da mesma forma que no exemplo anterior, e sdo apresentadas na Figura
106. Vale destacar que nao foi possivel a aplicagdo direta do algoritmo MTB, para geracdo dos
elementos quadrilaterais. Como o modelo apresenta um furo, o mesmo teve de ser particionado
manualmente em quatro regides para aplicacdo da técnica, como ilustrado na Figura 107. Em
exemplos de geometrias mais complexas, como no caso dos rotores e violao apresentados no
Item 5.1.2, seria impraticavel realizar tal operacdo manualmente, evidenciando as limitagdes da

técnica MTB.

Figura 106 — Malhas utilizadas para modelar a chapa infinita com furo.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste exemplo, a norma L? dos erros no campo de tensdes ¢ utilizada para avaliar a
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convergéncia da solu¢do. Esta norma é dada por15 6.

leall, =/ [ (0= 0 (0 - 610 5.10)

onde o é o vetor de tensdes obtido no modelo numérico e & é o vetor de tensdes exatas
avaliados pela Equacdo (5.7). A norma é computada numericamente seguindo 0 mesmo esquema

apresentado no problema térmico.

Figura 107 — Particionamento do dominio necessdrio para aplicacdo do mapeamento transfinito.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados sdo apresentados na Figura 108. Neste caso, as taxas de convergéncia
da norma de erro para o campo de tensdes em relacdo a h,,,, tendem a p com a discretizagdo da
malha'>®. Os resultados numéricos mostram que as taxas de convergéncia tedricas sdo obtidas

para os modelos mais refinados.
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Figura 108 — Norma L? do campo de tensdes da chapa infinita com furo.
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(a) Elementos quadrilaterais. (b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A resposta do campo de tensdes na dire¢do x € apresentada na Figura 109. Vale

ressaltar que este exemplo apresenta maior complexidade em comparagdo ao exemplo anterior.

Figura 109 — Campo das tensdes-xx da chapa infinita com furo.

STRESS_XX
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.3 Efeito da suavizacao dos pesos

Nesta secao € discutido o efeito da suavizacdo dos pesos do algoritmo AFP em
respostas numéricas que utilizem as malhas suavizadas. O problema estudado € o mesmo da
chapa infinita com furo circular. Entretanto, neste caso a regido adotada € a geometria considerada

na Secdo 3.4, onde o efeito da suavizagdo dos pesos foi avaliado pelas métricas de qualidade
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baseadas na geometria do elemento. A Figura 110 ilustra as condi¢des de contorno consideradas

no problema. Neste caso, a simetria do problema foi considerada na solu¢do numérica.

Figura 110 — Descri¢ao do dominio de andlise considerado para estudo da suavizacdo dos pesos.

Tragoes exatas nas bordas externas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Sdo utilizadas malhas cubicas geradas pelo algoritmo AFP considerando e ndo
considerando a etapa de suavizagdo dos pesos. A etapa de suavizac¢ao das coordenadas € aplicada

em ambos os casos. Malhas mais discretizadas sao obtidas via refinamento uniforme, como

ilustrado na Figura 111.

dos pesos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A norma L? do campo de tensdes das duas familias de malhas é apresentada na Figura
112. Pode-se notar que a precisdo das respostas com peso suavizado é maior, apresentando || || L
em torno de 10 vezes menor em comparacao com as respostas sem suavizacao do peso. Além
disso, a taxa de convergéncia tedrica (igual a p = 3) € obtida com menor nivel de refinamento

quando os pesos sao suavizados, em comparacdo quando os pesos nao sio suavizados.
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Figura 112 — Norma L? do campo de tensdes obtidas de malhas com e sem a suavizagio de

pesos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.4 Casca de Scordelis-Lo

0,1
bIIIHX

0,5 1

O primeiro problema de andlise de cascas considerado neste trabalho trata de

uma casca cilindrica com restricdo nos lados curvos por um diafragma rigido e submetida

a carga de peso proprio, como ilustrado na Figura 113. Este problema é conhecido na literatura

como Scordelis-Lo roof 160 ¢ apresenta solucdes utilizando diversas formulacdes de elementos

finitos!>> 1522, A simetria do problema ¢é considerada, assim apenas um quarto da casca é

modelada.

Figura 113 — Descricdo da casca de Scordelis-Lo.

E=432-10%
v=20.0
g=90
R=25
L =50
t=0.25
0 = 40°

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O problema € solucionado utilizando elementos isogeométricos de superficie de
Bézier racional e tridngulos de Bézier racional. Também sdo utilizados elementos finitos
isoparamétricos quadraticos: o elemento quadrilateral de oito nds Q8 e o elemento triangular de
seis nds T6. Neste problema, as malhas sdo geradas utilizando o algoritmo MTB discutida na
Secdo 3.2. As malhas triangulares e quadrilaterais sdo apresentadas na Figura 114. Vale notar que
a geometria desse exemplo pode ser representada por uma superficie quadratica racional em uma
direcdo e uma reta na outra (e.g. Superficie de Coons ou Superficie de Bézier Racional). Assim,
elementos triangulares de Bézier racional de grau cubico ou superior apresentam geometria

exata.

Figura 114 — Malhas usadas na casca Scordelis-Lo.

PO

(a) Malhas quadrilaterais.

<>

e

<>

<

<>

N

<SS 2S2S
ESENESH

(b) Malhas triangulares.

Q0

(
%
4
K
N

&
k¢
%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste problema sdo considerados elementos com integragdo completa (com legenda
F) e elementos com integracdo reduzida (com legenda R). Além de utilizar integracdo reduzida
nos elementos quadrilaterais, também serd testado um esquema reduzido para elementos trian-
gulares, onde é subtraido em 1 o grau do polindmio integrado exatamente. Por exemplo, no
caso de elementos cubicos, para a integracao completa € utilizado uma quadratura de 12 pontos,
capaz de integrar exatamente polindmios de até sexto grau, enquanto a integracdo reduzida
considera 7 pontos, capaz de integrar exatamente polindmios de até quinto grau. Tal esquema
de integracdo € considerado para avaliar uma possivel redu¢do do travamento do elemento de
casca implementado neste trabalho. Vale ressaltar que na espessura (direcdo ¢) sdo considerados
2 pontos de gauss em todos 0s casos.

Os resultados de deslocamento w no ponto A e a raiz quadrada do nimero de graus
de liberdade (1/gl) obtidos nos diversos modelos sdo apresentados na Figura 115. Os resultados

obtidos sd@o comparados ao deslocamento de referéncia’™’ Wrer = 0.3024. Todos os elementos
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convergem rapidamente para solugdo de referéncia. Os elementos quadrilaterais com integragao
reduzida apresentaram maior precisao quando comparados aos elementos de integragao completa,
e também apresentaram menor rigidez em comparacio a solugdo de referéncia, convergindo
por cima. Por outro lado, as respostas com integracdo completa apresentam maior rigidez e
convergem por baixo, exceto para as malhas quérticas e quinticas, que convergem por cima e

bem préximas da solucdo de referéncia mesmo nos modelos com pouco refinamento.

Figura 115 — Convergéncia do deslocamento wy para casca de Scordelis-Lo.
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(a) Elementos quadrilaterais. (b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso das malhas triangulares, ndo ha diferenga considerdvel na precisdo dos
elementos com integracido completa ou reduzida. Todos os modelos convergem por baixo, exceto
o modelo quintico. Neste exemplo se verifica travamentos apenas nos elementos quadréticos
nos primeiros niveis de refinamento. Por se tratar de um problema com geometria simples,
curvatura constante e carregamento distribuido, os campos de deslocamentos e esforcos sdao
bem comportados, facilitando sua aproximacdo pela solug@o de elementos finitos. O campo de
deslocamentos w do problema € apresentado na Figura 116.

A mesma estrutura foi analisada para o problema de vibragao livre por Li e cola-
boradores '®! utilizando elementos de contorno (SBFEM) e considerando p = 1. Neste caso a
simetria ndo é adotada por haver modos de vibra¢do nao simétricos, logo o modelo completo
¢ utilizado. Além disto, o deslocamento de corpo rigido na direcao y € evitado restringindo v

no ponto B. Uma malha cubica de triangulos de Bézier com 32 x 32 elementos, equivalente a
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malha 4 (16 x 16 elementos) utilizada anteriormente no modelo com simetria, é considerada.

Figura 116 — Campo de deslocamento w (escala 20x) do problema Scordelis-Lo roof.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O algoritmo de iteracdo em subespacos implementado neste trabalho foi utilizado
com tolerdncia de 10~7. Além do modelo isogeométrico e da resposta da referéncia mencionada,
o problema também ¢ solucionado utilizando software ABAQUS CAE, com um modelo de
256 x 256 elementos finitos quadrilaterais de oito nds do tipo S8R. As 10 primeiras frequéncias
de vibragdo obtidas sdo apresentadas na Tabela 19, onde também sdo apresentadas as diferencas
percentuais obtidas entre o modelo IGA deste trabalho e os resultados obtidos pelo ABAQUS e

o utilizando elementos de contorno (SBFEM).

Tabela 19 — Frequéncias de vibragao da casca Scordelis-Lo roof.
Frequéncia BTD3F S8R Diferenca (%) SBFEM!®! Diferenca (%)

1 59475 59417 0.10 5.9453 -0.04
2 6.3703  6.3665 0.06 6.3651 -0.08
3 13.7674 13.7500 0.13 15.1850 9.34
4 14.2141 14.1930 0.15 16.2610 12.59
5 15.1757 15.1720 0.02 16.3950 7.44
6 22.5570 22.4820 0.33 22.8350 1.22
7 22.9661 22.9240 0.18 22.9450 -0.09
8 23.3639 23.3230 0.18 23.3430 -0.09
9 25.1003  25.0480 0.21 25.2750 0.69
10 32.2957 32.1280 0.52 34.7630 7.10

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se excelente concordancia entre as respostas deste trabalho com as obtidas
pelo ABAQUS, com diferenca percentual de no maximo 0.52%. Por outro lado, diferencas
considerdveis sdo observadas em relacio ao SBFEM nos modos 3, 4, 5 e 10. As diferencas
observadas podem estar relacionadas as condi¢des de contorno consideradas, visto que ndo fica

claro, na referéncia do SBFEM, como o deslocamento de corpo rigido foi evitado. Por outro
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lado, as condicdes de contorno usadas no ABAQUS sdo idénticas as do FAST. Por fim, os modos
de vibracdo sdo apresentados na Figura 117. Observa-se que varios modos de vibragdao nao sao

Simétricos.

Figura 117 — Modos de vibracao da casca Scordelis-Lo roof (diagrama de cores para resposta

(b) Modo 2. (d) Modo 4. (e) Modo 5.

(f) Modo 6. (g) Modo 7. (h) Modo 8. (i) Modo 9. (j) Modo 10.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.5 Cilindro submetido a carga concentrada

Este exemplo consiste em um cilindro fino apoiado nas extremidades por diafragma
rigido e submetido a duas cargas concentradas, conforme ilustrado na Figura 118. O problema
também faz parte do Shell Obstacle Course com varias solucdes disponiveis na literatura usando
diversas formulag()es15 %1522 A gimetria do problema é considerada, assim apenas um oitavo
do cilindro é modelado.

Novamente, malhas isogeométricas e de elementos finitos sdo obtidas pelo algoritmo
MTB. A Figura 119 apresenta as malhas quadrilaterais e triangulares obtidas. Por se tratar de
uma casca cilindrica semelhante ao exemplo anterior, elementos triangulares cibicos de Bézier
racional representam a geometria de forma exata.

Os resultados de convergéncia do deslocamento w no ponto de aplicagdo da carga
sdo apresentados na Figura 120. Os deslocamentos obtidos sdo comparados ao deslocamento de

162 Wrer = 1.825 x 107> Diferente do exemplo anterior, todos os elementos utilizados

referéncia
apresentaram travamento nos primeiros niveis de refinamento. Nos elementos quadrilaterais,

a integracdo reduzida melhorou consideravelmente a precisdo da resposta para todos os graus.
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Figura 118 — Descricao do cilindro com carga pontual.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 119 — Malhas utilizadas para modelar o cilindro.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Também nota-se que todos os elementos convergiram por baixo.

No caso dos elementos triangulares, novamente nao houve efeito benéfico com o
uso da integragdo reduzida proposta. No grau quadratico, as respostas com integracao reduzida
apresentam oscilagdes nos primeiros niveis de refinamento. Nos demais graus, as respostas
com integracdo tem precisdo semelhante ao caso de integragao total. Portanto, ndo se mostrou
efetivo a utilizacdo do esquema de integracao reduzida para aliviar o travamento em elementos
triangulares. Logo, nos demais exemplos desse trabalho sera utilizado apenas o esquema de
integracdo completa para estes elementos.

E importante notar que devido ao carregamento ser concentrado, este problema

apresenta campos de deslocamentos e esfor¢cos mais complexos do que os do exemplo anterior.



170

Isto explica também o travamento mais severo observado neste caso. Além disto, foi necessario

um nimero maior de graus de liberdade para obter a convergéncia da resposta analisada. O

campo de deslocamento w do problema € apresentado na Figura 121.

Figura 120 — Convergéncia do deslocamento wp para o cilindro com carga pontual.
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(a) Elementos quadrilaterais.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 121 — Campo de deslocamento w (fator = 1e6) para o cilindro com carga pontual.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.2.6 Hemisfério submetido a carga concentrada

Este problema trata de um hemisfério com corte no polo de 18° e submetido a dois
pares de cargas localizadas em pontos antipodais no equador. As cargas tém mesmo mdédulo
e, em cada par, sentidos opostos, como ilustrado na Figura 122. A simetria do problema &
considerada, logo apenas um quarto da geometria € modelada, resultando na mesma geometria
estudada anteriormente no Item 5.1.5. Este exemplo € uma variagcdo do problema do hemisfério
do Shell Obstacle Course' 9, onde ndo ha furo. Neste versao modificada do problema, o furo
¢ adicionado para possibilitar a representacdo da geometria por uma malha estruturada de
elementos quadrilaterais, o que ndo € possivel quando considerado a regido do polo, onde sdo

utilizados elementos triangularesl63’ 152,

Figura 122 — Descri¢cdo do hemisfério com furo.

T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mais uma vez o algoritmo MTB ¢ utilizado para gera¢ao das malhas isogeométricas
e de elementos finitos. E importante notar que neste caso é utilizada a versdo adaptada do
algoritmo para a geragdo de malhas em superficies paramétricas, discutida no Sec¢ao 3.5.1, dado
que neste exemplo a geometria do problema nao pode ser representada por uma superficie de
Coons. A Figura 123 ilustra as malhas utilizadas. Neste exemplo, a superficie NURBS que
representa a geometria € biquadratica, logo € necessdrio utilizar tridangulos de Bézier quarticos
para garantir a representagao exata.

A Figura 124 mostra o resultado da convergéncia do deslocamento u no ponto A. O
deslocamento de referéncia'®® é urer = 0.0940. Nos elementos quadrilaterais, houve travamento
principalmente no elemento Q8, que mesmo utilizado o esquema de integragdo reduzida ndo
obteve boa precisdo para o nimero de graus de liberdade considerados aqui. Nos elementos

isogeométricos, o travamento € reduzido com o aumento do grau do elemento utilizado. A
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convergéncia ocorre por baixo em todos os casos com integracao completa e também no elemento
Q8 com integracao reduzida. O elemento isogeométrico quadrético teve desempenho superior
em comparagao ao Q8 por possui um ponto de controle a mais e, portanto, ser menos afetado

pelo travamento.

Figura 123 — Malhas utilizadas para modelar o hemisfério com furo.
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(a) Malhas quadrilaterais.

ceé

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos elementos triangulares, hd travamento nos elementos quadraticos e cubicos. Ja
os elementos quarticos e quinticos convergem rapidamente para resposta de referéncia. Vale
destacar que apesar do travamento, o elemento cubico obteve boa precisdao na ultima malha

considerada.



Figura 124 — Convergéncia do deslocamento u4 para o hemisfério com furo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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(b) Elementos triangulares.

Os campos de deslocamentos e esforcos apresenta grande complexidade neste exem-

plo devido as cargas concentradas e a geometria com dupla curvatura. Além disto, por se tratar

de uma casca fina, ha suscetibilidade a ocorréncia de travamentos. O uso de elementos com grau

mais elevado mostrou-se importante para melhorar a convergéncia da resposta obtida. O campo

de deslocamento u € apresentado na Figura 125.

Figura 125 — Campo de deslocamento u (fator de escala = 30) no hemisfério com furo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.2.7 Casca de forma livre

Este problema trata de uma casca de forma livre com um lado apoiado e outro
submetido a um carregamento distribuido'>* 1. Este exemplo foi proposto por Dornisch
e colaboradores!>? para avaliar a importancia da consideracdo de vetores normais exatos na
formulacao de cascas degeneradas. A descricao do exemplo € apresentado na Figura 126.

Neste problema, para os elementos quadrilaterais, sdo consideradas malhas estrutu-
radas obtidas pelo algoritmo MTB, considerando subdivisdo uniforme aplicada aos knot spans
da geometria base da superficie. No caso dos elementos triangulares, sdo adotadas malhas
ndo estruturadas geradas pelo algoritmo AFS, considerando os parametros de discretizacdo do

contorno apresentados na Tabela 20. As malhas obtidas sdo ilustradas na Figura 127.

Figura 126 — Descricdo da casca de forma livre.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A convergéncia do deslocamento v no ponto A (localizado na quina superior direita
da casca), para ambos os elementos triangulares e quadrilaterais, € apresentada na Figura 128.
Os deslocamentos sdo normalizados pela solugdo de referéncia v,y = 1.02786, mencionada
anteriormente'>. Nos elementos quadrilaterais, todas as alternativas convergiram para resposta
referéncia. A integracdo reduzida melhorou a precisdo do elemento Q8, que apresenta travamento
considerdvel. J4 os elementos isogeométricos convergiram rapidamente sem efeito da integracao
reduzida. Vale ressaltar que como a geometria da casca é cubica, considera-se no minimo o grau
cuibico nas malhas da AIG. Neste problema o grau cubico se mostra suficiente para convergéncia

rapida da resposta.
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Figura 127 — Malhas utilizadas para modelar a casca com curvatura dupla.

(a) Malhas quadrilaterais.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 20 — Parametros de discretizagdo das malhas da casca de forma livre.
Malha L, 6nax  Lunin il

1 12 120 6 26
2 8 90 2 90
3 5 60 1 169
4 2 30 0 521
5 1.75 20 0 1008

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 128 — Convergéncia do deslocamento v para a casca com curvatura dupla.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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(b) Elementos triangulares.

No caso dos elementos triangulares, o elemento finito T6 e o elemento de Bézier

cubico apresentam travamento maior, embora convirjam para resposta com o refinamento do

modelo. Os elementos de grau mais elevado convergem para resposta com pouco refinamento.

O campo de deslocamentos v do problema € apresentado na Figura 129. Os resulta-

dos obtidos mostram que a formulacdo desenvolvida € eficaz para solucionar problemas com

considerdvel variacio dos vetores normais. A consideragdo aproximada dos vetores normais, ob-

tida via interpolacdo de valores definidos nos pontos de controle do modelo, mostra-se suficiente

para convergéncia da resposta numérica do problema.
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Figura 129 — Campo de deslocamento v da casca de forma livre.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.8 Casca de Scordelis-Lo com furo

Este problema € um versao modificada da casca de Scordelis-L.o com um furo central.

A descricao do furo, no espago cartesiano e paramétrico, é apresentada na Figura 130.

Figura 130 — Descri¢@o da casca de Scordelis-Lo com furo.
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(a) Espago cartesiano. (b) Espaco paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Elementos triangulares e quadrilaterais sdo utilizados, onde as malhas sdo geradas,
respectivamente, pelos algoritmos AFS e MTB. Para obtencao das malhas estruturadas, o modelo

foi particionado em quatro sub-regides, como ilustrado na Figura 131. A técnica MTB pode ser
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aplicada neste caso devido a simplicidade da geometria do problema. Nos problemas anteriores
onde o MTB foi utilizado, as malhas geradas poderiam ser obtidas também pelos algoritmos
padrdo de subdivisdo e elevacio de grau de superficie de Bézier 14 Neste problema, por outro
lado, ndo seria possivel obter as malhas dessa forma, evidenciando a motivacao da técnica MTB

apresentada neste trabalho.

Figura 131 — Particionamento do modelo considerado para geragao de malhas estruturadas.

(a) Espaco cartesiano. (b) Espaco paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Inicialmente sdo considerados dois elementos em cada parti¢cdo. As demais malhas
sdo obtidas refinando uniformemente todas as arestas do modelo. No caso das malhas triangulares,
o algoritmo AFS ¢ utilizado com os parametros de discretizacdo apresentados na Tabela 21.
As malhas geradas sdo apresentadas na Figura 132. Apenas elementos isogeométricos de grau

quadratico, cubico e qudrtico sdo considerados no problema.

Tabela 21 — Parametros de discretizagdo das malhas da casca de Scordelis-Lo com furo.
Malha L, Onax  Lunin il

1 15 60 10 56
2 8 30 3 240
3 4 20 1 624
4 3 15 0 1336

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 132 — Malhas utilizadas na casca de Scordelis-Lo com furo.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A convergéncia do deslocamento w no ponto A € mostrada na Figura 133. O desloca-
mento de referéncia w,.y = —0.3560 foi obtido pelo programa ABAQUS CAE, utilizando uma
malha de 5188 elementos S3. Todos os elementos cubicos e qudrticos convergiram rapidamente
para solucgdo de referéncia. Os elementos quadraticos necessitaram de maior nivel de refinamento
para convergéncia da resposta, com excecao ao elemento quadrilateral com integracao reduzida,

que também convergiu rapidamente.

Figura 133 — Convergéncia do deslocamento w para a casca de Scordelis-L.o com furo.
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(a) Elementos quadrilaterais. (b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A ripida convergéncia da resposta se deve a facilidade na aproximacio do campo de
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deslocamento do problema. Apesar do furo, a estrutura ainda apresenta respostas com variagao

suave. O campo de deslocamento w do problema é apresentado na Figura 134.

Figura 134 — Campo de deslocamento w (fator de escala = 8) da casca de forma livre.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.9 Faixa curva

Este problema trata da andlise de vibracao livre de uma faixa curva apoiada nas
extremidades. A geometria do problema € a mesma da faixa curva discutida na Secdo 5.1.6.
A descri¢ao do problema, incluindo as propriedades dos materiais e espessura da casca sao

apresentadas na Figura 135.

Figura 135 — Descri¢do da faixa curva apoiada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram utilizadas seis malhas triangulares geradas pelo algoritmo AFS, sendo trés ja
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apresentadas anteriormente na Figura 95b. Os parametros de discretizacdo considerados para

geracdo das malhas sdo apresentados na Tabela 22.

Tabela 22 — Parametros de discretiza¢do das malhas da faixa curva apoiada.
Malha L, 6nax  Lunin il

300 90 150 18
150 60 75 56
75 45 25 264
50 30 10 352
25 25 0 1010
10 15 0 6632

AN N AW =

Fonte: Elaborada pelo autor.

A convergéncia da frequéncia natural do problema para elementos de diversos graus é
apresentada na Figura 136. A frequéncia natural de referéncia @,.r = 20.1860 foi obtida através
do ABAQUS CAE, utilizando 28554 elementos S3. O algoritmo de subespacos implementado
neste trabalho foi utilizado para obtengio das respostas, considerando uma tolerancia de 10~¢ e

nimero maximo de iteracoes igual a 30.

Figura 136 — Convergéncia da frequéncia natural para faixa curva.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Todos os elementos convergiram para a resposta de referéncia, com as maiores taxas
de convergéncia sendo observadas nos elementos de maior grau. Também sdo apresentados as
10 primeiras frequéncias de vibragdo obtidas pelo FAST e ABAQUS na Tabela 23. Os resultados

mostram excelente concordancia entre os dois programas, sendo a maior diferenca observada de
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0.55%. Por fim, s@o apresentados os 10 modos de vibragdo da estrutura na Figura 137.

Tabela 23 — Frequéncias de vibracdo da faixa curva apoiada.
Modo  FAST  ABAQUS Diferenca

1 20.1856  20.1860 0.00%
2 46.5576  46.5480 0.02%
3 73.0362  72.7680 0.37%
4 89.5740  89.5600 0.02%
5 116.5205 115.8800  0.55%
6 137.7613  137.7300  0.02%
7 173.2083 172.5300  0.39%
8 203.2249  203.1700  0.03%
9 233.4962 2324700 @ 0.44%
10 272.1072 271.8500  0.09%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 137 — Modos de vibracdo da faixa curva apoiada (diagrama de cores para resposta w).
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(a) Modo 1. (b) Modo 2. (c) Modo 3. (d) Modo 4. (e) Modo 5.

P
(f) Modo 6. (g) Modo 7. (h) Modo 8. (1) Modo 9. () Modo 10.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.10 Casca esférica com furos

O ultimo problema estudado neste trabalho consiste em uma casca esférica apoiada
nas quadro quinas e submetida a uma carga concentrada no centro. O problema tem a mesma
geometria da casca esférica com furos discutida na Seca@o 5.1.6. Os parametros do material e
descricdo do problema de anélise sdo mostrados na Figura 138.

Neste exemplo s@o utilizadas 7 malhas com diferentes niveis de refinamento, sendo
trés destas apresentadas na Figura 100.(b). A Tabela 24 mostra os parametros de discretizagcao
considerados para geracdo das malhas.

O estudo de convergéncia do deslocamento w no ponto de aplicacdo da carga é

apresentado na Figura 139. Novamente, o software ABAQUS CAE foi utilizado para calcular a
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resposta de referéncia wy,r = —2.5576 X 107, obtida com uma malha de 199950 elementos S3.

Figura 138 — Descri¢do da casca esférica com furos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 24 — Parametros de discretiza¢dao das malhas da casca esférica apoiada.

Malha Lmax emax Lmin nl
1 4 90 0.5 320
2 4 90 025 634
3 4 90 015 1248
4 3 75 0.075 2108
5 2 60 0 3320
6 0.50 30 0 4772
7 025 15 0 6838

Fonte: Elaborada pelo autor.

As respostas obtidas neste trabalho pelo FAST convergem para a resposta de refe-

réncia. Observa-se, entretanto, que os resultados reportados das dltimas malhas de cada grau

diferem da resposta de referéncia em torno de 1%. Modelos mais refinados sdo necessarios

para reduzir a diferencga nas respostas, mas ndo foram processados pela limitagdao de recurso

computacional disponivel no curso deste trabalho. O campo de deslocamento w do problema é

mostrado na Figura 140.
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Figura 139 — Convergéncia do deslocamento w), para a casca esférica com furos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, ressalta-se que o elemento isogeométrico proposto neste trabalho, jun-

tamente com as técnicas de geracdo de malhas desenvolvidas, foram utilizadas com sucesso

para solucdo de varios exemplos de andlise estrutural de cascas, tanto para problemas estati-

cos com pequenos deslocamentos quanto para andlise de vibragao livre, além de problemas

bidimensionais de andlise térmica e de estado plano de tensdo.

Figura 140 — Campo de deslocamento w (fator de escala = 2e4) da casca esférica com furos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A capacidade de representacdo exata da geometria e facil obtencdo de modelos com
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grau de aproximacdo elevados sdo as principais vantagens desta abordagem em relagcdo ao uso de
elementos finitos quadraticos tradicionais. Além disto, o uso de modelos de maior grau mostrou-
se eficaz para aliviar o travamento dos elementos nos diversos exemplos apresentados, que em
muitos casos, para os elementos MEF tradicionais (Q8 e T6), apresentaram travamentos severos
para a formulacdo apresentada. A abordagem pode ser aprimorada considerando formulacdes

especiais para alivio do travamento.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou um algoritmo para a geragao automadtica de malhas isogeo-
métricas ndo estruturadas compostas por triangulos de Bézier racionais para geometria arbitrérias.
O algoritmo obedece a uma discretizagdo (ou parametriza¢ido) de entrada do dominio, que é
definido por uma B-Rep usando curvas NURBS.

O algoritmo € dividido em quatro etapas: 1) geracdo de uma malha poligonal usando
um algoritmo de avanco de fronteira, que considera os segmentos curvos na avaliacdo da fun¢do
densidade; 2) geracdo de uma malha de alta ordem por elevacdo de grau e substitui¢do do
contorno, restaurando a geometria exata do modelo; 3) realiza¢do de modifica¢des na topologia
da malha para remover singularidades em elementos de alta ordem; e 4) suavizacdo dos pesos e
coordenadas dos pontos de controle para melhorar a qualidade dos elementos nas proximidades
das arestas curvas do modelo. Esta tltima etapa é aplicada localmente, o que melhora o
desempenho do algoritmo proposto e evita elementos invélidos e de qualidade ruim.

O algoritmo foi comparado ao TriGA, um programa capaz de gerar malhas isogeo-
métricas ndo estruturadas compostas por triangulos racionais de Bézier, e resultados superiores
foram obtidos em diversos exemplos de com diferentes niveis de complexidade. Além disso, o al-
goritmo apresentou bom desempenho no caso de geometrias complexas. A técnica de subdivisdao
automatica de curvas proposta possibilitou, em conjunto com o algoritmo de geracdo de malhas,
obter modelos de anélise com diferentes resolucdes em problemas com geometria complexa.

A etapa de suavizagdo de alta ordem € mais efetiva quanto maior for o grau dos
elementos gerados e menor for o nivel de refinamento do modelo. Além disso, a estratégia de
aplicacdo localizada da SAO proporcionou ganhos de eficiéncia notaveis ao método de geracao,
sem comprometer a efetividade da suavizagdo. O algoritmo proposto também obteve bons
resultados em comparagdo a malhas obtidas via otimiza¢do, demonstrando a efetividade da
técnica proposta.

Em termos de eficiéncia, o algoritmo proposto foi comparado ao Gmsh, um gerador
de malha de elementos finitos consolidado capaz de produzir e otimizar malhas ctbicas de
tridngulos ndo racionais (T10), e resultados semelhantes em termos de qualidade de malha e
tempo de execuc¢do foram observados. Assim, a implementacio do algoritmo proposto apresentou
eficiéncia competitiva, e € capaz de gerar malhas de alta ordem de qualquer grau e geometria
exata.

A versao do algoritmo para geracdo de superficies aparadas foi comparada com
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malhas obtidas via otimiza¢do. Novamente, obteve-se malhas vélidas em todos os exemplos
analisados, e com qualidade compardvel a obtida via otimizacdo. A técnica de subdivisao
automdtica de curvas, generalizada para o caso de superficies, permitiu obter malhas de diferentes
resolucdes em geometrias complexas. A etapa de SAO adaptada ao caso de superficies mostrou-
se importante para garantir a validade dos elementos de alta ordem gerados. Ressalta-se ainda
que a técnica proposta pode ser aplicada também em superficies T-Splines aparadas.

As técnica de geracdo de malhas estruturadas desenvolvidas permitiram a geracao
de malhas quadrilaterais para os problemas tratados no trabalho. Os elementos de superficie e
triangulo de Bézier apresentaram taxas de convergéncia tedricas, em problemas de elasticidade e
transferéncia de calor. A etapa da SAO mostrou-se importante nao sé para melhorar a qualidade
dos elemento de alta ordem, mas também para melhorar a precisdo da resposta numérica obtida
pelas malhas suavizadas.

Os elementos isogeométricos para andlise de cascas obtiveram resultados em ex-
celente concordancia com a literatura. Apesar da formulacao apresentada nao considerar tra-
tamentos para aliviar travamentos nos elementos, a elevacdo de grau dos elementos de Bézier
mostrou-se uma boa ferramenta para reduzir os travamentos observados. Problemas de cas-
cas complexas, com vérios furos, foram solucionados utilizando os elementos propostos, que
obtiveram respostas semelhantes as obtidas por elementos finitos convencionais.

Algumas sugestdes de trabalhos futuros sdo apresentadas a seguir:

a) Generalizacao do algoritmo de geracdo de malhas ndo estruturadas proposto para o caso
de malhas isogeométricas volumétricas, onde sdo gerados tetraedros, hexaedros, cunhas e
piramides de Bézier racionais.

b) Desenvolver uma etapa eficiente de otimizacao de malhas, aplicada depois da SAQO, para
aumentar a robustez da técnica na geracdo de elementos vélidos. O algoritmo de avaliacio
de sub-malhas pode ser aplicado para definir sub-regides do problema de otimizagao.

c) Desenvolvimento e implementag@o de um algoritmo de gerac¢do ndo estruturado de malhas
1sogeométricas compostas por quadrilateros de Bézier racionais, utilizando um gerador de
malhas ndo estruturadas de quadrilateros.

d) Formulacdo de novas métricas de qualidade para elementos de superficie de Bézier racio-
nais de alta ordem.

e) Elabora¢do e implementagdo de técnicas de particionamento automético do dominio para

aplicagdo robusta dos algoritmos de malhas estruturadas isogeométricas.
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f) Extensdo da formulag¢do do elemento de casca proposto para andlise de carga critica e
andlise geometricamente ndo-linear.
g) Desenvolvimento de tratamentos para eliminag¢do e reducao do travamento de cisalhamento

e membrana dos elementos de Bézier.
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APENDICE A - DESCRICAO DOS EXEMPLOS

Este apéndice apresenta os dados geométricos (coordenadas e pesos dos pontos de
controle e vetores de knots) dos exemplos abordados na presente tese. Os exemplos com geome-
trias planas sdo disponibilizados no endereco eletronico <https://github.com/Imcv-ufc/PMGen>.

Os exemplos com modelos de superficies, com e sem curvas de aparos, sao apresentados a seguir.

Tabela 25 — Pontos de controle e vetor de knots de um quarto da casca de Scordelos-Lo.

id X y z w

1 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +5.848889e+00  +1.000000e+00
2 49.099256e+00  +0.000000e+00  +5.848889¢+00  +9.396930e-01
3 +1.606969e+01  +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.000000e+00
4 +0.000000e+00  +2.500000e+01  +5.848889e+00  +1.000000e+00
5 +49.099256e+00  +2.500000e+01  +5.848889¢+00  +9.396930e-01
6  +1.606969%e+01  +2.500000e+01  +0.000000e+00  +1.000000e+00
E=[000111,H=[0011]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 26 — Pontos de controle e vetor de knots da casca de Scordelos-Lo.

id X y z w

1 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.000000e+00
2 +1.606969%e+01  +0.000000e+00  +1.348407e+01  +7.660444e-01
3 +3.213938e+01  +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.000000e+00
4 +0.000000e+00  +5.000000e+01  +0.000000e+00  +1.000000e+00
5 +1.606970e+01  +5.000000e+01  +1.348407e+01  +7.660444e-01
6 +3.213938e+01  +5.000000e+01  +0.000000e+00  +1.000000e+00

E=[000111],H=[0011]

b3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 27 — Pontos de controle e vetor de knots do furo central da casca de Scordelos-Lo.

id

r

N

w

W N =

NelNeBEN B NIV NN

+3.939340e-01
+2.878680e-01
+3.939340e-01
+5.000000e-01
+6.060660e-01
+7.121320e-01
+6.060660e-01
+5.000000e-01
+3.939340e-01

+4.259521e-01
+5.000000e-01
+5.740479e-01
+6.480957e-01
+5.740479e-01
+5.000000e-01
+4.259521e-01
+3.519043e-01
+4.259521e-01

+1.000000e+00
+7.071068e-01
+1.000000e+00
+7.071068e-01
+1.000000e+00
+7.071068e-01
+1.000000e+00
+7.071068e-01
+1.000000e+00

E=[000.2525.5.5.75.75111]

Fonte: Elaborada pelo autor.


https://github.com/lmcv-ufc/PMGen

Tabela 28 — Pontos de controle e vetor de knots do oitavo de cilindro.

id X y k4 w

1 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +3.000000e+02  +1.000000e+00
2 +3.000000e+02  +0.000000e+00  +3.000000e+02  +7.071070e-01
3 +3.000000e+02  +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.000000e+00
4 +3.000000e+02  +3.000000e+02  +0.000000e+00  +1.000000e+00
5 +3.000000e+02  +3.000000e+02  +3.000000e+02  +7.071068e-01
6 +0.000000e+00  +3.000000e+02  +3.000000e+02  +1.000000e+00

E=[000111],H=[0011]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 29 — Pontos de controle e vetor de knots do oitavo de esfera com corte.

id X y z w

1 +1.000000e+01  +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.000000e+00
2 +1.000000e+01  +1.000000e+01  +0.000000e+00  +7.071068e-01
3 +0.000000e+00  +1.000000e+01  +0.000000e+00  +1.000000e+00
4 +1.000000e+01  +0.000000e+00  +7.265425e+00  +8.090170e-01
5 +1.000000e+01  +1.000000e+01  +7.265425e+00  +5.720614e-01
6 +0.000000e+00  +1.000000e+01  +7.265425¢+00  +8.090170e-01
7 +3.090170e+00  +0.000000e+00  +9.510565¢+00  +1.000000e+00
8  +3.090170e+00  +3.090170e+00  +9.510565¢+00  +7.071068e-01
9  +0.000000e+00  +3.090170e+00  +9.510565¢+00  +1.000000e+00

E=H=[000111]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 30 — Pontos de controle e vetor de knots da superficie de forma livre.

id X y z

1 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +0.000000e+00
2 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +5.000000e+00
3 40.000000e+00  +2.000000e+00  +7.000000e+00
4 +0.000000e+00  +2.000000e+00  +1.000000e+01
5 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.200000e+01
6 +0.000000e+00  +0.000000e+00  +1.500000e+01
7 +5.000000e+00  +0.000000e+00  +0.000000e+00
8  +4.580247e+00  +0.000000e+00  +4.740741e+00
9  +3.740741e4+00  +1.802469¢+00  +6.987654e+00
10 +2.481481e+00  +1.987654e+00  +1.013580e+01
11 +1.641975e+00  +4.814815e-01  +1.218519e+01
12 +1.222222e+00  +6.666667¢-01  +1.500000e+01
13 +5.000000e+00  +5.000000e+00  +0.000000e+00
14 +4.851852e+00  +4.444444e+00  +4.222222e+00
15 +4.555556e+00  +4.740741e+00  +6.962963e+00
16 +4.111111e+00  +3.629630e+00  +1.040741e+01
17 +3.814815e+00  +2.000000e+00  +1.255556e+01
18  +3.666667¢+00  +2.000000e+00  +1.500000e+01

E=H=[00001/32/31111]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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id X y z

19 +1.000000e+01  +5.000000e+00  +0.000000e+00
20 49.703704e+00  +4.444444e+00  +3.444444e¢+00
21 +49.111111e4+00  +4.148148e+00  +6.925926e+00
22 +8.222222e+00  +3.592593e+00  +1.081481e+01
23 +7.629630e+00  +3.444444e+00  +1.311111e+01
24 +7.333333e+00  +4.000000e+00  +1.500000e+01
25  +1.000000e+01  +0.000000e+00  +0.000000e+00
26 49.975309e+00  +0.000000e+00  +2.925926e+00
27 49.925926e+00  +4.197531e-01  +6.901235e¢+00
28  +9.851852e+00  +1.901235e+00  +1.108642e+01
29 +9.802469e+00  +3.851852¢+00  +1.348148e+01
30  +9.777778e+00  +5.333333e+00  +1.500000e+01
31  +1.100000e+01  +0.000000e+00  +0.000000e+00
32 +1.100000e+01  +0.000000e+00  +2.666667¢+00
33 +1.100000e+01  +2.222222e-01  +6.888889¢e+00
34 +1.100000e+01  +1.888889¢+00  +1.122222e+01
35 +1.100000e+01  +4.333333e+00  +1.366667e+01
36 +1.100000e+01  +6.000000e+00  +1.500000e+01




Tabela 31 — Pontos de controle e vetor de knots da faixa curva.

id X y z

1 0.000000e+00  0.000000e+00  0.000000e+00
2 1.500000e+02  0.000000e+00  1.000000e+02
3 3.000000e+02  0.000000e+00  1.000000e+02
4 4.500000e+02  0.000000e+00  1.000000e+02
5 6.000000e+02  0.000000e+00  0.000000e+00
6 0.000000e+00  2.000000e+02  0.000000e+00
7 1.500000e+02  2.000000e+02  1.000000e+02
8  3.000000e+02  2.000000e+02  1.000000e+02
9  4.500000e+02  2.000000e+02  1.000000e+02
10 6.000000e+02  2.000000e+02  0.000000e+00

id r s id r s

1 0.00 0.80 1 1.00 0.20
2 020 0.70 2 0.80 0.30
3 020 0.50 3 0.80 0.50
4 020 0.30 4 0.80 0.70
5 0.00 0.20 5 1.00 0.80

E=[00005.51111]

E=[00005.51111]

E=[000111],H=[0011]

(a) Superficie NURBS.

Fonte: Elaborada pelo autor.

(b) Curva c.

(c) Curva c;.
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Tabela 32 — Pontos de controle e vetor de knots da faixa curva modificada (furos adicionais).

id r s w
1 050 0.65 1.0
2055 065 V2/2
3055 050 1.0
4 055 035 V2/2
5 050 035 1.0
6 045 035 V2/2
7 045 050 1.0
8 045 0.65 V2/2
9 050 0.65 1.0

Z=[000.25.25

S55.7575111]

id r N w
1 0430 0450 1.0
20430 0300 V2/2
30480 0300 1.0
4 0480 0.150 1.0
5 0480 0.050 1.0
6 0330 0.050 1.0
70200 0.050 1.0
8 0200 0.150 1.0
9 0380 0.300 1.0
10 0400 0.450 1.0
11 0415 0450 1.0
120430 0450 1.0

E=[0002244.6.6.7.8.8111]

(a) Curva h;.
(b) Curva h,.
id r s w id r s w
1 0570 0450 1.0 1 0430 0550 1.0
2 0585 0450 1.0 2 0415 0550 1.0
30600 0450 1.0 3 0400 0.550 1.0
4 0620 0300 1.0 4 038 0.700 1.0
5 0800 0.150 1.0 5 0200 0.850 1.0
6 0800 0.050 1.0 6 0200 0.950 1.0
7 0670 0.050 1.0 7 0330 0.950 1.0
8 0520 0.050 1.0 8 0480 0.950 1.0
9 0520 0.150 1.0 9 0480 0.850 1.0
10 0520  0.300 1.0 10 0480 0.700 1.0
11 0570  0.300 V2/2 11 0430 0.700 V2/2
12 0570 0450 1.0 12 0430 0.550 1.0

E=[0002234466.8.8111]

E=[0002234466.8.8111]

(c) Curva hs.

Fonte: Elaborada pelo autor.

(d) Curva hy.
id r K w
1 0570  0.550 1.0
2 0570 0.700 V2/2
30520 0.700 1.0
4 0520 0.850 1.0
5 0520 0950 1.0
6 0670 0950 1.0
7 0800 0.950 1.0
8  0.800 0.850 1.0
9 0.620 0.700 1.0
10 0600 0.550 1.0
11 0585 0.550 1.0
12 0570 0550 1.0

E=[0002244.6.67.8.8111]

(e) Curva hs.



Tabela 33 — Pontos de controle e vetor de knots da casca esférica (parte 1).

id r N
id X y z w
1 0.9836 0.0286
1 -2.474040e+00  -2.474040e+00  -7.062330e-03  1.000000e+00 2 0.9886 0.0122
2 0.000000e+00  -2.474040e+00  6.463229¢-01 9.668508e-01 3 0.9523 0.0193
3 2.474040e+00  -2.474040e+00  -7.062330e-03  1.000000e+00 4 0.8421 0.0399
4 -2.635346e+00 0.000000e+00 6.037225e-01 9.689124¢-01 5 0.7582 0.0433
5 0.000000e+00 0.000000e+00 1.299708e+00  9.367938e-01 6 0.8448 0.1161
6 2.635346e+00 0.000000e+00 6.037225e-01 9.689124¢-01 7 0.8839 0.1552
7 -2.474040e+00  2.474040e+00  -7.062330e-03  1.000000e+00 8 0.9567 0.2418
8 0.000000e+00 2.474040e+00 6.463229¢-01 9.668508e-01 9 0.9601 0.1579
9 2.474040e+00 2.474040e+00  -7.062330e-03  1.000000e+00 10 0.9836 0.0286
E=H=[000111] E=[000.125.250 .375
.5.625.750 .875111]
(a) Superficie NURBS.
(b) Curva h;.
id r K
id r K id r K id r s
1 0.6164  0.2288
1 0.9714 0.9836 1 0.0164 0.9714 1 0.0286 0.0164 2 0.6765 0.1175
2 0.9878 0.9886 2 0.0114 0.9878 2 0.0122 0.0114 3 0.7151  0.0385
3 0.9807 0.9523 3 0.0477 0.9807 3 0.0193 0.0477 4 0.6626  0.0259
4 0.9601 0.8421 4 0.1579 0.9601 4 0.0399 0.1579 5 0.5353  0.0141
5 0.9567 0.7582 5 0.2418 0.9567 5 0.0433 0.2418 6 0.5097  0.0107
6 0.8839 0.8448 6 0.1552 0.8839 6 0.1161 0.1552 7 0.5097  0.0336
7 0.8448 0.8839 7 0.1161 0.8448 7 0.1552 0.1161 8 0.5101  0.1045
8 0.7582 0.9567 8 0.0433 0.7582 8 0.2418 0.0433 9 0.5101  0.1838
9 0.8421 0.9601 9 0.0399 0.8421 9 0.1579 0.0399 10  0.5097 0.2715
10 09714 0.9836 10  0.0164 0.9714 10 0.0286 0.0164 11 0.5891 0.2868
12 0.6164  0.2288
E=1[000.125.250.375 E=[000.125.250.375 E=1[000.125.250.375
.5.625.750 87511 1] .5.625.750.875111] .5.625.750 87511 1] E=[000.1.2.3
456789111]
(c) Curva hy. (d) Curva hs. (e) Curva hy.
(f) Curva hs.
id r s id r K id r K
1 0.7712  0.6164 1 0.3836  0.7712 1 0.2288  0.3836
2 0.8825  0.6765 2 0.3235  0.8825 2 0.1175  0.3235
3 0.9615 0.7151 3 0.2849  0.9615 3 0.0385  0.2849
4 0.9741  0.6626 4 0.3374  0.9741 4 0.0259 0.3374
5 0.9859  0.5353 5 0.4647  0.9859 5 0.0141  0.4647
6 0.9893  0.5097 6 0.4903  0.9893 6 0.0107  0.4903
7 0.9664  0.5097 7 0.4903  0.9664 7 0.0336  0.4903
8 0.8955 0.5101 8 0.4899  0.8955 8 0.1045  0.4899
9 0.8162  0.5101 9 0.4899  0.8162 9 0.1838  0.4899
10 0.7285 0.5097 10 0.4903  0.7285 10 0.2715 0.4903
11 0.7132  0.5891 11 04109 0.7132 11 0.2868 0.4109
12 07712 0.6164 12 03836 0.7712 12 0.2288  0.3836
E=[000.1.2.3 E=[000.1.2.3 E=[000.1.2.3
456789111] 456789111] 456789111]
(g) Curva hg. (h) Curva h;. (i) Curva hg.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 34 — Pontos de controle e vetor de knots da casca esférica (parte 2).

id r s id r K id r K id r s
1 0.6373 0.2450 1 0.7550 0.6373 1 0.3627 0.7550 1 0.2450 0.3627
2 0.6011 0.3025 2 0.6975 0.6011 2 0.3989 0.6975 2 0.3025 0.3989
3 0.6670 0.3471 3 0.6529 0.6670 3 0.3330 0.6529 3 0.3471 0.3330
4 0.6949 0.3950 4 0.6050 0.6949 4 0.3051 0.6050 4 0.3950 0.3051
5 0.7571 0.3592 5 0.6408 0.7571 5 0.2429 0.6408 5 0.3592 0.2429
6 0.8032 0.3311 6 0.6689 0.8032 6 0.1968 0.6689 6 0.3311 0.1968
7 0.8482 0.3084 7 0.6916 0.8482 7 0.1518 0.6916 7 0.3084 0.1518
8 0.8852 0.2887 8 0.7113 0.8852 8 0.1148 0.7113 8 0.2887 0.1148
9 0.9390 0.2643 9 0.7357 0.9390 9 0.0610 0.7357 9 0.2643 0.0610
10  0.8749 0.1916 10 0.8084 0.8749 10 0.1251 0.8084 10 0.1916 0.1251
11 0.8459 0.1639 11 0.8361 0.8459 11 0.1541 0.8361 11 0.1639 0.1541
12 0.8303 0.1492 12 0.8508 0.8303 12 0.1697 0.8508 12 0.1492 0.1697
13 0.8009 0.1193 13 0.8807 0.8009 13 0.1991 0.8807 13 0.1193 0.1991
14 0.7323 0.0601 14 0.9399 0.7323 14 0.2677 0.9399 14 0.0601 0.2677
15 0.7075 0.1101 15 0.8899 0.7075 15 0.2925 0.8899 15 0.1101 0.2925
16  0.6892 0.1475 16 0.8525 0.6892 16  0.3108 0.8525 16  0.1475 0.3108
17 0.6644 0.1950 17 0.8050 0.6644 17 0.3356 0.8050 17 0.1950 0.3356
18  0.6373 0.2450 18  0.7550 0.6373 18 0.3627 0.7550 18 0.2450 0.3627
E=[000.0625 .125 E=1[000.0625.125 E=[000.0625 .125 E=1[000.0625.125
.1875 .25 .3125 .375 4375 1875 .25 .3125 .375 4375 .1875 .25 .3125 .375 4375 1875 .25 .3125 .375 4375
.5.5625 .625 .6875 .75 .5.5625 .625 .6875 .75 .5.5625 .625 .6875 .75 .5.5625 .625 .6875 .75
8125 .875.9375111] 8125 875937511 1] 8125 .875.9375111] 8125 .875.9375 11 1]
(a) Curva hg. (b) Curva hj. (c) Curva hy;. (d) Curva hj.

id r K id r s id r s id r s

1 0.7712  0.3836 1 0.6164 0.7712 1 0.2288 0.6164 1 0.3836  0.2288

2 0.7132  0.4109 2 0.5891 0.7132 2 0.2868  0.5891 2 0.4109  0.2868

3 0.7285  0.4903 3 0.5097  0.7285 3 0.2715  0.5097 3 0.4903 0.2715

4 08162 0.4899 4 05101 08162 4 0.1838 0.5101 4 04899 0.1838

5 0.8955 0.4899 5 0.5101  0.8955 5 0.1045 0.5101 5 0.4899  0.1045

6 0.9664  0.4903 6 0.5097  0.9664 6 0.0336  0.5097 6 0.4903  0.0336

7 0.9893  0.4903 7 0.5097  0.9893 7 0.0107  0.5097 7 0.4903  0.0107

8 0.9859  0.4647 8 0.5353  0.9859 8 0.0141  0.5353 8 0.4647 0.0141

9 0.9741 0.3374 9 0.6626  0.9741 9 0.0259  0.6626 9 0.3374  0.0259

10 0.9615 0.2849 10 0.7151  0.9615 10 0.0385 0.7151 10 0.2849  0.0385

11 0.8825 0.3235 11 0.6765 0.8825 11 0.1175 0.6765 11 03235 0.1175

12 0.7712 0.3836 12 0.6164 0.7712 12 0.2288 0.6164 12 0.3836  0.2288

E=[000.1.2.3 E=[000.1.2.3 E=[000.1.2.3 E=[000.1.2.3

456789111] 456789111] 456789111] 456789111]

(e) Curva hy3. (f) Curva hy4. (g) Curva hs. (h) Curva hys.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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