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RESUMO

A Análise Isogeométrica (AIG) é um método numérico que vem recebendo atenção na última

década. A principal proposta da AIG é aproximar, nos sistemas CAE (Computer Aided Engi-

neering), as etapas de modelagem geométrica e de simulação numérica. Para essa finalidade,

na AIG, os dois componentes usam as mesmas representações geométricas, como curvas e

superfı̃cies de Bézier, NURBS e T-Splines. Entretanto, em muitas aplicações, especialmente no

caso de sistemas CAE baseados no Método dos Elementos Finitos, os modelos utilizados na

análise numérica não são fornecidos diretamente pelos sistemas CAD, pois apenas a fronteira do

modelo é representada. Assim, uma parametrização do interior do modelo deve ser construída

para realização da análise isogeométrica. As técnicas de parametrização do domínio utilizando

NURBS e T-Splines não são suficientemente robustas em casos de geometrias complexas, como

em modelos com múltiplos furos ou com regiões estreitas. Além disto, o uso de modelos com

superfícies aparadas apresentam grande complexidade, seja na sua parametrização ou quando

são empregados diretamente em simulações numéricas. Por outro lado, técnicas de geração de

malhas de alta ordem compostas por triângulos de Bézier racionais são mais robustas nesses

casos. Este trabalho apresenta um algoritmo de geração de malhas isogeométricas compostas por

triângulos de Bézier racionais de grau arbitrário, e aplica-o em modelos planos representados

por curvas NURBS. O algoritmo é capaz de gerar malhas de boa qualidade mesmo no caso

de modelos com pouca discretização e elevada curvatura. O algoritmo apresenta desempenho

superior em comparação com outra alternativa da literatura, além de apresentar bom desempenho

em geometrias complexas, e de produzir malhas com qualidade comparáveis às produzidas

via otimização. O algoritmo é generalizado para modelos de superfície no espaço 3D, onde a

geometria é dada por superfícies NURBS aparadas.Também são apresentadas técnicas de geração

de malhas estruturadas de triângulos e superfícies de Bézier. Além disto, foi desenvolvida uma

formulação de elementos de Bézier racionais para análise de cascas. Os algoritmos desenvolvidos

são utilizados em problemas planos de elasticidade e transferência de calor, e em problemas de

análise estática e de vibração livre de cascas, utilizando os elementos desenvolvidos neste traba-

lho. O desempenho dos elementos é estudado em vários exemplos de aplicação, demonstrando

sua capacidade de convergência com o refinamento do modelo.

Palavras-chave: análise isogeométrica; geração de malhas de alta ordem; triângulo de Bézier;

superfície de Bézier; superfícies aparadas; elemento de casca degenerado.



ABSTRACT

Isogeometric Analysis (IGA) is a numerical method that has been receiving increasing attention

in the last decade. The main goal of IGA is to closely couple geometric modeling with numerical

analysis in Computer-Aided Engineering (CAE) systems. To that end, in IGA both components

use the same geometric representation, e.g., Bézier curves and surfaces, NURBS, and T-Splines.

However, in many cases, especially in CAE systems based on the Finite Element Method, the

geometric representation in a CAD system cannot be directly employed in numerical simulation,

as only the boundary of the geometry is parametrized. In these cases, an interior parametrization

must be constructed before performing isogeometric analysis. The domain parametrization

techniques for NURBS and T-Splines are not enough robust to handle complex geometries, e.g.

geometries with multiple holes and narrow regions. In addition, the use of trimmed surfaces in

IGA has considerable complexity, either in the construction of their parameterization or when

these models are employed directly in numerical simulations. On the other hand, the use of high-

order unstructured mesh generator algorithms to construct domain parametrization is more robust

in these cases. This work presents an algorithm for generation of unstructured geometrically exact

meshes composed of rational Bézier triangles of arbitrary degree and applies it to plane models

described by NURBS curves in a Boundary-Representation (B-Rep) scheme. The proposed

algorithm is capable of generating high quality coarse meshes even when high curvature segments

are considered. The proposed algorithm attains superior performance when compared to a well-

known algorithm in the literature and produces meshes with similar quality in comparison to

meshes obtained through quality optimization. The algorithm is generalized to surface models in

3D, where geometry is given by trimmed NURBS. Structured meshing algorithms for generation

of rational Bézier triangles and quadrilaterals are also presented. Moreover, a shell formulation

based on degenerated solid for rational Bézier elements is presented. The algorithms developed

are used in elasticity and heat transfer problems, and static and free vibration analysis of shells,

using the elements developed in this work. The performance of rational Bézier elements is

assessed in several numerical examples, demonstrating its convergence under mesh refinement.

Keywords: isogeometric analysis; high-order mesh generation; Bézier triangle; Bézier surface;

trimmed surfaces; degenerated shell element.
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1 INTRODUÇÃO

Simulações numéricas são importantes em diversas áreas da Engenharia, como nas

indústrias Automobilística, Naval e Aerospacial, além de serem utilizadas em outras áreas,

como em animações fisicamente realistas. Os sistemas CAE (Computer Aided Engineering),

são sistemas que integram simulações numéricas a sistemas de modelagem de problemas e

visualização de resultados. Nesses sistemas, a geometria do problema é modelada através de

ferramentas CAD (Computer Aided Design), que são programas de computador especializados

no projeto, modificação e otimização de modelos diversos.

Em sistemas CAE baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF), o pre-

processamento da simulação consiste nas etapas de modelagem geométrica, geração de malha

(ou discretização) e definição de atributos da simulação. Na etapa de geração de malha, o

modelo geométrico é representado por uma malha de elementos que define o modelo de análise.

Características da malha, como tamanho, distribuição e qualidade dos elementos, influenciam

diretamente na precisão e custo computacional da simulação numérica.

Atualmente o MEF é a opção mais utilizada na análise de estruturas. Na formulação

isoparamétrica do MEF, tanto os deslocamentos quanto a geometria da estrutura são aproximados

com o uso de funções polinomiais1. Assim, salvo os casos de geometrias simples, a resposta

do MEF contém tanto erros devido à aproximação do campo de deslocamentos, quanto devido

à aproximação da geometria do modelo. Ambos os erros são reduzidos à medida que a malha

de elementos finitos é refinada, o que pode ser feito aumentando o número de elementos

(refinamento-h) ou aumentando o grau dos polinômios utilizados (refinamento-p).

Uma alternativa ao MEF convencional é a Análise Isogeométrica (AIG) 2, 3. A

principal vantagem da AIG é utilizar na análise numérica as mesmas funções utilizadas pelos

sistemas CAD para Modelagem Geométrica, como as B-Splines e as NURBS. Dessa forma,

a geometria do problema é representada de forma exata, independentemente do nível de dis-

cretização considerado, eliminando o erro na representação da geometria que existe no MEF.

Adicionalmente, B-Splines e NURBS possuem grau de continuidade maior que os normalmente

utilizados no MEF, fazendo com que a AIG convirja mais rapidamente em certos problemas.

A discretização do modelo na AIG baseada em NURBS é obtida pela aplicação de

algoritmos clássicos de Modelagem Geométrica, eliminando a etapa de geração de malha no

processo de análise estrutural pelo MEF. Assim, o programa de análise trabalha diretamente com

a geometria exata do modelo e pode gerenciar os procedimentos de discretização, possibilitando
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que análises adaptativas sejam realizadas automaticamente ou semi-automaticamente, de maneira

mais simples do que é feito no MEF2.

Apesar das vantagens da AIG, seu uso na prática é limitado pela forma como a

modelagem da geometria do problema é realizada. Uma exemplo disso é o caso da análise de

modelos sólidos, onde são utilizadas representações tridimensionais, como NURBS trivariadas.

Usualmente, os programas CAD representam sólidos por meio de suas fronteiras, ou B-Rep

(boundary representation), onde apenas o contorno do modelo é representado. Assim, o modelo

de análise não pode ser obtido diretamente do modelo geométrico. O mesmo ocorre no caso de

modelos planos, onde o modelo de análise é dado por superfícies NURBS, mas o problema é

modelado usando curvas NURBS. Outra questão relevante surge quando se consideram modelos

de superfícies aparadas (trimmed surfaces). Neste caso, esquemas especiais de integração são

necessários devido à complexa descrição da geometria dos modelos4.

Há trabalhos na literatura que abordam a geração de modelos NURBS e T-Splines

para geometrias descritas usando B-Rep, tanto em casos 2D quanto em casos 3D. No entanto,

essas abordagens não atendem a requisitos importantes5, 6, tais como: ser aplicável a geometrias

complexas, e.g., objetos com genus arbitrário ou objetos com grande variação de tamanho;

ser automático, ou seja, não necessitar de intervenção do usuário; garantir a representação

geométrica exata; e fornecer uma parametrização adequada para análise numérica. Os problemas

acima são conhecidos na área de análise numérica no contexto do MEF, e são resolvidos com o

uso de técnicas de geração de malhas.

Desta forma, o uso de malhas não estruturadas de triângulos e tetraedros de Bézier

racionais tem sido explorado como uma alternativa para acoplar a Análise Isogeométrica e a

representação de fronteira, onde algoritmos robustos de geração de malhas de alta ordem são

empregados5, 6. Além de garantir a representação exata da geometria, o uso desses elementos

permite a aplicação de refinamentos h e p de modo similar ao realizado na AIG clássica baseada

em NURBS.

1.1 Objetivos e Contribuições

O presente trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de uma metodo-

logia para análise isogeométrica baseada em elementos de Bézier, incluindo a geração de malhas

de alta ordem e a formulação de elementos para análise de cascas.

Inicialmente, esta tese apresenta um algoritmo para parametrização automática de
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modelos planos, descritos por uma B-Rep composta de curvas NURBS, em uma malha de

triângulos de Bézier racionais de geometria exata e grau arbitrário. O algoritmo proposto

respeita a parametrização de contorno do modelo e não requer refinamentos adicionais. Este

requerimento é importante tanto quando se deseja manter a compatibilidade implícita das malhas

em modelos com diversas regiões, permitindo inclusive que diferentes algoritmos de geração de

malha sejam empregados com diferentes elementos (e.g., malhas de quadriláteros e triângulos de

Bézier) quanto em situações que requerem o remalhamento, como em simulações de evolução

de trincas. Esta característica também é importante para modelos de superfícies aparados, onde

a parametrização de duas curvas de aparo (trimming curves), obtidas como resultado de uma

interseção entre duas superfícies, deve ser compatível para garantir a estanqueidade do modelo.

Além disto, a função densidade utilizada no algoritmo permite obter boa transição

em relação ao tamanho dos elementos no interior da malha, uma característica importante em

problemas práticos onde há grande variação na discretização de entrada. O algoritmo também

inclui etapas de suavização dos elementos de alta ordem, que buscam melhorar a qualidade da

malha e evitar elementos inválidos e distorcidos. Usualmente, as etapas de suavização de alta

ordem possuem alto custo computacional, sendo geralmente maior que o custo de geração da

malha poligonal. Entretanto, no algoritmo proposto, as etapa de suavização da malha de alta

ordem são realizadas de forma localizada e eficiente, objetivando manter a etapa de geração de

malhas poligonal como a de custo computacional dominante do algoritmo.

A robustez do algoritmo proposto permite que ele seja aplicado em geometrias

complexas com genus arbitrário ou em objetos com grande variação de tamanho. Além disso,

ele apresenta eficácia e eficiência superiores a de outros algoritmos similares existentes na

literatura5, 7, 8. Destaca-se, ainda, sua capacidade de gerar malhas de elementos racionais de alta

qualidade, com garantia de geometria exata, o que contrasta com as abordagens tradicionais de

geração de elementos de alta ordem no contexto do MEF.
Este trabalho avança o estado da arte atual sobre parametrização planar para AIG

usando Triângulos de Bézier racionais9, 5 nos seguintes aspectos. Os segmentos curvos são
considerados na avaliação da função de densidade dos elementos usada durante a etapa de malha
linear, em vez de usar segmentos retos. Modificações na topologia são realizadas para remover
singularidades de elementos de alta ordem. Essas singularidades ocorrem eventualmente quando
um elemento é adjacente a múltiplos segmentos curvos de entrada, e requerem a modificação da
topologia da malha para serem removidas. Por fim, uma etapa de suavização de alta ordem é
proposta para evitar elementos inválidos e melhorar a qualidade da malha. Esse procedimento
é baseado em uma estratégia de deformação de malhas via análise elástica e suavização dos
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pesos aplicada a modelos racionais. A aplicação dessas etapas em todos os elementos da malha
tem um alto custo computacional. Para evitar isso, essas etapas são empregadas localmente em
grupos de elementos disjuntos, mantendo a eficiência computacional do algoritmo de geração.
Não se verificam trabalhos na literatura que tenham proposto uma estratégia de suavização
local semelhante que atue nas coordenadas e pesos dos pontos de controle para evitar elementos
inválidos e melhorar a qualidade dos elementos racionais. De fato, também não se verifica
uma estratégia semelhante na literatura de geração de malhas de alta ordem. Este algoritmo foi
publicado no artigo:

Barroso, E. S., Evans, J. A., Cavalcante-Neto, J. B., Vidal, C. A., e Parente, E.,
Jr. (2022). An efficient automatic mesh generation algorithm for planar isoge-
ometric analysis using high-order rational Bézier triangles. Em Engineering
with Computers. https://doi.org/10.1007/s00366-022-01613-w.

A implementação do algoritmo proposto está disponível no PMGen (Plane Mesh

Generator), um programa de código aberto escrito em linguagem C++ e disponível em <https:

//github.com/lmcv-ufc/PMGen>. Sua interface gráfica de usuário possui funcionalidades para

modelagem geométrica, discretização de modelos isogeométricos e visualização das malhas

geradas e das métricas de qualidade de elementos discutidas neste trabalho. Além disso, PMGen

é capaz de gerar malhas automaticamente usando procedimentos de subdivisão de curvas mesmo

no caso de geometrias complexas. Assim, PMGen é uma contribuição para a comunidade

acadêmica e técnica que pesquisa na área da AIG. O repositório contém todos os arquivos

relacionados aos exemplos bidimensionais apresentados neste trabalho.

A tese também desenvolve uma versão do algoritmo proposto para geração de malhas

de superfície em superfícies aparadas, onde o processo de geração da malha ocorre no espaço

paramétrico de uma superfície NURBS com curvas de aparo. O algoritmo proposto é capaz de

gerar malhas de alta ordem de elementos superfície em geometrias complexas, de alta curvatura

e regiões estreitas. Finalmente, a tese apresenta algoritmos de geração de malhas estruturadas

isogeométricas, possibilitando o uso de elementos quadrilaterais de Bézier racionais na análise

estrutural de cascas.

Com relação à análise de estruturas, inicialmente foi implementada uma formulação

isogeométrica baseada em superfícies e triângulos de Bézier para análise de problemas bidimen-

sionais com modelos de estado plano de tensão. Ressalta-se que tais modelos são utilizados na

na etapa de suavização de alta ordem dos métodos de geração de malhas.

Finalmente, foi desenvolvida uma formulação isogeométrica para análise estática

e de vibração livre de cascas. A formulação é baseada na teoria de Reissner-Mindlin e na

https://github.com/lmcv-ufc/PMGen
https://github.com/lmcv-ufc/PMGen
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abordagem de sólidos degenerados, onde são considerados graus de liberdade de translação e

rotação nos pontos de controle do elemento. Assim, uma estratégia para o cálculo dos vetores

diretores nos pontos de controle é desenvolvida.

As técnicas de geração de malhas e as formulações isogeométricas desenvolvidas

neste trabalho são aplicadas em vários exemplos, onde são avaliadas com relação a eficácia,

precisão e eficiência.

1.2 Organização da Tese

A presente tese está dividida em 6 capítulos. No Capítulo 2, é realizada uma revisão

bibliográfica na área de modelagem geométrica, abordando o paradigma de modelagem e

as representações de curvas e superfícies utilizadas neste trabalho. Também são abordados

algoritmos relacionados a construção e modificações de tais representações.

No Capítulo 3, são discutidos os algoritmos de geração de malhas de alta ordem

desenvolvidos neste trabalho. Inicialmente, é feita uma revisão bibliográfica dos algoritmos

clássicos de geração de malhas e dos algoritmos de geração de malhas de alta ordem relacionados

a este trabalho. Em seguida, são apresentadas as técnicas de geração de malhas estruturadas e

não-estruturadas desenvolvidas para problemas planos, assim como as métricas de qualidade

de malhas adotadas no trabalho. A generalização destas técnicas para o caso de superfícies

aparadas é apresentada em seguida. Por fim, são discutidos métodos de otimização de qualidade

da malhas.

No Capítulo 4, são apresentadas as formulações isogeométricas utilizadas para solu-

ção dos problemas de engenharia tratados neste trabalho. Uma discussão sobre as formulações

desenvolvidas neste trabalho e suas particularidades em relação a AIG clássica é realizada. Em

seguida, é apresentada a formulação AIG para problemas planos de elasticidade, considerando

modelo de estado plano de tensões, e do problema de transferência de calor. Na sequência, é

abordado a formulação para análise estática e de vibrações livres de cascas.

No Capítulo 5, são apresentados exemplos de aplicação das técnicas de geração de

malha e de análise isogeométrica propostas neste trabalho. Inicialmente, são avaliadas a eficácia

e eficiência do algoritmo proposto para geração de malhas planas não estruturadas, comparando-o

com alternativas da literatura e com malhas obtidas via otimização. A versão do algoritmo para

geração de malhas de superfícies aparadas é avaliada na sequência. Em seguida, a precisão e a

convergência dos elementos isogeométricos desenvolvidos neste trabalho são avaliadas em vários
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problemas, incluindo benchmarks da literatura e problemas com solução analítica e manufaturada.

Problemas em domínio de análise plano são apresentados primeiramente, e na sequência, são

discutidos os exemplos de análise estática e de vibração livre de casca.

No Capítulo 6, são apresentadas as conclusões e os comentários finais do trabalho,

bem como as sugestões para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM GEOMÉTRICA

A Modelagem Geométrica é uma área da matemática aplicada que estuda a descrição

de formas geométricas. Possui importante aplicação em sistemas de computação gráfica, como

em sistemas CAD (Computer Aided Design). Estes são programas que auxiliam no projeto,

na modificação e na otimização de modelos diversos, sendo utilizados em várias áreas, como

na criação de filmes de animação, em jogos eletrônicos, e em projetos de diversos ramos da

engenharia.

Os sistemas CAD utilizam a Modelagem Geométrica como base das representações

envolvidas no desenho gráfico, tanto para modelos planos quanto para modelos tridimensionais.

Na modelagem de sólidos, uma das representações mais usadas por boa parte dos sistemas CAD

é a representação de fronteira ou B-Rep (Boundary Representation). Nessa representação, os

objetos são representados pelo seu contorno, que consiste em um conjunto fechado de superfícies.

No caso de modelos bidimensionais, os modelos B-Rep são definidos por um conjunto de

curvas. Vale ressaltar que também existem sistemas gráficos baseados em outros paradigmas de

modelagem11, como os modelos de decomposição espacial12 e os modelos de construção13.

As representações matemáticas utilizadas por sistemas CAD foram desenvolvidas ao

longo do tempo, principalmente no Século XX, com contribuições de diversos trabalhos. No área

da modelagem de curvas e superfícies de forma livre, destacam-se as representações de Bézier14,

Coons15, B-Splines16, NURBS17 e T-Splines18, 19. As superfícies de subdivisão são superfícies

suaves geradas a partir de malhas facetadas de triângulos ou quadriláteros, e são empregadas em

várias aplicações, como, por exemplo, na área da animação computadorizada20, 21. Há também

trabalhos relacionados a superfícies definidas em domínio triangulares, como os triângulos de

Bézier14 e generalizações triangulares de B-Splines 22. Além destas, outras representações foram

propostas recentemente, como as LR B-Splines 23, 24, 25, PHT-Splines 26, 27 e THB-Splines 28, 29.

Vale destacar que, além de modelar geometrias complexas, como quádricas e superfície cúbicas,

tais representações também são capazes de considerar furos e recortes utilizando curvas de aparo

(trimming curves).

Do ponto de vista de aplicações ligadas à engenharia, os sistemas CAD são utilizados

em conjunto com sistemas CAE (Computer Aided Engineering), que integram os modeladores

geométricos a métodos computacionais, como o Método dos Elementos Finitos, para realização

de simulações numéricas. Neste contexto, o sistemas CAD são empregados em uma etapa

de pré-processamento, onde a geometria do problema é definida. A modelagem do problema
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também inclui a definição de atributos ligados a aplicação numérica e a parametrização do

domínio de análise. Esta última etapa é realizada por técnicas de geração de malhas, que são

discutidas no Capítulo 3. As demais etapas realizadas nos sistemas CAE são o processamento,

onde é realizada a análise numérica do problema em questão, e o pós-processamento, onde são

visualizados os resultados obtidos. A Figura 1 ilustra as etapas descritas.

Figura 1 – Etapas realizadas em uma aplicação CAE.

Apoios

Cargas

Parâmetros: 
Recorte

Modelagem Atributos da simulação Parametrização do domínio

Simulação Numérica Visualização das respostas

MONTAGEM 

Respostas

Pré-processamento

Processamento Pós-Processamento

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na análise isogeométrica, busca-se utilizar as mesmas representações empregadas

no sistemas CAD em simulações numéricas, facilitando a integração entre a modelagem e a

simulação dos problemas. No presente trabalho, foram desenvolvidas ferramentas para análise

estrutural utilizando formulações isogeométricas em problemas onde a geometria é modelada por

superfícies planas ou no espaço tridimensional. Logo, destaca-se que os conceitos de modelagem

geométrica descritos neste capítulo são aplicados não apenas para descrição geométrica dos

problemas, mas também para definição da forma dos elementos finitos utilizados e dos campos

de resposta tratados na simulação.
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2.1 Representações de curvas e superfícies de Bézier

A curva de Bézier foi criada pelo engenheiro francês Paul De Casteljau, quando ainda

era funcionário da Citroën, uma fabricante de automóveis, e foi popularizada pelo engenheiro

francês Pierre Bézier.As primeiras publicações sobre essa representação foram apresentadas

entre o final da década de 1950 e início da década de 196030, 31. Embora tenha sido criada para

projeto de automóveis, existem diversas aplicações da curva de Bézier em áreas relacionadas à

computação gráfica, como em programas de manipulação de imagens (GIMP32 e Photoshop33) e

programas de desenho vetorial (Inkscape34 e CorelDraw35).

Figura 2 – Exemplo de curvas de Bézier cúbicas.

p4
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p2
p1

p1

p1
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p3

p2

p3

p4

p2

Fonte: Elaborada pelo autor.

A curva é definida em função de um conjunto de pontos discretos, denominados

pontos de controle, e sua geometria pode ser facilmente alterada movendo os pontos de controle.

A Figura 2 mostra exemplos de curvas de Bézier cúbicas (linha espessa) com o polígono formado

pelos seus pontos de controle (linha tracejada). É importante notar que apenas os pontos

de controle extremos pertencem à curva. Portanto, os pontos de controle não são pontos de

interpolação. Pode-se notar que a curva é tangente ao polígono nas extremidades, possibilitando

que geometrias complexas possam ser obtidas pela união de várias curvas mantendo a tangente

contínua (continuidade C1). A Figura 3 mostra o contorno da letra "g" definido pela fonte

PostScript com detalhes dos pontos de controle das curvas de Bézier utilizadas.
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Figura 3 – Definição de contorno de fontes utilizando representação de Bézier.

Fonte: Sederberg (2012).

Uma curva de Bézier de grau p é construída por uma combinação linear dos pontos

de controle pi:

c(ξ ) =
p+1

∑
i=1

Bi,p(ξ ) pi (2.1)

onde Bi,p são os polinômios de Bernstein de grau p e ξ é a coordenada paramétrica. Esta

expressão mostra que cada curva de grau p possui p+1 pontos de controle. Os polinômios de

Bernstein36 foram estudados por Bernstein para provar o Teorema de Stone-Weierstrass.

Considerando um intervalo paramétrico [0,1], as funções de base Bernstein podem

ser calculadas pela expressão37:

Bi,p(ξ ) =
(p

i

)
(1−ξ )p−i ξ i, i = 0,1, . . . , p

com
(p

i

)
=

p!
i!(p− i)!

(2.2)

Outra forma de cálculo dos polinômios de Bernstein é através da fórmula recursiva38:

Bi,p(ξ ) = (1−ξ )Bi,p−1(ξ )+ξ Bi−1,p−1(ξ ) (2.3)

Bi,p(ξ ) = 0 para ξ < 0 ou ξ > 1, e B0,0(ξ ) = 1

A primeira derivada pode ser calculada por:

d
dξ

Bi,p(ξ ) = p(Bi−1,p−1(ξ )−Bi,p−1(ξ )) (2.4)

A Figura 4 mostra polinômios de Bernstein de diferentes graus.
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Figura 4 – Polinômios de Bernstein para vários graus.
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(a) Bases lineares.
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(b) Bases quadráticas.
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(d) Bases quárticas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os polinômios de Bernstein Bi,p possuem importantes propriedades, como indepen-

dência linear, não-negatividade (Bi,p(ξ )≥ 0), partição da unidade (
n
∑

i=1
Bi,p(ξ ) = 1) e simetria

(Bi,p(ξ ) = Bp−i,p(1−ξ )). Além disso, permitem o controle pseudo-localizado sobre a forma

de curvas e superfícies de Bézier. Se um ponto de controle de uma representação de Bézier

for movido, então as mudanças da forma da representação ocorrerão de forma dominante na

vizinhança deste.

Uma maneira mais eficiente e numericamente estável de calcular os pontos da

curva de Bézier do que pela Equação (2.1) é através do algoritmo de de Casteljau 38. Neste

algoritmo, cada segmento do polígono de controle é dividido de acordo com o ponto paramétrico
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ξ calculado, sendo traçados novas retas com os pontos obtidos, reduzindo em um o número

de retas. O processo é repetido até que apenas uma reta seja desenhada, e o ponto paramétrico

ξ desta reta resultante é o valor da curva de Bézier. O processo é ilustrado na Figura 5. Uma

abordagem mais detalhada do algoritmo pode ser encontrada na literatura 38, 37.

Figura 5 – Algoritmo de de Castejau aplicado a curva de Bézier cúbica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A subdivisão é um procedimento que divide uma curva de Bézier em uma sequência

de curvas de Bézier de mesmo grau conectadas nos extremos, de modo a preservar a geometria

da curva original, como ilustrado na Figura 6. O procedimento também pode se aplicado em su-

perfícies e triângulos de Bézier. Os algoritmos da subdivisão são apresentados na literatura38, 14.

Figura 6 – Subdivisão aplicada a uma curva de Bézier cúbica.
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(c) Divisão em três curvas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A elevação de grau é um procedimento que aumenta o grau de uma curva de Bézier,

preservando sua geometria e parametrização. O mesmo procedimento existe também para

superfícies e triângulos de Bézier. A Figura 7 mostra a elevação de grau sendo aplicada a uma

curva de Bézier quadrática. Os algoritmos de elevação de grau para as curvas, superfícies e

triângulos de Bézier são detalhados na literatura38, 14.
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Figura 7 – Elevação de grau aplicada a uma curva de Bézier cúbica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para a Análise Isogeométrica, a elevação de grau melhora a solução numérica, uma

vez que se utiliza funções de forma de ordem maior, enquanto que a subdivisão melhora a solução

numérica por aumentar o número de funções de aproximação utilizadas no modelo numérico.

2.1.1 Bézier Racional

Uma das desvantagens da curva de Bézier apresentada anteriormente é que esta não

é capaz de representar curvas cônicas, como circunferências e elipses, de forma exata, pois estas

curvas não são descritas por funções polinomiais. Contudo, a representação exata é possível

utilizando funções racionais. Para este fim são acrescentados pesos aos pontos de controle da

curva. Desta forma, a curva de Bézier passa a ser calculada pela expressão:

c(ξ ) =

p+1
∑

i=1
wi Bi,p(ξ ) pi

p+1
∑

î=1
wî Bî,p(ξ )

(2.5)

onde wi é o peso associado a cada ponto de controle pi. O efeito da variação do peso pode ser

observado na Figure 8, onde o peso do ponto p2 é modificado entre os valores de 0 e 5. Observe

que caso todos os pesos sejam iguais a 1, a equação racional se torna igual a equação tradicional.

Um caso particular interessante de uma curva de Bézier racional é o arco de circunferência. Este

pode ser obtido utilizando os pontos de controle e pesos ilustrados na Figura 9.



33

Figura 8 – Efeito da variação do peso.

w2=0

w2=0.5

w2=1

w2=2

w2=5

p1

p2

p3

p4
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9 – Representação de um arco de círculo utilizando Bézier Racional.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.2 Superfícies de Bézier

Uma superfície de Bézier construída por produto tensorial é obtida a partir do produto

de dois polinômios de Bernstein univariantes. Considerando uma superfície de Bézier racional

de grau p na direção ξ e q na direção η , esta pode ser calculada por:

s(ξ ,η) =

p+1
∑

i=1

q+1
∑
j=1

wi j Bi,p(ξ )B j,q(η)Pi j

p+1
∑

î=1

q+1
∑

ĵ=1
wî ĵ Bî,p(ξ )B ĵ,q(η)

(2.6)

onde Bi,p(ξ ) e B j,q(η) são os polinômios de Bernstein univariantes e P é uma matriz de pontos

de controle de tamanho (q+1)× (p+1).

É importante notar que a Equação (2.6) considera o caso geral de superfícies racionais.

O caso particular de superfícies não-racionais é obtido quando todos os pesos são iguais a 1. A
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Figura 10 mostra uma de superfície de Bézier de grau 3×2.

Figura 10 – Exemplo de superfície Bézier.
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A Equação (2.6) pode ser escrita considerando as bases racionais:

s(ξ ,η) =
p+1

∑
i=1

q+1

∑
j=1

R(ξ ,η)i j Pi j (2.7)

onde R(ξ ,η)i j é a função de base racional associada ao ponto de controle Pi j, e dada por:

R(ξ ,η)i j =
wi j Bi,p(ξ ) B j,q(η)

W (ξ ,η)
, (2.8)

e W (ξ ,η) é a função peso:

W (ξ ,η) =
p+1

∑
î=1

q+1

∑
ĵ=1

wî ĵ Bî,p(r) B ĵ,q(s) (2.9)

As derivadas parciais das bases racionais são necessárias na formulação de elementos

isogeométricos, como na montagem da matriz de rigidez em problemas de elasticidade ou da

matriz de condutividade térmica em problemas de transferência de calor. As derivadas parciais

de W (ξ ,η) são expressas por:

∂

∂ξ
W (ξ ,η) =

p+1
∑

î=1

q+1
∑

ĵ=1
wî ĵ

∂

∂ξ
Bî,p(ξ ) B ĵ,q(η)

∂

∂η
W (ξ ,η) =

p+1
∑

î=1

q+1
∑

ĵ=1
wî ĵ Bî,p(ξ )

∂

∂η
B ĵ,q(η)

(2.10)
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Assim, as derivadas parciais das funções de base são calculadas por:

∂

∂ξ
Ri j(ξ ,η) = wi j

W (ξ ,η)
∂

∂ξ
Bi,p(ξ ) B j,q(η)− ∂

∂ξ
W (ξ ,η) Bi,p(ξ ) B j,q(η)

W 2(ξ ,η)

∂

∂η
Ri j(ξ ,η) = wi j

W (ξ ,η) Bi,p(ξ )
∂

∂η
B j,q(η)− ∂

∂η
W (ξ ,η) Bi,p(ξ ) B j,q(η)

W 2(ξ ,η)

(2.11)

2.2 Triângulos de Bézier

Os triângulos de Bézier são superfícies bivariadas diferentes das superfícies de Bézier

construídas por produto tensorial. Nos triângulos de Bézier, a malha de controle é definida por

uma estrutura triangular, como ilustrado na Figura 11. Os pontos da superfície são avaliados em

função de coordenadas baricêntricas λ = (λ1,λ2, λ3). Os pontos t(1,0,0), t(0,1,0), t(0,0,1) da

superfície são pontos extremos, vértices do triângulo. As arestas do triângulo de Bézier definem

curvas de Bézier, portanto os pontos de controle extremos são interpoladores.

Figura 11 – Triângulo de Bézier cúbico.

(a) Espaço Cartesi-
ano.
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(b) Espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Cada ponto de controle possui três índices não negativos, cuja soma é igual ao grau

da superfície. Este índice triplo é apresentado na Figura 11b em azul. Logo, para um ponto pi jk,

os índices i, j,k são tais que i+ j+ k = p, onde p é o grau da superfície. Uma notação utilizada

por Farin14 abrevia o termo i, j,k para i, e a condição i+ j+ k = p para |i| = p. Também são

utilizadas as abreviações e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) e 0 = (0,0,0). Assim, o

número de pontos de controle Ncp para uma dada superfície de grau p é dada por:

Ncp =
(p+1)(p+2)

2
. (2.12)

Uma maneira eficiente de avaliar um triângulo de Bézier é utilizar o algoritmo de de
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Casteljau, que funciona pela aplicação repetida da formula recursiva dada por14:

br
i (λ ) = λ1br−1

i+e1
(λ )+λ2br−1

i+e2
(λ )+λ3br−1

i+e3
(λ ), (2.13)

onde b0
i (λ ) = pi. Considerando uma superfície de grau p, o ponto de coordenada baricêntrica λ

é calculado por bp
0(λ ) na expressão recursiva.

Uma maneira alternativa de avaliação da superfície é utilizando os polinômios de

Bernstein bivariados (B̂p
i ), por, i.e.,

t(λ ) = ∑
|i|=p

B̂p
i (λ )pi. (2.14)

Nesta equação, o somatório é definido ao longo de todos os índices i possíveis para o grau p,

sendo o número total de índices dado pela Equação (2.12). Pode-se definir um índice único para

cada índice triplo i, j,k, como ilustrado na Figura 11b, em cor preta. Tais índices são definidos

priorizando as variações dos índices k, j e i, respectivamente, e atribuindo à primeira posição ao

ponto p0 = pp,0,0 (o mais à direita). De fato, a numeração dos pontos de controle é arbitrária,

entretanto, ao utilizar a numeração proposta é possível converter o índice triplo (i, j,k) para o

índice único a por:

a = p− i− j+1+(p− i+1)(p− i)/2. (2.15)

Assim, pode-se alocar as bases em um vetor de tamanho Ncp e avaliar a superfície pela expressão:

t(λ ) =
Ncp−1

∑
a=0

B̂p
a(λ )pa. (2.16)

Os polinômios bivariados de Bernstein são definidos por:

B̂p
i (λ ) =

p!
i! j!k!

λ
i
1 λ

j
2 λ

k
3 . (2.17)

Além disto, as bases B̂p
i, j,k satisfazem a recursão:

B̂p
i (λ ) = λ1B̂p−1

i−e1
(λ )+λ2B̂p−1

i−e2
(λ )+λ3B̂p−1

i−e3
(λ ); |i|= p, (2.18)

que assume B0
0,0,0 = 1 e i, j,k < 0 =⇒ Bp

i, j,k = 0. Tal definição recursiva é similar ao algoritmo

de de Casteljau para avaliação dos triângulos de Bézier, que é numericamente estável 14, 39.

O conceito de programação dinâmica é usado na definição de um algoritmo eficiente

para avaliação de todas as funções de base, de acordo com a Equação (2.18), evitando desperdício
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de recursos. O esquema de indexação do array usado para armazenamento das funções de base é

o mesmo ilustrado na Figura 11 b. Durante a avaliação da base B̂p
i, j,k, os termos B̂p−1

i−1, j,k, B̂p−1
i, j−1,k

e B̂p−1
i, j,k−1 zeram, respectivamente, quando i = 0, j = 0 e k = 0. Esses termos estão localizados

na i-ésima coluna, onde B̂p−1
i−1, j,k está na mesma posição do elemento atual, e i+1, onde B̂p−1

i, j,k−1

e B̂p−1
i, j−1,k estão à direita do elemento. Assim, para cada grau intermediário, avaliar as bases na

ordem reversa (i de 0 para 1, a de Ncp−1 para 0) não requer o uso de memória auxiliar. Tais

considerações guiam a elaboração do algoritmo para avaliação das funções de base apresentado

na Figura 12. A entrada é o grau do triângulo p, as coordenada baricêntricas r e s (r = ξ e s = η),

e a saída são as bases armazenadas no array b.

Figura 12 – Código da avaliação das funções de base do triângulo de Bézier.
1 Basis(p,r,s,b)
2 {
3 t = 1 - r - s;
4 b[0] = 1;
5 for(int d = 1; d <= p; d++)
6 {
7 n = (d+1)*(d+2)/2;
8
9 // Avaliação das bases na coluna i = 0.

10 b[n-d-1] = s * b[n-2*d-1];
11 for(q = n-d; q < n-1; ++q)
12 b[q] = s * b[q-d] + t * b[q-d-1];
13 b[n-1] = t * b[n-d-2];
14
15 // Percorre cada coluna i.
16 for(q = n-2-d, i = 1; i < d; ++i, --q)
17 {
18 b[q] = r * b[q] + t * b[q-d+i-1];
19 for(j = 1, --q; j < d-i; ++j, --q)
20 b[q] = r * b[q] + s * b[q-d+i] +
21 t * b[q-d+i-1];
22 b[q] = r * b[q] + s * b[q-d+i];
23 }
24 b[0] = r * b[0];
25 }
26 }

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os polinômios de Bernstein bivariados também possuem as propriedades de inde-

pendência linear, não-negatividade e partição de unidade14.

A primeira derivada parcial dos polinômio de Bernstein bivariados em relação a ξ é

obtida por:

∂ B̂p
i

∂ξ
(λ ) =

p!
i! j!k!

iξ
i−1

η
j (1−ξ −η)k− p!

i! j!k!
ξ

i
η

j k (1−ξ −η)k−1.
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Simplificando e colocando p em evidência, obtemos:

∂ B̂p
i

∂ξ
(λ ) = p

(
(p−1)!

(i−1)! j!k!
ξ

i−1
η

j (1−ξ −η)k− (p−1)!
i! j!(k−1)!

ξ
i
η

j (1−ξ −η)k−1
)
.

Pode-se verificar que os termos (p−1)!
(i−1)! j!k! ξ i−1 η j (1−ξ −η)k = B̂p−1

i−e1
e (p−1)!

i! j!(k−1)! ξ i η j (1−ξ −

η)k−1 = B̂p−1
i−e3

. Assim:

∂

∂ξ
B̂p

i (λ ) = p(B̂p−1
i−e1
− B̂p−1

i−e3
). (2.19)

De modo análogo, a primeira derivada parcial em relação a η é dada por:

∂

∂η
B̂p

i (λ ) = p(B̂p−1
i−e2
− B̂p−1

i−e3
). (2.20)

Logo, as derivadas parciais podem ser calculadas utilizando a Equação 2.18 para avaliar os

polinômios B̂p−1
i , e, em seguida, todas as derivadas parciais.

O algoritmo para avaliação das primeiras derivadas dos polinômios de Bernstein

bivariados é apresentado na Figure 13, onde as derivadas são armazenadas nos arrays dr e ds

(com dr = dξ e ds = dη). As mesmas considerações usadas para construção do algoritmo de

avaliação das funções base são usadas neste algoritmo. Vale notar que a mesma memória usada

para armazenar as derivadas parciais na direção s (ds) pode ser usada para armazenar as funções

de base b.
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Figura 13 – Código da avaliação da primeira derivada dos polinômios de Bernstein bivariados.
1 FirstDerv(p,r,s,dr,ds)
2 {
3 // Avalia as p-1 funções de base.
4 Basis(p-1,r,s,b);
5 n = (p+1)*(p+2)/2;
6
7 // Avalia as derivadas na coluna i = 0.
8 dr[n-p-1] = 0.0;
9 ds[n-p-1] = p * b[n-2*p-1];

10 for(q = n-p; q < n-1; ++q)
11 {
12 dr[q] = -p * b[q-p-1];
13 ds[q] = p * (b[q-p] - b[q-p-1]);
14 }
15 dr[n-1] = ds[n-1] = -p * b[n-p-2];
16
17 // Percorre cada coluna i.
18 for(q = n-2-p, i = 1; i < p; ++i, --q)
19 {
20 dr[q] = p * (b[q] - b[q-p+i-1]);
21 ds[q] = -p * b[q-p+i-1];
22 for(j = 1, --q; j < (p-i); ++j, --q)
23 {
24 dr[q] = p * (b[q] - b[q-p+i-1]);
25 ds[q] = p * (b[q-p+i] - b[q-p+i-1]);
26 }
27 dr[q] = p * b[q];
28 ds[q] = p * b[q-p+i];
29 }
30 dr[0] = p * b[0];
31 ds[0] = 0;
32 }

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, é importante notar que triângulos de Bézier podem representar superfí-

cies de Bézier quadrilaterais de forma exata. Goldman e Filip40 desenvolveram uma fórmula

numericamente estável para representar uma superfície de Bézier de grau p × q usando dois

triângulos de Bézier de grau (p+q). Vale notar que o mesmo se estende para superfícies NURBS,

uma vez que estas podem ser representadas por um conjunto de superfícies de Bézier6.

2.2.1 Bases racionais

A versão racional do triângulo de Bézier pode ser obtida considerando pesos em cada

ponto de controle, de modo análogo às superfícies de Bézier racionais. Assim, a base Bernstein
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bivariada racional é definida por:

R̂p
a(λ ) =

B̂p
a(λ )wa

∑
Ncp
â=0 B̂p

â(λ )wâ
, (2.21)

e o triângulo de Bézier racional é obtido por:

t(λ ) =
Ncp

∑
a=0

R̂p
a(λ )pa. (2.22)

Os triângulo de Bézier racionais são importantes pois permitem representar quádricas

exatamente, como o octante de uma esfera ilustrado na Figura 14. Pode-se notar que as arestas

curvas do octante são quartos de circunferência definidas por curvas de Bézier racionais de

quarto grau.

Figura 14 – Um oitavo de uma esfera representado por um triângulo de Bézier racional quártico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As derivadas parciais das bases racionais são avaliadas utilizando a regra de derivação

do quociente:

∂

∂ξ
R̂p

a(λ ) = wa

Ŵ (λ )
∂

∂ξ
B̂p

a(λ )−
∂

∂ξ
Ŵ (λ ) B̂p

a(λ )

Ŵ 2(λ )
,

∂

∂η
R̂p

a(λ ) = wa

Ŵ (λ )
∂

∂η
B̂p

a(λ )−
∂

∂η
Ŵ (λ ) B̂p

a(λ )

Ŵ 2(λ )
,

(2.23)

onde Ŵ é a função peso, dada por:

Ŵ (λ ) =
Ncp

∑
a=0

B̂p
a(λ )wa, (2.24)



41

e as derivadas parciais da função peso são avaliadas por:

∂

∂ξ
Ŵ (λ ) =

Ncp

∑
a=0

∂

∂ξ
B̂p

a(λ )wa,

∂

∂η
Ŵ (λ ) =

Ncp

∑
a=0

∂

∂η
B̂p

a(λ )wa.

(2.25)

Novamente, destaca-se que estas derivadas são utilizadas na formulação dos elementos isogeo-

métricos tratados neste trabalho.

2.3 B-Splines

O termo spline se refere a uma ferramenta de desenho utilizada antigamente nos

desenhos de peças mecânicas e nos projetos de embarcações41. A ferramenta possibilitava, de

maneira prática, o traçado de curvas suaves sobre a prancha de desenho. As B-Splines são curvas

capazes de descrever vários segmentos distintos ao longo da mesma representação paramétrica.

Esta característica é obtida limitando a atuação das funções base a regiões do espaço paramétrico,

conhecidas na literatura como knot spans, que são definidas por um vetor de valores paramétricos,

o vetor de knots (a tradução de knot é nó, termo relacionado aos laços utilizados por marinheiros,

porém para não confundir com os nós de elementos finitos, será considerado o termo em inglês).

As B-Splines podem descrever qualquer representação de Bézier não racional. Existem várias

aplicações que utilizam B-Splines, como em programas de modelagem tridimensional como

Rhinoceros42, programas de animação como Maya43 e sistemas CAD como AutoCAD44.

Uma curva B-Spline é construída por uma combinação linear dos pontos de controle

pi. As funções de base Ni,p(ξ ) definem os coeficientes de combinação linear para cada ξ , como

mostra a expressão:

c(ξ ) =
n

∑
i=1

Ni,p(ξ )pi, (2.26)

onde n é o número de funções de base B-Splines e p é o grau da curva.

As bases B-Splines requerem um vetor de knots, que consiste num conjunto de

valores paramétricos não-negativos e não-decrescentes delimitados ao longo do intervalo pa-

ramétrico [ξ1,ξn+p+1] no qual a curva foi definida. Um vetor de knots é dito uniforme se os

valores paramétricos contidos neste variam segundo um mesmo fator. Por exemplo, os veto-

res Ξ = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1] e Ξ = [0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4] são uniformes, já os vetores

Ξ = [0,0,0,0.25,0.75,1,1,1] e Ξ = [0,0,0,2,2,3,3,6,6,6,6] não são.
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Considerando o vetor de knots Ξ = [ξ1,ξ2, . . . ,ξn+p+1], as funções de base B-Spline

são definidas pela fórmula recursiva de Cox-de Boor38:

Ni,0(ξ ) =


1, ξi ≤ ξ < ξi+1

0, caso contrário

Ni,p(ξ ) =
ξ −ξi

ξi+p−ξi
Ni,p−1(ξ ) +

ξi+p+1−ξ

ξi+p+1−ξi+1
Ni+1,p−1(ξ ) (2.27)

Assim, cada base Ni,p é não nula apenas no intervalo paramétrico [ξi,ξi+p+1].

Considerando um exemplo de uma base quadrática com vetor de knots Ξ = [0,0,0,0.5

,1,1,1], onde as bases estão apresentadas na Figura 15, observa-se que a função N1,2 contribui ao

longo do intervalo [ξ1,ξ4] = [0,0.5]. A Figura 15 também mostra as bases B-Spline quadráticas

considerando um vetor de knots mais discretizado Ξ = [0,0,0,0.5,1,1,1]. Um exemplo similar

mostrando as bases de uma B-Spline cúbica está apresentado na Figura 16. O intervalo de

contribuição de cada base mostrada nas duas figuras estão apresentados na Tabela 1.

Figura 15 – Funções base B-Spline quadráticas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se observar nos exemplos que o número de bases aumenta a medida que são

utilizados vetores de knots maiores. O número de bases n pode ser calculado em função do

tamanho do vetor de knots (ks) e do grau das bases (p):

n = ks− p−1 (2.28)
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Outra observação importante é que o número de bases não nulas em cada knot span é sempre

igual a p+1. Esta propriedade permite que as B-Splines sejam avaliadas de forma bastante

eficiente.

Figura 16 – Funções de base B-Spline cúbica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 1 – Intervalo de contribuição das bases B-Spline para diferentes vetores Ξ.
B-Spline quadrática B-Spline cúbica

Ni,2 [0,0,0,0.5,1,1,1] [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1] Ni,3 [0,0,0,0,0.5,1,1,1,1] [0,0,0,0,1/3,2/3,1,1,1,1]
N1,2 [0.0,0.5] [0.00,1/3] N1,3 [0.0,0.5] [0.00,1/3]
N2,2 [0.0,1.0] [0.00,2/3] N2,3 [0.0,1.0] [0.00,2/3]
N3,2 [0.0,1.0] [0.00,1.00] N3,3 [0.0,1.0] [0.00,1.00]
N4,2 [0.5,1.0] [1/3,1.00] N4,3 [0.0,1.0] [0.00,1.00]
N5,2 [2/3,1.00] N5,3 [0.5,1.0] [1/3,1.00]

N6,3 [2/3,1.00]
Fonte: Elaborada pelo autor.

As derivadas de primeira ordem das funções base podem ser calculadas por:

d
dξ

Ni,p(ξ ) =
p

ξi+p−ξi
Ni,p−1(ξ )−

p
ξi+p+1−ξi+1

Ni+1,p−1(ξ ). (2.29)

A expressão para cálculo de derivadas de ordem superior pode ser encontrada na literatura38.

Os valores paramétricos no interior dos vetores de knots podem aparecer repeti-

damente, sendo o número de repetições que um dado valor paramétrico ξi possui conhecido

como a multiplicidade do knot. Uma das propriedades das B-Splines é possuir continuidade

Cp−1. Em caso de algum knot ter multiplicidade m, a continuidade da curva naquela coordenada

paramétrica será Cp−m.
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Uma importante observação é que caso um knot interno ξi possua multiplicidade

igual ao grau da B-Spline (m = p), então a curva interpolará um ponto de controle em ξi. Se

os knots extremos tiverem esta multiplicidade m = p+1, então os pontos de controle extremos

serão interpolados. Por este motivo que a maioria das representações B-Splines utilizadas em

Análise Isogeométrica possuem multiplicidade p+ 1 nos knots extremos, garantindo que os

pontos de controle inicial e final sejam interpolados, como ocorre com as curvas de Bézier. Este

tipo de vetor de knots é conhecido na literatura como open knot vector, ou vetor de knots aberto.

A Figura 17 mostra as funções de base quadrática considerando um knot com

multiplicidade 2 no valor paramétrico 0.5. Podemos observar o caráter interpolador da função de

base na posição 0.5 pelo fato de apenas a base N3,2 contribuir para o cálculo da curva definida pela

Equação (2.26), resultando em c(0.5) = p3. A Figura 18 mostra o efeito da consideração de um

vetor de knots com multiplicidade m = p em knots internos, comparando duas curvas B-Splines

quadráticas que possuem os mesmos pontos de controle, mas vetores de knots diferentes.

Figura 17 – Funções de base B-Spline quadráticas com Ξ = [0,0,0,0.5,0.5,1,1,1].
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Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante notar que as bases são definidas por partes (piecewise function), pois

uma dada base Ni,p(ξ ) é nula fora do intervalo [ξi,ξi+p+1], possibilitando que a influência

dos pontos de controle se restrinjam a partes da curva. Matematicamente, diz-se que as bases

B-Spline tem suporte compacto. Esta é uma grande vantagem que a representação B-Splines

oferece em relação a representação de Bézier, em que todos os pontos de controle influenciam na

curva.
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Figura 18 – Efeito da multiplicidade em uma B-Spline quadrática.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As curvas B-Splines podem representar curvas de Bézier caso seja considerado um

único knot span e as multiplicidades dos knots sejam p+1:

Ξ = [0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
p+1

,1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
p+1

]

O mesmo conceito é utilizado no caso de superfícies.

As funções de base B-Splines Ni,p(ξ ) possuem as várias propriedades importantes38:

• Não-negatividade: Ni,p(ξ )≥ 0;

• Partição da unidade:
n
∑

i=1
Ni,p(ξ ) = 1

• Suporte compacto: Ni,p(ξ ) = 0 se ξ estiver fora do intervalo [ξi,ξi+p+1];

• Dado um knot span [ξ j,ξ j+1], exatamente p+1 funções de base são não nulas;

• Todas as derivadas de Ni,p(ξ ) existem no interior dos knot spans. Nos knots as bases são

diferenciáveis p−m vezes, onde m é a multiplicidade do knot.

2.3.1 Inserção de knot e elevação de grau

A inserção de knot e elevação do grau são operações realizadas em B-Splines que

alteram a descrição da curva sem modificar a forma desta. A Inserção de knot adiciona um novo

valor ξi no vetor de knots Ξ, uma nova base Ni,p e um novo ponto de controle. Para manter a curva

idêntica, alguns dos pontos de controle são alterados, como ilustrado na Figura 19. Considerando

um vetor de knots Ξ = [ξ1,ξ2, . . . ,ξn+p+1] e um valor paramétrico a ser inserido ξ ∈ [ξk,ξk+1],

os novos pontos de controle p podem ser obtidos em função dos pontos de controle antigos p
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pela expressão:

pi =


p1, i = 1,

αi pi +(1−αi)pi−1, 1 < i < h,

ph−1 i = h.

(2.30)

onde h é o tamanho do novo vetor de pontos de controle p. O termo α é calculado por:

αi =



1, 1≤ i≤ k− p,

ξ −ξi

ξi+p−ξi
, k− p+1≤ i≤ k,

0, i≥ k+1.

(2.31)

Figura 19 – Exemplo de inserção de knot em curva B-Spline (ξ = 2).

p1 = p1

p2 = p2

p3
p3

p4

p4p5p5 = p6

p6 = p7

Vetor de knots antes = [0,0,0,1,3,4,4,4]

Vetor de knots depois = [0,0,0,1,2,3,4,4,4]
Fonte: Elaborada pelo autor.

Do ponto de vista de modelagem geométrica, a inserção de knot permite um controle

local maior da curva. Uma vez que sejam inseridos knots com multiplicidade m = p, a quebra

da continuidade possibilita isolar em intervalos paramétricos as modificações provenientes das

alterações de posição de alguns pontos de controle da curva, como está ilustrado na Figura 20.

Do ponto de vista da Análise Isogeométrica, o inserção de knot possibilita discretizar o modelo

inserindo um número maior de graus de liberdade.
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Figura 20 – Controle local obtido pelo inserção de knots.

p1 (0,0) 

p2 (0,2) p3 (2,2) 

p4 (2,0) p5 (3,0) 

p3 (1,1) 

p3 (2,2) 

(a) Ξ = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1].

p1 (0,0) 

p2 (0,2) p3 (1,2) p4 (2,2) 

p5 (2,1) 

p6 (2,0) p7 (3,0) 

p4 (1,1) 

p4 (1,0) 

(b) Ξ = [0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1].

Fonte: Elaborada pelo autor.

A elevação de grau atua nas B-Splines elevando o grau da curva em cada intervalo

paramétrico, mantendo a continuidade original em cada knot. A multiplicidade de cada knot

é aumentada em 1, preservando a continuidade original existente nos knots. A Figura 21

mostra o processo de elevação de grau sendo aplicado a uma curva B-Spline quadrática com

Ξ = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1] com 5 pontos de controle, e passa a ser representada por uma curva

cúbica com Ξ = [0,0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1,1] e 8 pontos de controle.

Figura 21 – Elevação de grau aplicada a uma curva B-Spline quadrática.

Curva original (p = 2)
Curva após elevação de grau (p = 3)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.3.2 Extração de Bézier

A extração de Bézier é um procedimento utilizado para obter os pontos das curvas de

Bézier que representam uma curva B-Spline. Neste procedimento, cada knot span da B-Spline é

representado por uma curva de Bézier. A forma mais simples de realizar a extração de Bézier é

aplicando operações de inserção de knots até que todos os knots internos da B-Spline tenham

multiplicidade m = p. Também é possível aplicar multiplicidade m = p+1, resultando em uma

B-Spline com repetição de pontos de controle internos38. A Figura 22 ilustra a aplicação da

extração de Bézier em uma curva B-Spline cúbica com 4 knot spans. Pode-se observar que as

bases não-nulas em cada knot span se tornam iguais aos polinômios de Bernstein apresentados

na Figura 4c. Os pontos de controle internos interpolados (destacados em vermelho em Figura

22g) são pontos de controle compartilhados entre as curvas de Bézier.

A extração de Bézier também pode ser usada para relacionar as bases de Bézier, que

são iguais para todas as curvas, com as bases B-Spline, que variam conforme a definição do

vetor de knots. A relação consiste em uma combinação linear e pode ser descrita por uma matriz,

conhecida na literatura como Matriz de Extração. O uso desta matriz facilita a implementação

da AIG baseada em NURBS em código de elementos finitos tradicionais, pois nestes as funções

de base são iguais para todos os elementos45. No presente trabalho, a AIG proposta utiliza

elementos baseados em superfícies e triângulos de Bézier, não sendo necessário o uso da matriz

de extração. Por outro lado, a extração de Bézier é utilizada nas técnicas de geração de malhas

apresentadas posteriormente no Capítulo 3.
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Figura 22 – Aplicação da extração de Bézier em uma curva cúbica com quatro knot spans.

0 1 2 3 4

1
N1

N2 N3 N5 N6

N7

N4

(a) Curva Inicial, Ξ = [0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4].

(b) Inserção de ξ = 1. (c) Inserção de ξ = 1. (d) Inserção de ξ = 2.

(e) Inserção de ξ = 2. (f) Inserção de ξ = 3. (g) Inserção de ξ = 3.

Fonte: Modificado de Borden e colaboradores45.

2.4 NURBS

As B-Splines não são capazes de representar exatamente cônicas, como circun-

ferências ou elipses, uma vez que estas curvas não são representadas por polinômios. Esta

limitação pode ser eliminada utilizando bases racionais, o mesmo procedimento realizado para

curvas de Bézier na Seção 2.1.1. As NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) são B-Splines

racionais com vetores de knots não uniformes. São amplamente utilizadas na atualidade por
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modeladores geométricos em geral. A grande aceitação das NURBS na indústria de modelagem

computacional se deve as vantagens descritas abaixo46:

• Oferecem uma forma matemática capaz de representar tanto modelos matemáticos pa-

drão (quádricas, cônicas, superfícies de revolução, . . . ) quanto modelos de forma livre,

utilizando a mesma base de dados para armazenamento de ambos;

• Uma grande variedade de formas podem ser modeladas alterando os pontos de controle e

pesos do modelo;

• Podem ser avaliadas de forma rápida e numericamente estável;

• Transformações afins, como translação, rotação, espelhamento e cisalhamento podem ser

aplicadas diretamente nos pontos de controle da NURBS;

• Podem representar outras representações paramétricas importantes, como B-Splines, Bé-

zier racionais e não-racionais.

As bases racionais requerem que cada ponto de controle tenha um peso, estes alteram

a influência de cada ponto de controle sobre NURBS. Uma curva NURBS é expressa por:

c(ξ ) =

n
∑

i=1
wi Ni,p(ξ ) pi

n
∑

î=1
wî Nî,p(ξ )

(2.32)

onde wi é o peso associado a cada ponto de controle pi. Uma NURBS descrita no espaço Rd

é obtida da projeção de uma B-Spline descrita em Rd+1. Os pontos de projeção pw
i podem ser

calculados por:

(pw
i ) j


(pi) jwi se j < d +1

wi se j = d +1
(2.33)

Uma circunferência modelada por uma curva NURBS c(ξ ) em R2 (x,y) é obtida da projeção de

uma B-Spline c(ξ )w em R3 (x.w,y.w,w) sobre o plano w = 1, como mostra a Figura 23.
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Figura 23 – Curva NURBS c(ξ ) em R2 sendo obtida da projeção de uma curva B-Spline cw(ξ )
em R3.
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(a) Pontos de controle.
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(b) Curva.

Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante lembrar que os algoritmos de inserção de knot e elevação de grau

podem ser aplicados a NURBS da mesma forma que são aplicados a B-Splines se forem

aplicados considerando os pontos de controle em Rd+1. A inserção de knots pode ser aplicada

transformando os pontos de controle em Rd para o espaço Rd+1 (p→ pw) através da Equação

(2.33), em seguida aplicando a Equação (2.30) para encontrar novos pontos de controle pw, e

finalmente transformado os pontos de volta para o espaço Rd:

(pi) j =
(pw

i ) j

wi
j = 0, . . . ,d (2.34)

onde wi = (pw
i )d+1

O mesmo procedimento também é utilizado na aplicação dos algoritmos de subdivisão e elevação

de grau em curvas, superfícies e triângulos de Bézier racionais.

As funções de base NURBS R̃i,p podem ser escritas em função das bases B-Spline

Ni,p e dos pesos wi como:

R̃i,p(ξ ) =
Ni,p(ξ )wi

W̃ (ξ )
=

Ni,p(ξ ) wi

∑
n
î=1 Nî,p(ξ )wî

(2.35)

onde W̃ (ξ ) é a função peso, dada por:

W̃ (ξ ) =
n

∑
î=1

Nî,p(ξ )wî (2.36)

A Figura 24 mostra as funções de base racionais Ri,2 e não racionais Ni,2, considerando um

vetor de knots Ξ = [0,0,0,0.5,1,1,1] e pesos w = [1,0.5,0.5,1], pode-se observar uma pequena
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diferença nas curvas de cada base. A Figura 25 mostra as curvas de uma semi-circunferência

modelada com NURBS e o arco de 180◦ resultante de B-Spline não racional (w = 1).

Figura 24 – Bases NURBS e B-Spline quadráticas com Ξ = [0,0,0,0.5,1,1,1].
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a) R̃i,2 com w = [1,0.5,0.5,1] b) Ni,2 = Ri,2 com w = [1,1,1,1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante ressaltar que as funções de base racionais R̃i,p(ξ ) herdam as mesmas

propriedades das funções de base B-Spline Ni,p(ξ ), descritas na Seção 2.3.

Figura 25 – Semi circunferência construída com NURBS e um arco de 180◦construído com
B-Spline.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.4.1 Superfícies NURBS

Uma superfície NURBS definida por produto tensorial é avaliada pelo produto de

duas funções de base univariantes NURBS. Dada uma superfície s definida por uma matriz

de pontos de controle P (n×m), uma NURBS de grau p na direção ξ com vetor de knots

Ξ = [ξ1,ξ1, . . . ,ξn+p+1] e outra NURBS de grau q na direção η com vetor de knots H =

[η1,η1, . . . ,ηm+q+1], a superfície pode ser calculada por:

s(ξ ,η) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

R̃(ξ ,η)i j Pi j (2.37)

onde R̃(ξ ,η) é a função de base racional bivariada dada por:

R̃(ξ ,η)i j =
wi j Ni,p(ξ ) N j,q(η)

W̃ (ξ ,η)
, (2.38)

onde W̃ (ξ ,η) é a função peso bivariada:

W̃ (ξ ,η) =
n

∑
î=1

m

∑
ĵ=1

wî ĵ Nî,p(ξ ) N ĵ,q(η) (2.39)

A Figura 26 mostra um jarro modelado por uma superfície NURBS.

Figura 26 – Exemplo de um jarro modelado por uma superfície NURBS.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.5 Superfície de Coons

Na modelagem de superfícies, em muitos casos é mais prático definir a forma de uma

superfície a partir de curvas de contorno. Existem várias superfícies que podem ser definidas

desta forma, algumas alternativas utilizadas neste trabalho são apresentadas a seguir.
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Uma ruled surface14 é obtida pela combinação linear de duas curvas de contorno:

sr(ξ ,η) = (1−η)c1(ξ )+η c2(ξ ) (2.40)

onde c1 e c2 são as curvas de contorno. O grau de sr em η é linear, e em ξ é o maior grau das

curvas de contorno. Se c1 e c2 forem curvas NURBS de mesmo grau p e vetor de knots Ξ, então

sr pode ser representada por uma superfície NURBS de grau p × 1, com vetores de knots Ξ e

H =[0 0 1 1], e os pontos de controle são os mesmos das curvas c1 e c2.

Uma superfície de Coons15, 14, ou patch de Coons, é uma superfície que interpola

quatro curvas de contorno, duas em ξ (c1 e c2) e duas em η (g1 e g2), e é dada por:

sc(ξ ,η) = sr
C(ξ ,η)+ sr

G(ξ ,η)− sM(ξ ,η) (2.41)

onde sr
C e sr

G são ruled surfaces definidas para os pares de curvas (c1,c2) e (c1,c2), e sM é uma

superfície bilinear definida por:

sM(ξ ,η) = (1−ξ )η m01 +ξ η m11 +ξ (1−η)m10 +(1−ξ )(1−η)m00 (2.42)

m00, m01, m10 e m11 são, respectivamente, os pontos avaliados nas coordenadas paramétricas

(0, 0), (0, 1), (1, 0) e (1, 1), pontos extremos das curvas de contorno. ξ e η são definidos no

intervalo paramétrico [0,1], tanto para as superfícies quanto para as curvas. Vale notar que sM

pode ser representada por uma NURBS de grau 1 × 1, vetores de knots Ξ = H = [0 0 1 1], e os

pontos de controle são os pontos m00, m01, m10 e m11. A Figura 27 mostra uma ruled surface e

uma superfície de Coons.

Figura 27 – Exemplo de superfícies construídas a partir das curvas do contorno.

(a) Ruled Surface.

(0, 1) (1, 1)

(1, 0)(0, 0)

(b) Superfície de Coons.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se as curvas de contorno forem curvas NURBS com mesmo grau e vetor knots, em

cada par, e seja p o grau das curvas e Ξ o vetor de knots do par de curvas (c1,c2), q o grau
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das curvas e H o vetor de knots do par de curvas (g1,g2), então sc pode ser representada por

uma superfície NURBS de grau p × q, com vetores de knots Ξ e H , e pontos de controle são

definidos por:

Pc = Pr
C +Pr

G−PM (2.43)

onde Pr
C são os pontos de controle da superfície sr

C após realizar elevação de grau em η para o

grau q, Pr
G são os pontos de controle da superfície sr

G após realizar elevação de grau em ξ para o

grau p, e PM são os pontos de controle da superfície sM após realizar elevação de grau para grau

p × q. Este resultado é obtido diretamente da Equação (2.41), uma vez que sr
C(ξ ,η), sr

G(ξ ,η) e

sM(ξ ,η) sejam representadas por superfícies NURBS de bases idênticas, o que é satisfeito caso

tenham mesmo grau e vetor de knots.

É importante notar que no caso de curvas racionais, a Equação (2.43) deve ser

aplicada no espaço de projeção Rd+1, analogamente ao que é feito nos casos da inserção de knot

e elevação de grau.

2.6 Superfícies aparadas

A grande maioria das representações de superfícies utilizadas na modelagem geomé-

trica não são capazes de representar furos arbitrários, pois usualmente são superfícies contínuas

em seu domínio. Uma forma de considerar furos é utilizar modelos com múltiplas superfícies.

Por exemplo, uma chapa quadrada com furo circular pode ser representada por 8 superfícies de

Bézier, como ilustrado na Figura 28. A obtenção do particionamento de regiões em sub-regiões

contínuas é um problema complexo no caso geral, geralmente feito de forma manual pelo usuário.

Figura 28 – Placa com furo representado por 8 superfícies de Bézier racionais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outra abordagem para o problema é utilizar curvas de aparo (trimming curves). Estas
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curvas são definidas no espaço paramétrico da superfície, e são utilizadas para considerar furos e

recortes. A Figura 29 mostra uma superfície com vários furos e recortes gerada utilizando esta

abordagem. Uma das vantagens dessa abordagem é que a descrição da superfície original, como

o número dos pontos de controle e suas coordenadas cartesianas, permanece inalterada, sendo

trivial a adição ou remoção de furos na superfície. Além disto, o uso de curvas de aparo, bem

como os algoritmos utilizados para visualização e manipulação das superfícies aparadas, são

independentes do tipo de superfície paramétrica utilizada47.

Figura 29 – Superfície NURBS com aparos.

(a) Geometria e pontos de controle. (b) Cuvas de aparo no espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O uso de superfícies aparadas é a abordagem predominante em sistemas CAD. Na

prática, as curvas de aparo são utilizadas para considerar interseção entre objetos, quando por

exemplo, operações de subtração são realizadas. A Figura 30 ilustra uma operação de subtração

para modelagem de um toro cortado ao meio. Neste caso específico, existem duas superfícies

aparadas, a do toro, onde metade do modelo é eliminado, e a do plano de corte, com recortes em

formato circular para representar a face plana resultante do modelo.

Neste contexto, as curvas de aparo são aproximações das curvas de interseção e são

geradas de forma independente para cada superfície. Logo, o modelo resultante pode apresentar

inconformidades, como a presença de pequenos vazios próximos a região de interseção. Mesmo

que tais inconformidades não sejam perceptíveis visualmente, ainda assim limitam o uso destes

modelos aparados em simulações numéricas, sendo necessário o uso de rotinas de correções e

reparos geométricos durante a etapa de geração de malhas48, 47.
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Figura 30 – Operação de subtração entre um toro e um subespaço definido por um plano.

(a) Modelos do torus e do subespaço plano. (b) Modelo aparado resultante.

Fonte: Modificado de Marussig e Hughes47.

Além disto, as curvas de aparo podem apresentar alta complexidade no espaço

Cartesiano. Suponha que uma curva de aparo cúbica c(t) = (t3, t3) seja utilizada em uma

superfície de Bézier cúbica s(ξ ,η). A curva pode ser avaliada no espaço Cartesiano por:

c(t) = s(c(t)) = s(t3, t3) =
p+1

∑
i=1

q+1

∑
j=1

Bi,p(t3)B j,q(t3)Pi j (2.44)

no somatório, há termos com multiplicação de bases cúbicas em ξ e η , logo

Bi,p(ξ )B j,q(η) = ξ
3

η
3 = (t3)3 (t3)3 = t9 t9 = t18 (2.45)

Portanto, a curva resultante apresenta grau 18. Vale notar que a alta complexidade da curva de

aparo acaba limitando sua descrição exata no contexto de análises isogeométricas, sendo adotado

aproximações de menor grau.

Neste trabalho são utilizados modelos de superfícies aparadas para simulação numé-

rica de cascas. As curvas de aparo são aproximadas por curvas de Bézier racionais no espaço

Cartesiano, permitindo a parametrização do modelo em elementos finitos de triângulos e superfí-

cies de Bézier. O procedimento para obtenção das curvas aproximadas é descrito na próxima

seção. É importante notar que os modelos tratados neste trabalho não são sólidos, portanto, neste

caso, não existe o problema de compatibilidade entre curvas de aparo descrito anteriormente.

2.7 Ajuste de curvas e superfícies

O ajuste de curvas e superfícies é composto por um conjunto de procedimentos que

calculam uma curva ou superfície de modo a aproximar ou interpolar um conjunto de pontos no

espaço Cartesiano. A regressão linear é um procedimento de ajuste aplicado a modelos lineares,

onde a relação entre os parâmetros do modelo e as respostas pode ser descrita de forma matricial.
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No caso das representações de Bézier e B-Splines, deseja-se determinar as coorde-

nadas dos pontos de controle de modo a aproximar uma curva ou superfície a um conjunto de

pontos no espaço. Uma forma simples de obter um modelo linear neste caso é associando, a

cada ponto amostral cartesiano, uma localização paramétrica específica na superfície. Assim, a

relação entre os pontos de controle e as respostas nas localidades consideradas é linear.

O procedimento é descrito a seguir. Uma curva de Bézier de grau p pode ser escrita

matricialmente por:

c(ξ ) = [B1,p(ξ ) . . . Bp+1,p(ξ )]


p1
...

pp+1

= b̃p (2.46)

logo, para um conjunto nsp de pontos amostrais p̄, associados a um conjunto de posições

paramétricas (ξ1, . . . ,ξnsp), chega-se ao seguinte sistema de equações:
b̃ξ1

...

b̃ξnsp




p1
...

pp+1

=


p̄1
...

p̄nsp

=⇒ B̃p = p̄ (2.47)

onde B̃ é a matriz das funções de base avaliadas nas posições paramétricas das amostras. Se nsp

for igual ao número de pontos de controle da curva considerada, então o sistema pode interpolar

os valores amostrais caso det(B̃) ̸= 0. Se nsp for maior que o número de pontos de controle,

então os pontos amostrais são aproximados, e os pontos de controle são determinados resolvendo

o sistema do problema de mínimos quadrados14:

(B̃T B̃)p = (B̃T p̄) (2.48)

O procedimento de ajuste é análogo para superfícies e triângulos de Bézier, curvas e

superfícies B-Spline. No caso de superfícies, as bases devem ser organizadas de forma vetorial,

semelhante ao descrito para triângulos de Bézier, e a coordenada paramétrica η também é

considerada. Nas B-Splines, os vetores de knots também devem ser fornecidos.

Uma variação importante do problema de ajuste descrito é quando existem pontos

de controle conhecidos, e o ajuste é realizado apenas em um sub-grupo de pontos de controle.

Neste caso, a equação de ajuste é escrita por:

B̃p = p̄− B̃ext p̄ext (2.49)
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onde p̄ext são os pontos de controle conhecidos, B̃ext é a matriz das funções de base relacionadas

a p̄ext , avaliadas nas posições paramétricas das amostras. Aqui p e B̃ não consideram os pontos

conhecidos. Um caso usual deste versão de ajuste é quando se tem os pontos de controle extremos

de uma representação, e se deseja encontrar os pontos internos que aproximem uma amostra,

seja em curvas ou superfícies.

É importante notar que o procedimento de ajuste também pode ser realizado em

superfícies racionais. Em alguns casos, os pontos amostrais são obtidos de outras representações

racionais, onde a coordenada w é conhecida. Neste caso, ajuste pode ser feito no espaço Rd+1,

e ao final do procedimento, projetar os pontos de controle obtidos para o espaço Rd usando a

Equação (2.34). Este procedimento pode ser utilizado para implementar todos os algoritmos

de modificação de representação de curvas e superfícies mencionados anteriormente, como

subdivisão, elevação e redução de grau, inserção e eliminação de knot.

Por fim, é importante destacar que existem outros procedimentos de ajuste na litera-

tura, como a projeção de Bézier, onde é feito um ajuste não-linear entre diversas representações

paramétricas, incluindo NURBS e T-Splines49. Contudo, estes procedimentos não serão conside-

rados neste trabalho.

2.8 Representação de Fronteira

A representação de fronteira é um paradigma de modelagem que consiste em re-

presentar objetos pelo seu contorno. Os modelos B-Rep definem informações geométricas,

relacionadas à forma de curvas e superfícies, e topológicas, relacionadas à conectividade entre

vértices, arestas e faces. Neste trabalho são utilizados modelos B-Rep bidimensionais definidos

por um conjunto de curvas NURBS, organizadas em ciclos. Os ciclos são agrupados em regiões,

e podem representar tanto o contorno externo de uma região como furos ou restrições no interior

desta.
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Figura 31 – Placa com furos circulares e restrições.
Vértices da topologia
Geometria do contorno
Geometria das restrições

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 31 mostra um modelo B-Rep com vários furos circulares e restrições.

Pode-se notar que uma aresta pode fazer parte de até 2 ciclos, e que a orientação dos ciclos do

contorno da região é anti-horária, enquanto que a orientação dos furos é horário. As restrições

são vértices e arestas que não fazem parte do contorno do modelo, mas são impostas durante

o processo de geração de malha, garantindo que tais vértices e arestas existam em malhas do

modelo.

Modelos B-Rep com várias regiões podem ser utilizados para atribuir propriedades

distintas em cada região do modelo. Na Figura 32, uma chapa com três furos é modelada com três

regiões, permitindo que parâmetros relacionados à simulação numérica, como as propriedades

mecânicas dos materiais, sejam atribuídos em partes do modelo de forma distinta. Além disto,

também pode-se utilizar algoritmos de geração de malha distintos em cada região específica.

Figura 32 – Modelo B-Rep com três regiões.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo topológico de uma B-Rep é uma idealização poligonal do objeto, na qual

fica evidente as relações de adjacência existentes nas entidades topológicas do modelo, que são
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vértices, arestas, faces e regiões. O modelo geométrico de uma B-Rep consiste na descrição das

formas de cada entidade topológica, sendo curvas no caso de arestas, superfícies no caso das faces.

Neste trabalho, os vértices de uma aresta do modelo topológico coincidem com os pontos de

controle extremos da curva NURBS que descreve a forma da aresta. Desta forma, são utilizadas

sempre NURBS com vetor de knots aberto, garantindo pontos de controle interpolados nos

extremos. A Figura 33 apresenta um modelo B-Rep de uma placa com furo circular, mostrando

os modelos topológico e geométrico, além da descrição detalhada da estrutura de dados do

modelo.

Figura 33 – Modelo B-Rep de uma placa quadrada com furo detalhado.

(a) Modelo Topológico. (b) Modelo Geométrico.

Lista de Vértices

8 <id x y>
1 0   0 
2 10  0
3 10 10
4  0 10 
5  2  5
6  5  8
7  8  5
8  5  2

Lista de Arestas

8 <id v1 v2>
1 (1,2)
2 (2,3)
3 (3,4)
4 (4,1)
5 (5,6)
6 (6,7)
7 (7,8)
8 (8,5)

Geometria das Arestas

8 <id p Ξ pi>
1 1 [0 0 1 1]  
2 1 [0 0 1 1]
3 1 [0 0 1 1]
4 1 [0 0 1 1]
5 2 [0 0 0 1 1 1] 2 8 √2/2 
6 2 [0 0 0 1 1 1] 8 8 √2/2 
7 2 [0 0 0 1 1 1] 8 2 √2/2 
8 2 [0 0 0 1 1 1] 2 2 √2/2 

Modelo B-Rep

Regiões: 1
1
Contorno: 
1 2 4 5
Furos: 1
1 
5 8 7 6

*pi são os pontos de controle internos da curva.

(c) Dados do modelo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A estrutura de dados utilizadas nas B-Reps são otimizadas para processar consultas e

modificações nos modelos de forma localizada e eficiente. Normalmente são utilizadas estruturas

de dados baseadas em aresta. Estas estruturas são caracterizadas por definirem tipos de dados

de arestas com acesso direto, via referências ou ponteiros, a vértices, faces e ciclos adjacentes.

As estruturas mais utilizadas são as windged-edge e half-edge11, 50, ilustradas na Figura 34. A

estrutura de dados implementada neste trabalho é baseada em winged-edge.
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Figura 34 – Estrutura da dados baseadas em aresta.
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(a) Winged-edge.
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(b) Half-edge.

v1

v2

fccw

fcw

epccw

enccw

epcw

encw

h1

h2

hp

hn

Vértice inicial da aresta.

Vértice final da aresta.

Face adjacente em sentido anti-horário.

Face adjacente em sentido horário.

Aresta anterior no ciclo da fccw.

Aresta seguinte no ciclo da fccw.

Aresta anterior no ciclo da fcw.

Aresta seguinte no ciclo da fcw.

half-edge do ciclo da fccw.

half-edge do ciclo da fcw.

half-edge anterior de um ciclo.

half-edge seguinte de um ciclo.

Variáveis associadas a aresta e

Fonte: Elaborada pelo autor.

A B-Rep descrita anteriormente é utilizada para modelagem de geometrias planas.

Neste caso, cada região possui uma única face plana, definida pelos ciclos do contorno externo e

dos furos desta. Na modelagem de cascas tratadas neste trabalho, são utilizadas B-Reps similares

as do caso plano, mas com algumas particularidades. A face da região possui geometria dada

por uma superfície NURBS, que pode considerar inclusive aparos. As curvas de aparo são

definidas nas arestas dos furos, que resultam em recortes fechados, e nas arestas das restrições,

que definem recortes abertos, como naqueles apresentados na Figura 29.

Assim, cada região pode ser mapeada para o espaço paramétrico da NURBS que

representa sua face, onde os vértices e arestas são definidos em coordenadas paramétricas ξ e

η . Este mapeamento é importante na etapa de geração de malhas do modelo, pois permite que

rotinas similares de geração de malhas sejam empregadas para ambos os casos de superfícies

planas ou no espaço 3D.
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3 GERAÇÃO DE MALHAS

Malhas são representações geométricas que definem um objeto a partir de um

conjunto de formas geométricas simples e conectadas entre si, como segmentos no caso de curvas,

triângulos e quadriláteros no caso de superfícies, tetraedros e hexaedros no caso de sólidos, entre

outros. A Figura 35 mostra exemplos de malhas de várias dimensões. A descrição de uma

malha consiste nos vértices, arestas e faces de seu conjunto de elementos. As malhas possuem

importantes aplicações, como na definição de modelos numéricos em diversos problemas de

engenharia e na renderização de cenários em computação gráfica.

Figura 35 – Exemplo de malhas em várias dimensões.

(a) Segmentos conectados. (b) Malha quadrilateral. (c) Malha volumétrica de tetraedros.

Fonte: Modificada de McLaurin e colaboradores51 (a), Angel52 (b) e Engvall e Evans6 (c).

Em geral, as representações utilizadas na modelagem geométrica dos objetos não

podem ser usadas diretamente nas aplicações. No contexto de sistemas CAE, o modelo B-Rep

não pode ser empregado diretamente no analisador numérico baseado em MEF. Portanto, é

necessário fazer a parametrização do modelo geométrico em uma malha de elementos finitos,

possibilitando o processamento da simulação. Esta parametrização é realizada por técnicas de

geração de malhas.

Os algoritmos de geração de malha vêm sendo desenvolvidos ao longo dos anos,

e atingiram alto grau de maturidade em termos de robustez e eficiência computacional. Há

uma grande variedade de algoritmos de geração de malhas implementados em programas

livres53, 54, 55, 56 e comerciais57, 58, além daqueles que são utilizados como componentes de

outras aplicações59, 60.

Os dados de entrada utilizados por geradores de malhas são usualmente uma discreti-

zação inicial do modelo geométrico, como um conjunto segmentos retos ou curvos. A maior

parte dos algoritmos constroem malhas que contém a discretização de entrada. Esta abordagem

facilita a manipulação de modelos com múltiplas regiões, como o apresentado na Figura 32.

Além de organizar os atributos das malhas em suas respectivas regiões correspondentes, também
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garantem a compatibilidade entre malhas de diferentes regiões, que podem ser geradas conside-

rando algoritmos distintos e tipos de elementos diferentes (como triângulos e quadriláteros). A

discretização a priori das curvas do modelo pode ser realizada de forma manual, pelo usuário

da aplicação, ou automática, utilizando algoritmos de subdivisão de curvas (geração de malhas

unidimensionais).

Por outro lado, é importante notar que existem algoritmos de geração de malhas ditos

automáticos, em que o próprio algoritmo discretiza as curvas do modelo geométrico durante o

processamento da malha. Tais algoritmos não consideram uma discretização do contorno de

entrada fixa, e geram malhas para todas as regiões do modelo ao mesmo tempo61, 62. Destaca-se

que o presente trabalho foca no desenvolvimento de algoritmos que garantem a discretização de

entrada fornecida.

As técnicas de geração de malha podem ser classificadas em relação à topologia

da malha gerada. Algoritmos estruturados são aqueles onde há um padrão claro na topologia

da malha, de modo que a quantidade de elementos da malha, bem como as informações de

adjacências destes, são previamente conhecidas. Estes métodos são extremamente eficientes,

e normalmente geram malhas com boa qualidade sem considerar etapas de melhoramento ou

suavização. Entretanto, uma série de restrições são impostas aos dados de entrada do problema,

limitando sua aplicação em caso de geometrias complexas e requerendo maior interação para

utilização do algoritmo. É importante notar que existem trabalhos que buscam melhorar a

robustez de tais técnicas através da decomposição do domínio, permitindo a geração de malhas

estruturadas em cada partição separadamente63, 64.

Os algoritmos não estruturados são aqueles onde não há padrão claro na topologia da

malha gerada. O processo de geração é guiado pela inserção iterativa de elementos ou pontos no

domínio. Estes algoritmos são adequados para geometrias arbitrárias, de qualquer complexidade.

A resolução das malhas geradas são controladas através de funções de densidade de elementos,

que são definidas no espaço do modelo de diversas formas, como por expressões matemáticas ou

utilizando malhas auxiliares (background meshes)65. Destacam-se três categorias importantes

de métodos não estruturados: triângulação de Delaunay, decomposição espacial e avanço de

fronteira.

As técnicas de geração de Delaunay se baseiam no algoritmo de triangulação de

Delaunay (TD), estudado no campo da geometria computacional66. O problema da triangulação

consiste em determinar um conjunto de triângulos a partir de um conjunto de pontos no espaço.
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Uma TD se destaca por possuir propriedades geométricas que evitam triângulos distorcidos.

As técnicas de geração de Delaunay utilizam conceitos e algoritmos relacionados a TD no

problema geração de malhas. Uma das vantagens desta abordagem é que alguns destes algoritmos

apresentam garantias matemáticas em relação à qualidade das malhas geradas67, 68, 69, 70, o que

não é observado nos outros métodos de geração. Contudo, é importante notar que tais garantias

não se aplicam no caso algoritmos que respeitam uma discretização do contorno de entrada, onde

refinamentos adicionais no contorno do modelo não podem ser realizados. Tais refinamentos são

necessários para garantir a qualidade da malha no caso geral.

As técnicas de geração por decomposição espacial71, 72, 73, 74, 75, 76 se baseiam no

refinamento recursivo do espaço utilizando árvores de decomposição espacial, como quadtrees e

octrees. Uma árvore é construída na região delimitada pelo modelo geométrico, e refinada de

acordo com a resolução desejada da malha. As células que estão no interior do modelo geram

elementos de modo eficiente, aplicando padrões pré-definidos. A geração dos demais elementos

é mais complexa, e requer cálculos geométricos similares aos realizados nas técnicas de avanço

de fronteira e Delaunay. A Figura 36 ilustra uma malha gerada por decomposição espacial.

Figura 36 – Exemplo de aplicação da técnica de geração de malhas via decomposição espacial.

(a) Geometria (Entrada). (b) Quadtree. (c) Malha gerada.

(d) Padrões utilizados na geração de triângulos.

Fonte: Modificado de Frey & George65 (a-c) e Cavalcante-Neto e colaboradores75 (d).

As técnicas de avanço de fronteira77, 78, 79, 80, 81 são caracterizadas pela geração

consecutiva de triângulos a partir de uma aresta base, sendo esta pertencente a uma lista de

arestas de fronteira. Inicialmente, a fronteira é definida pelas arestas pertencentes ao contorno do
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problema, contendo as arestas externas, e pelas arestas pertencentes a furos e restrições internas.

O processo de avanço consiste na geração de triângulos para cada aresta da fronteira. Neste

processo, o triângulo gerado pode incidir em um vértice novo ou um vértice existente da fronteira,

que deve ser atualizada adequadamente ao final de cada inserção de novo elemento. O processo

iterativo cessa quando não há mais arestas na fronteira. A Figura 37 apresenta um exemplo de

aplicação desta técnica.

Figura 37 – Exemplo de aplicação do algoritmo de avanço de fronteira.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A maioria dos algoritmos de geração de malha foi desenvolvida considerando ge-

ometrias poligonais. Entretanto, existem trabalhos que abordam a geração de elementos de

alta ordem, na geração e adaptação de malhas de alta ordem 82, 83, 84, no estudo de métricas de

qualidade e otimização de malhas 85, 86, 87, 88, 89, e em problemas envolvendo malhas móveis
90, 91. Triângulos de Bézier quadráticos têm sido usados no contexto de malhas móveis92 e em

aplicações elastostáticas e elastodinâmicas 93. A geração de malhas válidas de triângulos de

Bézier não racionais para domínios planos é apresentada em Mandad e Campen94. É importante

notar que estes algoritmos são necessários no contexto de simulações numéricas com elementos

de alta ordem, como nas formulações p de elementos finitos95.

Na análise isogeométrica, inicialmente buscou-se otimizar as etapas realizadas por

sistemas CAE de modo a eliminar a etapa de geração de malhas do processo2, 3. Isto seria possível
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se os modelos utilizados na modelagem e simulação do problema fossem iguais. Entretanto, a

modelagem feita usando B-Reps exige a parametrização do domínio de análise, o que é difícil de

se obter de forma automática no caso de geometrias complexas.

Outra questão relevante surge quando se consideram os modelos aparados. Na

simulação de cascas via elementos de superfície, o domínio de análise é obtido diretamente da

representação de superfície utilizada na modelagem, como superfícies NURBS96, 97. Entretanto,

quando há aparos nas superfícies, é necessário considerar esquemas especiais de integração dos

elementos na vizinhança dos aparos98, 4. Além disto, é necessário considerar pontos de controle

ditos desativados, que não influenciam na geometria por terem suas regiões de contribuição

recortadas, e portanto não definem graus de liberdade no problema numérico99, 98.

É importante mencionar que os problemas citados são recorrentes na área de análise

numérica no contexto do MEF, e são resolvidos com o uso de técnicas de geração de malhas,

que constroem modelos adequados para simulação de forma robusta e automática.

Existem trabalhos recentes abordando a construção de modelos NURBS e T-Splines

para geometrias descritas usando B-Rep, tanto em casos 2D quanto 3D 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106.

Contudo, essas abordagens não atendem a requisitos importantes, como discutido por Engvall e

Evans5, 6:

• Ser aplicável a geometrias complexas, e.g., objetos com genus arbitrário ou objetos com

grande variação de tamanho.

• Ser automática, ou seja, não requerer intervenção do usuário.

• Garantir a representação geométrica exata.

• Fornecer uma parametrização adequada para análise numérica.

Desta forma, o uso de triângulos e tetraedros racionais Bézier para geração de malhas

isogeométricas não estruturadas tem sido explorado como uma alternativa para integrar modelos

B-Rep na AIG, visando atender aos requisitos acima. A geração de triângulos de Bézier de alta

ordem é descrita por Jaxon e Qian9. Uma malha triangular é usada para construir uma rational

Triangular Bézier Spline (rTBS) com alta continuidade e geometria exata. A extensão deste

trabalho para o caso 3D é apresentada por Xia e Qian48, onde são consideradas malhas com

tetraedros de Bézier, e rTBS são geradas no caso de superfícies aparadas.

A geração automática de malhas triangulares de Bézier para problemas planos é

estudada por Engvall e Evans5. O artigo foca na reutilização de rotinas existentes de geração de

malhas poligonais para criação de malhas C0 de alta ordem e geometria exata. A extensão dessa
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abordagem para a geração de malha de tetraedros, hexaedros, cunhas e pirâmides de Bézier é

apresentada em outro trabalho6, onde a projeção Bézier é usada para reconstrução de superfícies

NURBS e T-Spline usando triângulos ou superfícies de Bézier. Os autores também discutem o

uso de elementos superparamétricos capazes de manter a geometria exata, uma característica

relevante, pois não há garantia de que triângulos de Bézier possam representar exatamente

superfícies NURBS e T-Spline de mesmo grau. Os mesmos autores também estudam métricas

de qualidade para triângulos e tetraedros de Bézier racionais107, 108.

O algoritmo desenvolvido neste trabalho realiza a parametrização do modelo de

análise para modelos B-Rep planos e modelos de superfícies aparadas, construindo malhas

de elementos de superfícies e triângulos de Bézier racionais. Os algoritmos desenvolvidos se

baseiam em vários procedimentos abordados anteriormente na área de geração de malhas, que

são adaptados e modificados afim de construir malhas que, além de preservarem a geometria

do problema, também produzem em elementos de alta ordem com boa qualidade. As malhas

geradas são geometricamente exatas no caso plano, e aproximam com precisão a geometria de

superfícies aparadas.

3.1 Geração de malhas unidimensional

A parametrização da entrada é uma etapa de pré-processamento para os algoritmos

conformes, onde a discretização de entrada é fornecida. Contudo, a qualidade da discretização

do contorno afeta diretamente o desempenho do algoritmo de geração de malhas aplicado

posteriormente. Portanto, esta etapa deve ser realizada de modo a garantir uma parametrização

do contorno adequada no caso de geometrias complexas, com regiões com alta curvatura e

regiões estreitas.

Diversas abordagens foram proposta na literatura para realização desta etapa no

contexto de geração de malhas de elementos finitos109, 110, 65. Neste trabalho, optou-se por

desenvolver novos algoritmos heurísticos simples e eficientes para curvas racionais utilizadas

na análise isogeométrica. Estes algoritmos, apresentados a seguir, são capazes de gerar parame-

trizações adequadas do contorno mesmo no caso de geometrias complexas111. As rotinas são

disponibilizadas no programa PMGen.
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3.1.1 Discretização uniforme

A discretização uniforme é a forma mais simples de realizar a discretização do

contorno. Dado um número de divisões (nd), o comprimento de discretização de uma curva

paramétrica c(t) definida no intervalo [ta, tb] é dado por:

Lu = Arco(ta, tb)/nd, (3.1)

onde o arco da curva é avaliado por:

Arco(ta, tb) =

tb∫
ta

|c′(t)|dt. (3.2)

A Equação (3.2) pode ser avaliada numericamente por:

Arco(ta, tb)∼=
Nint

∑
i=1
|c′(ξi)|wi J, (3.3)

onde Nint é o número de pontos de integração, ξi e wi são respectivamente os pontos de integração

e o peso associado a cada ponto, e J é o jacobiano da transformação entre os sistemas onde são

definidos os pontos de integração e o intervalo [ta, tb] da curva paramétrica c(t). Neste trabalho a

quadratura de Gauss é usada para realizar a integração dos arcos.

O conjunto de valores paramétricos [t1, . . . , tnd ] que dividem o intervalo [ta, tb] em

segmentos iguais são avaliados em sequência, usando o algoritmo apresentado no Quadro 1, que

é baseado na busca binária, com tolerância δ . Neste trabalho foi adotado δ = 10−3.

Quadro 1 – Algoritmo para determinação da coordenada paramétrica que define um segmento
com o comprimento fornecido.

Entrada: Intervalo [t1, t2], comprimento desejado l e a tolerância adotada δ .
Saída : tm =⇒ Arco(t1, tm)∼= l.

1 ti← t1;
2 repita
3 tm← (t1 + t2)/2;
4 lm← Arco(ti, tm);
5 se l < lm então
6 t2← tm
7 senão
8 t1← tm
9 até |l− lm| ≤ l ∗δ ;

10 retorna tm

Fonte: Elaborada pelo autor.

Alternativamente, também é possível assumir um comprimento desejado Lut de

modo que todo o modelo apresente comprimento de aresta similar. Deste modo, o número de
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divisões adotado pela aresta é calculado por:

nd = round(Arco(t1, t2)/Lut). (3.4)

Critérios de discretização baseados na curvatura são apresentados em vários trabalhos
112, 110, 51. Uma forma de controlar a curvatura das arestas é limitando a razão entre o arco e a

corda do segmento:

Arco(ta, tb)
Corda(ta, tb)

≤ ACm, (3.5)

onde ACm é o limite adotado para razão arco-corda. A Figura 38 ilustra vários arcos circulares

com diferentes valores de ACm. Para arcos circulares, o valor da razão ACm pode ser calculado

em função do ângulo de curvatura máxima permitido (θmax):

ACm =
θmax

2 sin(θmax/2)
. (3.6)

Logo,

Arco(ta, tb)
Corda(ta, tb)

≤ θmax

2 sin(θmax/2)
. (3.7)

Além disto, a curvatura é aproximada pelos vetores tangentes nos pontos extremos do trecho 80:

ta
g · tb

g

|ta
g| |tb

g|
≥ cosθmax, (3.8)

onde ta
g é o vetor tangente calculado em ta e tb

g é o vetor tangente calculado em tb.

Figura 38 – Razão arco/corda de vários segmentos circulares.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As abordagens apresentadas são suficientes em vários casos, entretanto, podem

requerer considerável intervenção do usuário em casos complexos. O algoritmo apresentado

neste trabalho possibilita realizar a discretização do contorno de modelos complexos definindo

apenas três parâmetros, conforme discutido na sequência.
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3.1.2 Discretização recursiva

O algoritmo de discretização proposto consiste em realizar subdivisões recursivas

no modelo. Uma discretização inicial é adotada considerando os knots das curvas NURBS.

É importante notar que todos os pontos de continuidade C0 ao longo de cada curva estão

necessariamente localizados nos knots com multiplicidade p−1, onde p é o grau da curva. Em

seguida, cada intervalo [t1, t2] é refinado de acordo com os seguintes critérios:

• Comprimento máximo: O comprimento do arco do segmento é maior que Lmax.

• Curvatura: O ângulo de curvatura aproximado é maior que θmax (Equação (3.8)) ou a

razão entre o comprimento do arco e da corda do segmento é maior que ACm (Equação

(3.7)).

• Proximidade: Se é detectada uma região próxima, pela aplicação do procedimento

apresentado na Seção 3.1.3.

• Variação do vetor tangente: Se o módulo do vetor tangente variar excessivamente, como

discutido na Seção 3.1.4.

• Disparidade: Se a metade da maior componente cartesiana do vetor formado pela corda

do segmento for maior que o tamanho da aresta da quadtree apresentada na Seção 3.1.5,

considerando as células que contenham os pontos extremos e o ponto médio da corda do

segmento.

Se algum dos critérios for satisfeito, o segmento [t1, t2] é dividido no ponto médio tm (aplicando

o Algoritmo apresentado na Figura 1), e os dois intervalos ([t1, tm] e [tm, t2]) são verificados

novamente. A fim de evitar uma discretização excessiva, é adotado um critério de parada caso

Arco(t1, t2)∗0.75 < Lmin. Deste modo, três parâmetros de entrada são usados (Lmax, θmax, Lmin).

Após a aplicação da discretização recursiva, uma etapa de suavização é realizada

para reduzir as diferenças entre o comprimento de arestas vizinhas. Esta etapa é importante para

evitar uma grande variação no tamanho de arestas adjacentes, devido ao padrão de subdivisão

realizado pelo algoritmo recursivo.

Vale ressaltar que o algoritmo proposto pode ser aplicado em um subconjunto de

arestas do modelo, de forma que discretizações já existentes sejam mantidas. Na sequência, cada

etapa do algoritmo recursivo é detalhada.
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3.1.3 Detecção de regiões próximas

No segmento da curva [t1, t2], três retas perpendiculares ao segmento são definidas

nos pontos extremos, t1 e t2, e no ponto tm, que divide o segmento ao meio. As retas têm

comprimento igual a Corda(t1, t2). O sentido das retas é definido pelos ciclos em que o segmento

é adjacente, sendo possível a aplicação do procedimento nos dois sentidos (e.g. arestas internas

representando restrições). A área correspondente ao fecho convexo dos pontos extremos das

retas é usado para testar interseções com o resto do modelo, exceto no trecho [t1, t2] da curva. A

Figura 39 ilustra a aplicação do procedimento em dois casos.

Figura 39 – Aplicação do teste de proximidade.
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(c) Refinamento e avaliação.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O procedimento descrito apresenta repetição infinita quando o modelo possui cantos

com pequenos ângulos. Para evitar o problema, são definidas retas ortogonais aos pontos

extremos t1 e t2, formando um quadrante em cada ponto extremo. É verificado se segmentos

próximos aos pontos extremos estão situados nestes quadrantes, e, caso estejam, o processamento

da proximidade é interrompido. A Figura 40 ilustra um exemplo com tal problema. É importante

notar que os outros critérios de refinamento, como o de comprimento máximo e curvatura, ainda

são avaliados e podem refinar o segmento.

É importante ressaltar que uma forma alternativa de realizar a verificação de proximi-

dade é usando o eixo medial do modelo110, 113. Neste trabalho, optou-se por utilizar a estratégia

proposta por ser mais simples em comparação as alternativas da literatura.
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Figura 40 – Detecção de cantos com ângulos pequenos. O segmento à direita interrompe a etapa
de proximidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.4 Variação do vetor tangente

A parametrização existente nas curvas NURBS utilizadas no modelo afeta direta-

mente a qualidade dos elementos de alta ordem da fronteira. A qualidade da parametrização é

avaliada pela razão entre os módulos mínimo (tmin
g ) e máximo (tmax

g ) do vetor tangente da curva

ao longo do segmento:

tv =
|tmin

g |
|tmax

g |
(3.9)

O segmento é refinado caso tv < 0.5. Vale notar que tal métrica é semelhante à métrica de

qualidade scaled Jacobian usada pra elementos de alta ordem82, 114, 115, 116, 5, avaliada por:

Qe =
det(Je)min

det(Je)max
(3.10)

onde det(Je)min e det(Je)max são, respectivamente, o menor e maior valor do determinante da

matriz Jacobiana do elemento. Uma grande variação de |Je| prejudica o desempenho do elemento,

mesmo que |J|> 0. A Figura 41 ilustra o efeito que a parametrização de arestas curvas têm sob

a variação do determinante da matriz Jacobiana de elementos de alta ordem.

É importante notar que este problema não ocorre no caso de malhas de elementos

finitos. As arestas curvas dos elementos Lagrangianos de alta ordem aproximam a geometria

do modelo sem herdar sua parametrização. Normalmente, os nós internos destas arestas são

avaliados de modo que sejam distribuídos uniformemente ao longo da curva no espaço Cartesiano.

Na Figura 42, um elemento finito T6 é construído sobre uma aresta com parametrização ruim.

O nó central da aresta base é posicionado na metade do comprimento da curva. Embora a

aresta base apresente parametrização ruim, a aresta Lagrangiana, que é uma aproximação da

curva do modelo geométrico, apresenta excelente parametrização. Além disto, o elemento finito

construído também possui excelente qualidade.
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Figura 41 – Efeito da parametrização de arestas curvas sobre a variação do determinante da
matriz Jacobiana em elementos de alta ordem. Os casos (a) e (b) apresentam curvas
com boa parametrização, enquanto que os casos (c) e (d) apresentam curvas com
parametrização ruim.

(a) tv = 1.00, Qe = 1.00 (b) tv = 0.950, Qe = 0.671

(c) tv = 0.238, Qe = 0.222 (d) tv = 0.123, Qe = 0.06

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 42 – Elemento finito T6 de boa qualidade construído sobre uma aresta com parametrização
ruim (Figura 41d).

(a) Elemento finito T6. (b) tv = 0.962, Qe = 0.892.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.1.5 Disparidade

O critério de disparidade tem como objetivo reduzir as diferenças entre o compri-

mento de segmentos próximos. Para isto, uma quadtree é construída em função do tamanho das

arestas, seguindo a mesma regra apresentada em Miranda et al.78:

• Construção: O tamanho inicial da quadtree é dada pela caixa delimitadora do modelo.

Assim, para cada segmento do modelo, é avaliado o comprimento de sua corda sl e o ponto

médio de sua corda sm. A quadtree é refinada caso qside > sl , onde qside é o lado da folha

que contém o ponto sm.

• Tamanho máximo: O maior tamanho (qmax) das células que foram refinadas pelas arestas

do modelo, na etapa anterior, é usado para refinar as demais células da árvore, até que qmax

seja o tamanho máximo em todas as células folhas.

• Disparidade: Refinamentos são aplicados75, 78, 79 até que a diferença entre o tamanho de

células adjacentes seja 1.

A Figura 43 ilustra a aplicação dessas etapas na construção da quadtree.

Figura 43 – Processo de criação da quadtree usada no critério de disparidade.

(a) Construção inicial da quadtree. (b) Tamanho máximo. (c) Disparidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando a quadtree, o segmento [t1, t2] é refinado caso a metade da maior componente

do vetor formado pela corda do segmento seja maior que o menor lado das células da quadtree

que contenham os pontos extremos e médio da corda do segmento.

É importante notar que a quadtree é construída após uma primeira aplicação dos

critérios de comprimento máximo, curvatura e proximidade. Em seguida, o modelo continua a

ser refinado considerando todos os critérios. Vale ressaltar que as arestas do modelo previamente

discretizadas, mas que não são discretizadas na execução do algoritmo, também contribuem para
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na construção da quadtree.

3.1.6 Suavização

A discretização realizada nas etapas anteriores apresenta o inconveniente de não

garantir uma boa transição entre arestas adjacentes. Internamente, a discretização obtida em

cada trecho pode apresentar arestas com diferenças de até 50% no tamanho. Diferenças maiores

podem ser observadas nas arestas adjacentes aos vértices do modelo topológico. Uma transição

ruim entre arestas pode prejudicar a etapa de geração de malhas, diminuindo a qualidade dos

elementos gerados. Por este motivo é aplicado o procedimento de suavização descrito a seguir.

O método proposto começa com a avaliação do comprimento de cada segmento.

Nos vértices são avaliados os valores médios de comprimento de aresta, considerando as arestas

adjacentes, procedimento semelhante à avaliação das normais dos vértices no contexto de

computação gráfica. Em cada aresta, é avaliado um novo comprimento de aresta CNi, dado

pela média dos comprimentos calculados anteriormente em seus vértices adjacentes. Note que

os valores CNi não somam, necessariamente, os comprimentos das curvas do contorno inicial.

Assim, em cada curva do modelo geométrico, é avaliado um novo comprimento CN dado pelo

somatório de cada CNi de seus segmentos de subdivisão. A razão CNi/CN de cada segmento é

utilizado para avaliar o novo tamanho deste, em relação ao tamanho real da curva. Deste modo,

os vértices internos de cada segmento são reposicionados, utilizando o algoritmo descrito no

Quadro 1. A heurística descrita busca reduzir as diferenças no tamanho de segmentos adjacentes.

Figura 44 – Processo de suavização da discretização. Os vértices de cor laranja não são movidos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O processo descrito é aplicado duas vezes. Vale ressaltar que apenas os vértices

gerados durante o processo de discretização são movidos. A Figura 44 ilustra a aplicação do

algoritmo de suavização. O efeito da etapa de suavização na malha gerada é ilustrado na Figura

45. Pode-se observar que há uma melhor transição dos comprimentos dos segmentos do contorno

e do tamanho de seus elementos adjacentes, quando utilizada a suavização proposta.
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Figura 45 – Efeito da aplicação da etapa de suavização.

(a) Sem suavização. (b) Com suavização.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Geração de malhas estruturadas

As técnicas de geração de malhas estruturadas são bastante utilizadas em aplicações

de Engenharia. Apesar de terem aplicação mais restrita que as técnicas de geração de malhas

não estruturadas, seu o emprego torna-se atrativo em casos onde não há grande complexidade na

geometria ou na forma de refinamento desejada do modelo, podendo gerar malhas de alta ordem

com boa qualidade e baixo custo computacional.

Métodos de geração de malhas estruturadas vem sendo desenvolvidos no con-

texto da análise isogeométrica, como técnicas de parametrização de domínio usando funções

harmônicas117, grade elíptica118 e suavização elástica geometricamente não linear, considerando

grandes deformações106.

Neste trabalho, optou-se pelo uso da técnica de Mapeamento Transfinito119, 120 para

geração de elementos de Bézier, no contexto de análise estrutural. Embora o uso de tal técnica

para gerações de superfícies NURBS seja conhecido e utilizado em sistemas CAD, não foi

encontrado na literatura o uso desta para geração de malhas de elementos de Bézier racionais

com geometria exata. É válido ressaltar que, apesar do mapeamento transfinito ser menos robusto

em comparação a outras técnicas propostas recentemente, em muitos casos seu uso permite obter

malhas de boa qualidade de forma simples e eficiente. A técnica é detalhada a seguir.

3.2.1 Mapeamento Transfinito Bilinear

O mapeamento transfinito bilinear 119, 121 é uma técnica de geração de malhas de

superfícies planas e no espaço tridimensional. As malhas são obtidas utilizando uma divisão
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regular no espaço paramétrico (ξ ,η) de uma superfície de Coons. Os dados de entrada consistem

em quatro curvas paramétricas e a subdivisão (ou discretização) desejada em cada par de curvas.

Define-se então uma grade no espaço paramétrico, que é utilizada para gerar a malha.

No caso de elementos finitos quadrilaterais, como os elementos Q4 e Q8, os nós dos

elementos são definidos na grade paramétrica e mapeados para o espaço cartesiano usando a

Equação (2.41). No caso de elementos triangulares, a grade paramétrica é dividida de acordo

com padrões definidos a priori, obtendo-se uma nova grade com padrão triangular. Assim,

elementos triangulares, como os elementos finitos T3 e T6, são obtidos de forma análoga ao

realizado para os elementos quadrilaterais. A Figura 46 e Figura 47 ilustram a técnica sendo

utilizada na geração de malhas de elementos finitos lineares e quadráticos.

Figura 46 – Exemplo de malhas de elementos lineares obtidas via mapeamento transfinito.

(a) Discretização de entrada. (b) Malha de elementos Q4. (c) Malha de elementos T3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 47 – Exemplo de malhas de elementos quadráticos obtidas via mapeamento transfinito.

(a) Discretização de entrada. (b) Malha de elementos Q8. (c) Malha de elementos T6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante notar que esta técnica também pode ser utilizada para geração de

malhas de superfície no espaço tridimensional. Esta abordagem é utilizada quando a geometria

do problema é modelada usando superfícies de Coons. Neste trabalho, a técnica será aplicada de

forma direta em modelos planos, e em alguns modelos específicos de superfícies 3D que possam
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ser representados por superfícies de Coons. No caso geral de superfícies aparadas, a técnica é

adaptada para aumentar o nível de aproximação geométrica dos elementos gerados, uma vez que

as superfícies de Coons não são capazes de representar exatamente superfícies NURBS. Tais

adaptações são discutidas na Seção 3.5.1.

3.2.2 Mapeamento Transfinito na AIG

Mapeamentos transfinitos podem ser realizados de forma a gerar malhas que re-

presentem exatamente a geometria do modelo. No caso de malhas planas, esta propriedade é

satisfeita quando as curvas de contorno são representadas de forma exata.

Em elementos finitos, apesar da superfície de Coons interpolar exatamente as curvas

de contorno utilizadas em sua definição, as funções de aproximação polinomiais da geometria

dos elementos não podem representar exatamente todas as formas geométricas utilizadas na

modelagem, como por exemplo curvas cônicas. Por outro lado, malhas de elementos triangulares

e quadrilaterais de Bézier racional podem representar de forma exata as cônicas e outras curvas

racionais.

Considerando uma região do modelo B-Rep definida por quatro curvas de contorno

NURBS, os requisitos para aplicação do mapeamento, no caso quadrilateral, são que cada

par de curvas {c1,c2} e {g1,g2} devem possuir mesmo grau e o mesmo vetor de knots. No

caso triangular, todas as curvas devem ter mesmo grau. Vale ressaltar que tais restrições

não representam limitação séria para utilização da técnica. Por exemplo, se as curvas c1 e

c2 apresentam grau e knots diferentes, pode-se utilizar o algoritmo de inserção de knot para

compatibilizar os knots e o algoritmo da elevação de grau para compatibilizar os graus das

curvas, sem modificar a geometria do modelo.

Com o grau e discretização das curvas definidos, a extração de Bézier é utilizada

para obter curvas de Bézier em cada knot span da NURBS. Os pontos de controle dos elementos

são avaliados considerando os pares de curvas referentes a cada knot span das curvas c1, c2, g1 e

g2, utilizando a Equação (2.43). Em cada elemento isogeométrico, as curvas de contorno são

representadas pelas curvas de Bézier extraídas, ĉ1, ĉ2, ĝ1 e ĝ2. Assim, os pontos de controle do

elemento de Bézier quadrilateral, de grau p × q, são computados por:

Pi j = (1− η̄)pĉ1
i + η̄ pĉ2

i +(1− ξ̄ )pĝ1
j + ξ̄ pĝ2

j −pM,

pM = (1− ξ̄ ) η̄ pĉ2
1 + ξ̄ η̄ pĉ2

p+1 + ξ̄ (1− η̄)pĉ1
p+1 +(1− ξ̄ )(1− η̄)pĉ1

1 ,
(3.11)

onde ξ̄ = (i−1)/p e η̄ = ( j−1)/q. pĉ1
i , pĉ2

i , pĝ1
j e pĝ2

j são os pontos de controle das curvas de
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Bézier ĉ1, ĉ2, ĝ1 e ĝ2. É importante observar que o procedimento deve ser aplicado no espaço de

projeção Rd+1 no caso de curvas racionais, semelhante aos demais algoritmos (e.g. elevação de

grau). A Figura 48 ilustra o procedimento de avaliação dos elementos quadrilaterais.

Figura 48 – Mapeamento transfinito aplicado para geração de elementos quadrilaterais de Bézier
racional.
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Direita

Elemento de Bézier quadrilateral

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, o cálculo dos pontos de controle de elementos de Bézier quadrilaterais

consiste na aplicação de formulas algébricas semelhantes às utilizadas no caso de elementos

finitos. Por outro lado, o mesmo não ocorre no caso dos elementos de Bézier triangulares.

No caso de malhas triangulares, não é possível obter triângulos de Bézier de mesmo

grau das curvas de contorno de forma direta. De fato, triângulos de Bézier de grau (p+q) podem

ser obtidos a partir de superfícies de Bézier de grau (p × q)40, 122. Entretanto, na metodologia de

modelagem desenvolvida neste trabalho, os graus das curvas de contorno são iguais aos graus

dos elementos gerados.

Logo, adota-se um procedimento de ajuste para determinação dos triângulos. Este

procedimento considera que alguns pontos de controle são conhecidos e os demais são calculados

utilizando a Equação (2.49). Os pontos de controle são determinados da seguinte forma. Primeiro,

os pontos de controle de canto são computados diretamente pela Equação (2.41), pois são

interpoladores. Em seguida, os pontos de controle de arestas ortogonais no espaço paramétrico,

ou seja, arestas com ξ ou η constantes, são obtidas de forma semelhante ao realizado nos

elementos quadrilaterais, como descrito por Barroso e colaboradores123. No caso das arestas que

não sejam ortogonais, é feito um ajuste dos pontos de controle das curvas de Bézier usando uma

amostra avaliada de forma uniformemente distribuída no espaço paramétrico da superfície de
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Coons. Finalmente, o mesmo é realizado no caso dos pontos de controle do interior do elemento,

que não são adjacentes a nenhuma aresta. A Figura 49 mostra uma aplicação das técnicas de

mapeamento transfinito isogeométrico descritas.

Figura 49 – Exemplo de malhas de elementos cúbicos isogeométricos obtidos via mapeamento
transfinito.

(a) Discretização de entrada. (b) Bézier quadrilateral. (c) Bézier triangular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale notar que os procedimentos descritos geram malhas triangulares e quadrilaterais

de geometria exata no caso de geometrias planas. No caso de superfícies no espaço, onde

o modelo geométrico é dado pela superfícies de Coons, as malhas quadrilaterais são sempre

exatas. Já as malhas triangulares aproximam a geometria da superfície de Coons no caso geral,

mas podem representar a geometria exata da superfície caso o grau considerado na malha seja

suficiente. Por exemplo, uma superfície cilíndrica, que requer no mínimo grau (2 × 1) para ser

modelada, pode ser representada por triângulos de Bézier racionais cúbicos ou de ordem superior,

mas não por triângulos quadráticos.

3.3 Geração de malhas não estruturadas para modelos planos

O algoritmo proposto busca gerar malhas triangulares de Bézier de grau arbitrário,

geometria exata e boa qualidade. As malhas são conformes às curvas de contorno e do interior do

modelo geométrico. Os dados de entrada do algoritmo são uma região plana do modelo B-Rep

e seus dados de parametrização, que consistem no grau da malha gerada e nas informações de

subdivisão de cada curva da região. A subdivisão (ou discretização) de cada curva é fornecida

em um vetor de valores paramétricos, definidos nos limites de cada curva. Duas restrições são

consideradas para garantir a representação exata do modelo. Primeiro, o grau da malha deve ser

maior ou igual ao maior grau das curvas da região. A segunda restrição é que a discretização

de entrada das curvas deve conter todos os knots das curvas NURBS do modelo geométrico,
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permitindo que a inserção de knot e extração de Bézier sejam utilizadas para representar as

curvas NURBS por curvas de Bézier.

Uma vez disponíveis os dados de parametrização, os segmentos Bézier são obtidos

da seguinte forma:

1) Os graus das curvas NURBS são elevados ao grau desejado da malha; as curvas são

subdivididas usando inserção de knots.

2) Segmentos de Bézier são obtidos usando extração Bézier. A orientação de cada segmento

Bézier é herdada de seu ciclo correspondente na B-Rep.

O algoritmo de geração de malha consiste em quatro etapas:

1) Geração de malha poligonal: Esta etapa constrói a malha inicial de triângulos lineares

que define a topologia da malha. Aqui, todos os segmentos curvos da fronteira de entrada

são representados por suas respectivas cordas.

2) Elevação de grau e restauração da fronteira. Esta etapa eleva o grau da malha linear

para o grau desejado, e restaura a geometria exata das curvas de entrada.

3) Tratamento de singularidades. Esta etapa modifica localmente a topologia da malha

para evitar elementos com singularidades.

4) Suavização de alta ordem. Esta etapa melhora a qualidade dos elementos próximos às

arestas curvas através do procedimento de suavização de pesos e coordenadas dos pontos

de controle discutido na Seção 3.3.4.

Muitos algoritmos de malha estruturada geram elementos de alta ordem diretamente 119, 118, 117.

No entanto, no contexto de malhas não estruturadas, as malhas de alta ordem são comumente

construídas a partir de malhas poligonais82, 124, 88, 5.

A geração de malhas isogeométricas de triângulos de Bézier racionais, similar ao

algoritmo proposto, foi desenvolvida em outros algoritmos encontrados na literatura9, 5, 7. No

entanto, destacam-se importantes contribuições na abordagem desenvolvida nesta tese. Consi-

deramos os segmentos curvos na avaliação da função densidade utilizada na etapa de geração

da malha poligonal (Passo 1), que usualmente é processada sem receber nenhuma informação

do modelo geométrico, além das cordas dos segmentos. Além disso, o algoritmo inclui um

procedimento (Passo 3) para evitar a geração de elementos de alta ordem com singularidades,

um problema que não é discutido em outros trabalhos relacionados a modelos planos.

Além disso, a etapa de suavização de alta ordem (Passo 4) do algoritmo proposto

melhora a qualidade da malha, atuando não apenas nas coordenadas dos pontos de controle,
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mas também nos pesos destes, o que de fato foi feito no contexto de malhas 3D6, mas não em

malhas 2D, onde apenas os pesos dos pontos de controle foram suavizados5. Outra vantagem da

abordagem proposta é que essa etapa é executadas de forma eficiente, considerando subconjuntos

de elementos da malha localizados na vizinhança dos segmentos curvos. Um algoritmo para a

avaliação destes conjuntos disjuntos de elementos é apresentado em detalhes. Não se verifica na

literatura outra a abordagem que propôs a suavização local das coordenadas e pesos dos pontos

de controle baseadas na suavização por deformação da malha.

Figura 50 – Etapas do algoritmo proposto.

(a) Entrada de dados (modelo represen-
tado por cuvas de Bézier).

(b) Malha poligonal.

(c) Elevação de grau e restauração da
fronteira.

(d) Suavização de alta ordem.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, ressalta-se que a implementação da técnicas proposta é otimizada, escrita

em linguagem C++, sendo superior à implementação apresentada em Engvall e Evans5, escrita

em MATLAB, em ordens de magnitude em relação ao tempo de processamento. O desempenho

computacional é uma característica particularmente importante em aplicações que processam
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malhas repetidas vezes, como na otimização de forma estrutural8 e no contexto de análises

adaptativas80. A Figura 50 ilustra as etapas do algoritmo proposto para geração de uma malha

cúbica. Cada etapa do algoritmo é detalhada a seguir.

3.3.1 Geração de malha poligonal

Neste trabalho, a etapa de geração da malha poligonal é realizada por um algoritmo

de avan, ço de fronteira baseado na técnica desenvolvida por Miranda et al.78, e modificada neste

trabalho. As modificações propostas foram apresentadas inicialmente em Barroso et al.111 e são

detalhadas a seguir. Nesta técnica, a função de densidade dos elementos é definida por uma

quadtree auxiliar construída em função dos tamanhos das arestas do contorno de entrada, como

apresentado na Seção 3.1.5.

Contudo, este critério de refinamento é inadequado no caso de malhas de alta ordem,

quando há grande diferença entre os comprimentos da corda e do arco dos segmentos, como

ilustrado na Figura 51. Portanto, a seguinte modificação é realizada para avaliação de uma função

densidade mais adequada para geração de malhas de alta ordem. A quadtree é refinada se

qside > lce, lce = sl−β dl (3.12)

onde sl = ∥p2−p1∥, sendo p1 e p2 os pontos extremos do segmento, β é um coeficiente de

ajuste, e dl é a flecha central do segmento, calculada por:

dl = n̂ · (c(tm)− sm), (3.13)

onde n̂ é um vetor unitário perpendicular à corda do segmento, dado por:

n̂ =

 0 1

−1 0

 p2−p1

||p2−p1||
; (3.14)

e tm é o centro do intervalo paramétrico onde o segmento é definido na curva NURBS c(t). O

valor lce é limitado no intervalo sl[0.5,1.5] para evitar variações excessivas, que podem resultar

inclusive em valores negativos.

Equação (3.12) objetiva a definição de de uma função densidade que leve em conta a

deflexão das arestas curvas. É importante notar que dl < 0 para segmentos côncavos, dl > 0 para

segmentos convexos e dl = 0 para segmentos retos, que é o valor padrão usado no algoritmo

original (veja exemplos na Figura 51). A orientação do segmento é dada pelos ciclos adjacentes a
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ele. No caso de arestas internas de restrição, onde ambas as orientações são consideradas durante

a geração da malha, adota-se dl = 0 para evitar um baixo valor de tamanho de elemento para o

segmento côncavo. O efeito Equação (3.12) na qualidade dos elementos é discutido em mais

detalhes na Seção 3.4.

Figura 51 – dl medida em segmentos côncavos e convexos.

(a) Caso côncavo. (b) Caso convexo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale ressaltar que critérios adicionais podem ser adotados na construção da função

densidade, por exemplo, quando um mapa de tamanhos definidos pelo usuário é especificado

ou quando um critério de curvatura é considerado, como no caso da geração de malha de

superfícies paramétricas. Contudo, os resultados obtidos utilizando apenas o critério proposto

foram satisfatórios, como mostrado em Barroso et al.10 ou no Capítulo 5, não sendo necessários

a consideração de critérios adicionais.

Em seguida, é realizada a inserção dos triângulos no domínio. Nesta etapa, cada

segmento curvo é considerado como sua respectiva corda. O processo de geração é divido em

duas fases, o processamento geométrico e o processamento topológico. Na fase geométrica, a

fronteira inicial é armazenada na lista de arestas ativas Lact , que é processada em seguida para

geração de triângulos. No processamento de uma aresta, o ponto médio da aresta é localizado

na quadtree, e o tamanho da célula é utilizado para posicionar o vértice candidato ideal para

definição de um triângulo. O candidato é posicionado perpendicularmente à aresta base, partindo

do ponto médio da aresta com distância igual ao tamanho da célula da quadtree. Do ponto ideal, é

definida uma região ótima para busca de vértices existentes, com raio igual a 85% do tamanho da

célula. Pontos que estejam muito próximos da aresta base, com distância perpendicular à aresta

base menor que 1/10 do comprimento da base, são rejeitados. Este procedimento é ilustrado na

Figura 52.
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Figura 52 – Seleção de vértice ideal para criação de novo triângulo

Região Ótima

H = Lado da célula da quadtree

A M B

Vértices Candidatos

v1 v2

Vértices Rejeitados

R

Região Rejeitada

v3

v4

v5

AB/10

vq

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os vértices existentes que atenderem aos requisitos são ordenados segundo o critério

de Delaunay (maior ângulo). Se nenhum vértice for selecionado, o vértice candidato ideal é

adicionado. É verificado se um triângulo válido pode ser gerado, com a aresta base e os vértices

selecionados. Um triângulo válido é aquele que não intersecta a fronteira atual.

Devido às restrições impostas, é possível que algumas arestas da fronteira não gerem

triângulos válidos. Neste caso, a aresta é adicionada à lista de arestas rejeitadas Lrec. Ao final

do processamento da Lact , as arestas rejeitadas são reinseridas em Lact e o processamento

geométrico é realizado novamente. A motivação desta etapa é de que foi observado que algumas

arestas rejeitadas podem vir a atender às restrições e conseguir gerar triângulos em uma segunda

tentativa.

Na sequência, o processamento topológico é realizado. As arestas rejeitadas são

processadas sem a consideração das restrições descritas anteriormente e sem a inserção de novos

pontos, caracterizando um problema de Triangulação por Avanço de Fronteira. Um domínio

válido é obtido ao final do processo.

É importante destacar o elevado custo computacional dos procedimentos descritos

caso os testes geométricos sejam realizados de forma não otimizada, considerando todos os

vértices e arestas da fronteira. Assim, neste trabalho utilizou-se uma KDTree125 para otimizar as

buscas dos vértices e arestas, evitando cálculos desnecessários. A KDTree é construída utilizando

os vértices da fronteira, com profundidade máxima igual ao número de vértices. A dimensão e

o valor numérico escolhidos em cada particionamento é determinado recursivamente, sendo a

direção aquela com maior variância, e a posição a média das coordenadas dos pontos no interior

da célula na direção escolhida. A Figura 53 ilustra a KDTree obtida para várias profundidades.
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Figura 53 – Decomposição do domínio usando KDTree.

(a) Pontos da Fronteira. (b) Nível 1. (c) Nível 2.

(d) Nível 3. (e) Nível 4. (f) Nível 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, são aplicadas 5 iterações de técnicas de melhoramento de malhas, a

Suavização Laplaciana e o Back-tracking. As iterações são executadas em conjunto, primeiro

realiza-se a iteração da Suavização Laplaciana e em seguida a iteração do Back-tracking.

A Suavização Laplaciana78 é uma técnica de suavização de malhas baseada na

reposição dos vértices. Em cada iteração são avaliadas novas posições para os vértices das malha,

exceto os vértices pertencentes ao contorno, de acordo com:

pv = pv +φ
∑

m
i=1 w̃i,v(pi−pv)

∑
m
i=1 w̃O

i
(3.15)

onde pv é o vértice modificado, φ é um coeficiente de ajuste, m é o número de vértices adjacente

ao vértice v, pi é o iésimo vértice adjacente ao vértice v, w̃i,v é o peso adotado na contribuição

da aresta (pv,pi). Neste trabalho foi adotado os valores w̃i,v = 1.0 e φ = 0.5, semelhante ao da

referência original78.

O Back-tracking78, 126 é uma técnica de melhoramento que consiste na remoção de

elementos de baixa qualidade e seus vizinhos, seguida pela geração de uma nova malha na região

removida. A Figura 54 ilustra o procedimento.
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Figura 54 – Processamento de uma iteração do Back-tracking

Fonte: Modificado de Miranda et al. (1999).

O procedimento é aplicado a todos os elementos da malha classificados como de

baixa qualidade. Neste trabalho, a qualidade dos triângulos é mensurada pela métrica:

Ts =

√
3

4
L2

m
AT

, (3.16)

onde Lm é o comprimento médio da aresta:

Lm =

√√√√1
3

3

∑
i=1

L2
i , (3.17)

em que Li é o comprimento da i-ésima aresta do triângulo e AT é a área do triângulo. A métrica

Ts varia no intervalo [0,1], atingindo valor máximo para triângulos equiláteros.

Assim, um elemento é classificado como ruim se Ts < qmin, sendo qmin a qualidade

mínima admitida. A cada iteração do Back-tracking, considera-se um limite de qualidade qmin

variando linearmente entre 0.67 e 0.85.

No remalhamento da região removida, são consideradas 2 regiões candidatas para

substituição desta. Uma é a malha obtida via triangulação por avanço de fronteira, que é realizada

aplicando a etapa de processamento topológico do método, onde não há a geração de novos

vértices. A outra é a malha obtida pelo próprio algoritmo de geração de malha, utilizando

a mesma quadtree avaliada inicialmente. Neste caso, novos vértices podem ser gerados. É

escolhida a malha com maior valor de qualidade para os piores elementos. A Figura 55 ilustra as

malhas geradas para um caso de aplicação do Back-tracking.

Finalmente, é importante notar que qualquer algoritmo de geração de malhas trian-

gulares que seja conforme à discretização de entrada pode ser utilizado.
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Figura 55 – Regiões candidatas avaliadas na etapa de Back-tracking: (a) Região inicial; (b)
Triangulação; (c) Geração de malha.

(a) min(Ts) = 0.26. (b) min(Ts) = 0.66. (c) min(Ts) = 0.57.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.2 Elevação de grau e restauração da fronteira

Após obter uma boa malha poligonal, o algoritmo de Elevação de Grau é aplicado

a cada triângulo da malha para construir uma malha inicial de alta ordem. A estrutura de

dados usada para armazenamento da malha deve ser considerada na implementação desta etapa.

Inicialmente, são determinados os pontos de controle interno das arestas, que são curvas Bézier

de grau p. Em seguida, são calculados os pontos de controle internos de cada triângulo de Bézier

de grau p, e também é avaliada a incidência dos pontos de controle pertencentes às arestas do

elemento. Em ambos os casos, por se tratar de geometrias poligonais, a elevação de grau pode

ser realizada por interpolação linear a partir dos vértices dos cantos do triângulo, onde os pontos

de controle internos são distribuídos uniformemente no espaço paramétrico. Finalmente, os

segmentos curvos associados a fronteira de entrada, dada pelo modelo geométrico, são atribuídos

aos elementos correspondentes adjacentes às arestas de entrada, conforme ilustrado na Figura 56.

Figura 56 – Restauração da fronteira realizada em um triângulo de Bézier cúbico.

(a) Elemento após elevação de
grau.

(b) Elemento após restauração da
fronteira.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.3.3 Tratamento de singularidades

Após a geração da malha de alta ordem inicial, é avaliada a presença de singularidades

que eventualmente se manifestem nos pontos de controle (ou vértices) de canto dos triângulos.

Em elementos adjacentes a duas arestas curvas, o Jacobiano do elemento tende a zero nos

vértices de canto que conectem dois segmentos curvos, quando o ângulo entre esses segmentos

se aproxima de 180◦, conforme mostrado na Figura 57 (b). É importante ressaltar que a

convergência ótima da AIG só pode ser alcançada se o determinante da matriz Jacobiana se

tornar constante com o refinamento do modelo127, 5, o que não pode ser garantido neste caso.

Figura 57 – Procedimento de divisão em quatro elementos aplicado a elementos adjacentes a
duas arestas curvas da entrada.

(a) Detecção da singularidade. (b) Jacobiano de um elemento com singu-
laridade.

(c) Novos elementos sem singu-
laridade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste trabalho, um ângulo limite θc = 155◦ é adotado para detectar a anomalia. Este

valor foi testado com sucesso em vários exemplos. Após a detecção deste problema, as seguintes

modificação locais na malha são realizadas para remover a singularidade. Elementos adjacentes

a duas arestas de entrada são agrupados com o elemento vizinho de sua aresta interna, e divididos

em quatro elementos. O novo vértice de canto, compartilhado por todos os novos triângulos, está

localizado no meio do borda colapsada. Figura 57 ilustra este procedimento. Outro caso atípico

ocorre quando um elemento é adjacente a três arestas de entrada, que pode ocorrer quando são

considerados ciclos de restrições fechadas. Neste caso, o elemento é dividido em três, como

mostrado na Figura 58.

É importante notar que o problema da singularidade não pode ser solucionado sem

alterar a topologia da malha localmente, mesmo que um processo de realocação nodal via

otimização seja realizado. Este problema também é discutido no contexto de geração de malha

isogeométricas de tetraedros, hexaedros, cunhas e pirâmides de Bézier por Engall e Evans6.
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Figura 58 – Procedimento de divisão em três elementos aplicado a elementos adjacentes a três
arestas curvas da entrada.

(a) Segmenos de restrições de en-
trada.

(b) Detecção da singularidade. (c) Novos elementos sem singulari-
dade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.4 Suavização de malhas de alta ordem

Garantir a validade das malhas é um problema de maior complexidade na área

da geração de malhas de alta ordem. Elementos inválidos ou de baixa qualidade podem ser

gerados durante uma etapa de restauração da fronteira, onde arestas retas são substituídas por

segmentos curvos. A garantia da validade tende a ser mais complexa à medida que a curvatura

dos segmentos e o grau dos elementos aumentam. Assim, esquemas de deformação de malhas

são adotados em muitos trabalhos para mitigar este problema.

Na suavização por elasticidade (SE), uma análise elástica é realizada considerando

deslocamentos prescritos nos nós (ou pontos de controle) do contorno, de modo a movê-los de

uma configuração reta para uma configuração curva dada pelo modelo geométrico. Análises line-

ares são geralmente empregadas114, 115, mas o uso de análises lineares incrementais128, análises

elásticas não lineares129, 106 e análises termoelásticas116, também é considerado na literatura. As

duas últimas metodologias, em comparação com a abordagem de análise linear, são mais eficazes

e produzem malhas com melhor qualidade, mas possuem maior custo computacional. A Figura

59 ilustra um exemplo de aplicação da suavização por elasticidade linear. Pode-se observar que

a malha sem aplicação da SE é inválida, pois ocorre o cruzamento de arestas do elemento e,

além disto, o posicionamento incorreto dos pontos de controle do interior do elemento resulta na

expansão do modelo para além da fronteira estabelecida.
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Figura 59 – Substituição do contorno de uma malha quártica: (a) com suavização por elasticidade
e (b) sem suavização por elasticidade.

Pontos de controle do contorno do elemento
Pontos de controle do interior do elemento

(a) Sem SE. (b) Com SE.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A suavização dos pesos (SP) dos pontos de controle é uma abordagem análoga que

visa evitar a variação brusca dos pesos no domínio5. Neste caso, uma análise de transferência de

calor em regime permanente é realizada usando os pesos dos pontos de controle do contorno

como temperatura prescrita, suavizando assim os pesos internos da malha. Embora uma variação

excessiva dos pesos não resulte em elementos inválidos, ela afeta diretamente o mapeamento

paramétrico e a qualidade do elemento, e pode inibir as taxas de convergência ótimas em

aplicações de elementos finitos108. A Figura 60 e a Figura 61 mostram o efeito da suavização de

peso em W e |J|.

Figura 60 – Efeito da suavização dos pesos em W .

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 61 – Efeito da suavização dos pesos em |J|.

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A etapa de suavização de alta ordem (SAO) proposta é realizada em dois passos.

Primeiro, os pesos dos pontos de controle são suavizados usando a abordagem de transferência

de calor descrita. Em seguida, é realizada uma análise elástica linear sobre a malha com os pesos

modificados, suavizando as coordenadas dos pontos de controle. A análise linear é escolhida,

em detrimento de alternativas mais sofisticadas, para preservar a eficiência computacional do

algoritmo proposto.

Mesmo que a análise linear seja adotada, o custo computacional da etapa SAO é alto

em comparação a etapa de geração da malha poligonal. Se forem empregados métodos diretos

de solução de sistemas lineares, a análise elástica tem complexidade O(N3), enquanto a geração

da malha poligonal pode ser implementada com complexidade O(N logN). O alto custo da SAO

pode limitar o uso do algoritmo proposto em algumas aplicações, como na otimização de forma,

especialmente quando algoritmos heurísticos (e.g. algoritmos genéricos ou nuvem de partículas)

são usados.

Por outro lado, um número considerável de elementos da malha apresentam des-

locamentos desprezíveis. A Figura 62 mostra um exemplo da aplicação da suavização por

elasticidade, e o campo de deslocamentos obtido. Pode-se observar que apenas os elementos

próximos às bordas curvas do contorno apresentam deslocamentos significativos, enquanto os

demais apresentam valores pequenos ou até desprezíveis. Este comportamento é análogo ao

observado na suavização dos pesos. Portanto, neste trabalho ambas, as análises são realizadas

localmente, reduzindo drasticamente o custo computacional da etapa SAO, como discutido a

seguir.
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Figura 62 – Exemplo de aplicação da suavização por elasticidade e os dos deslocamentos ob-
tidos a partir da análise linear. Apenas a vizinhança de arestas curvas apresentam
deslocamentos relevantes.

(a) Malha após a suavização por elasticidade. (b) Magnitude dos deslocamento.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.4.1 Análise Linear Localizada

Busca-se encontrar um conjunto de elementos F da malha para processar análises

lineares localmente. Um subconjunto Ec das arestas de entrada Eb é avaliado, e os elementos

adjacentes aos seus vértices formam um conjunto inicial de elementos F i (Na Figura 62 (a),

F i corresponde aos elementos marcados). Em seguida, F i é expandido adicionando todos os

elementos adjacentes a seus vértices. Este processo é repetido (α−1) vezes (α = 1 =⇒ F =F i),

onde α é o grau de adjacência, um parâmetro de entrada.

No caso da análise elástica linear, as arestas curvas são selecionadas para formar F i.

Uma aresta é classificada como curva se o comprimento do seu polígono de controle não for igual

à sua corda. Uma tolerância de 1% é adotada para verificar essa condição. Na análise térmica,

apenas arestas racionais são selecionadas, ou seja, arestas com pesos não unitários (wi ̸= 1).

A Figura 63 demonstra a aplicação das etapas discutidos para encontrar os elementos

considerados na SAO. O conjunto de elementos F para cada análise geralmente possui grupos

disjuntos de elementos, que devem ser analisados separadamente. A avaliação de cada grupo

é realizada com uma estrutura de dados de sub-malha e sub-aresta. Essas estruturas estão

diretamente relacionadas à estrutura topológica de faces e arestas da malha.
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Figura 63 – Etapas para encontrar o conjunto de elementos processados na SAO (α = 2).

(a) Arestas do contorno (Eb). (b) Segmentos curvos selecionados (Ec).

(c) conjunto inicial de elementos (F i). (d) conjunto final de elementos (F).

3.3.4.2 Discussão sobre a implementação

A classe sSubMesh armazena as informações necessárias para o processamento

da análise linear: uma lista de elementos (ElemList), que contém os elementos usados na

simulação local, e uma lista de arestas da sub-malha (ExtEdge), onde são definidas as condições

de contorno. A classe sSubMeshEdge tem referências a elementos adjacentes nas orientações no

sentido horário (cwsm) e anti-horário (ccwsm), semelhante à estrutura winged-edge (ver Figura

34), e também uma referência à aresta da malha correspondente. A Figura 64 mostra o diagrama

de classes UML da estrutura de dados da sub-malha.

Figura 64 – Diagrama de classes da estrutura de dados de sub-malha.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A avaliação das sub-malhas existentes se baseia na estratégia usada para a estrutura

de dados de conjuntos disjuntos125. O operador MakeSet inicializa um objeto de sub-malha
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para cada elemento em F , inserindo cada objeto sSubMeshEdge correspondente das arestas do

elemento em ExtEdge, conforme apresentado no algoritmo ilustrado no Quadro 2.

Quadro 2 – Pseudocódigo do operador MakeSet.

Entrada: Elemento da malha elm;
Arestas da sub-malha adjacentes ao elemento Ead j;

Saída : Sub-malha sm inicializada;

1 sm.ElemList.adicionar(elm);

2 para cada ei em Ead j faça
3 sm.ExtEdge.adicionar(ei);

4 se AdjacenteAntihorário(ei.edg,elm) então
5 ei.ccwsm ← sm;
6 senão se AdjacenteHorário(ei.edg,elm) então
7 ei.cwsm ← sm;
8 fim

Fonte: Elaborada pelo autor.

Após a construção inicial, as arestas internas que dividem duas sub-malhas são

identificadas, verificando se ambas as referências ccwsm e cwsm existem. O operador Union

é aplicado a cada sSubMshEdge interna, resultando em um conjunto de sub-malhas disjuntas.

O Quadro 3 mostra o algoritmo do operador de União, onde as listas ElemList e ExtEdge da

sub-malha de saída são atualizadas adequadamente. É importante notar que uma sSubMeshEdge

pode armazenar referências para o mesmo objeto em ccwsm e cwsm (esta situação ocorre na

Figura 65 (g)). Nesse caso, a operação Union é interrompida.

Quadro 3 – Pseudocódigo do operador Union.

Entrada: Sub-malhas sm1, sm2;
Aresta de sub-malha adjacente ea;

Saída : União sm1∪ sm2 armazenada em sm1;

1 sm1.ExtEdge.remover(ea);
2 sm2.ExtEdge.remover(ea);

3 se ei.ccwsm = ei.cwsm então retorne;

4 sm1.ElmList.adicionar(sm2.ElmList);
5 para cada ei in sm2.ExtEdg faça
6 if ei.ccwsm = sm2 then
7 ei.ccwsm← sm1
8 else if ei.cwsm = sm2 then
9 ei.cwsm← sm1

10 fim
11 sm1.ExtEdge.adicionar(sm2.ExtEdge);
12 sm2.ElmList.esvaziar();

Fonte: Elaborada pelo autor.



97

O algoritmo completo para a avaliação de sub-malhas é apresentado no Quadro 4. A

rotina SelecionarArestas avalia um conjunto de arestas de acordo com os critérios discutidos

anteriormente. Vale ressaltar que qualquer conjunto de elementos pode ser passado como entrada.

Um exemplo de aplicação do algoritmo é mostrado na Figura 65.

Quadro 4 – Pseudocódigo do algoritmo para avaliar sub-malhas.

Entrada: Lista de arestas do contorno Eb;

Saída : Lista com todas as sub-malhas Msub;
Lista com todas as arestas das sub-malhas Esub;

// Forma o conjunto inicial de elementos F i.
1 Ec← SelecionarArestas(Eb);
2 F ← Ec.vertices.ElementosAd jacentes;

// Expande F i para F.
3 para i = 1 até α faça F.adicionar(F.ElementosAd jacentes);

// Inicialização das listas Msub e Esub.
4 para cada elm in F faça
5 Ead j← elm.SubArestasAd jacentes;
6 Esub.adicionar(Ead j);
7 Msub.adicionar(MakeSet(elm,Ead j));
8 fim

// Avalia as sub-malhas disjuntas.
9 para cada ei in Esub faça

10 se ei.ccwsm e ei.cwsm existem então
11 Union(ei.ccwsm,ei.cwsm);
12 se ei.ccwsm.ElmList = ∅ então
13 Msub.remove(ei.ccwsm)
14 senão se ei.cwsm.ElmList = ∅ então
15 Msub.remove(ei.cwsm)

16 fim

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 65 – Aplicação do algoritmo mostrado no Quadro 4 a um conjunto de 24 elementos,
resultando em duas sub-malhas com 8 e 16 elementos.

(a) Sub-malhas iniciais. (b) 4 uniões processadas. (c) 8 uniões processadas. (d) 12 uniões processa-
das.

(e) 16 uniões processa-
das.

(f) 20 uniões processadas. (g) 23 uniões processa-
das.

(h) Sub-malhas finais.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma vez que as sub-malhas são determinadas, a análise linear é realizada em cada

uma delas. Esta etapa pode ser realizada em paralelo diretamente, já que não há repetição

de elementos ou pontos de controle entre as sub-malhas. As condições de contorno adotadas

em cada sub-malha são valores prescritos aplicados aos pontos de controle das arestas da lista

ExtEdge. Vale notar que as condições de contorno também são aplicadas aos vértices e arestas de

restrições. Um software acadêmico de análise de elementos finitos desenvolvido no Laboratório

de Mecânica Computacional e Visualização é empregado para processamento das análises

elásticas e térmicas, e suas rotinas estão disponíveis no PMGen.

3.4 Métricas de qualidade

As métricas de qualidade são medidas utilizadas para avaliar a qualidade dos ele-

mentos de uma malha. Embora seja importante considerar os resultados numéricos derivados da

aplicação de uma malha, é aceito na literatura que elementos com distorções excessivas, como

triângulos com ângulos elevados, diminuem a precisão das simulações numéricas. Portanto,

métricas baseadas na geometria dos elementos são comumente usadas no contexto de geração e

melhoramento de malhas.

No caso de elementos de alta ordem, as métricas de qualidade são mais complexas

devido ao mapeamento não linear existente entre o espaço de referência e o espaço físico do

elemento, onde podem existir distorções localizadas no espaço do elemento. A matriz Jacobiana é

comumente usada na definição de métricas para elementos de alta ordem, devido às informações

geométrica que contém.

A razão entre o Jacobiano mínimo e máximo no elemento, conhecido na literatura

como scaled Jacobian, é uma métrica usada em muitos trabalhos82, 114, 115, 116, 5:

Qe
j =

Je
min

Je
max

, (3.18)

onde Je
min e Je

max são o menor e o maior valor do Jacobiano dentro do elemento, e Qe
j = 0 se

Je
min ≤ 0. Grandes variações no Jacobiano diminuem o desempenho de um elemento, mesmo se

J > 0. No entanto, um elemento extremamente distorcido pode mostrar pequena ou nenhuma

variação em |J|108.

Por outro lado, existem métricas baseadas no Jacobiano para elementos lineares, que

podem ser usadas para definir métricas de alta ordem e, neste caso, avaliam distorções de forma

eficaz130, 85, 88. Considere a métrica de elementos triangulares dada pela Equação (3.16). Knupp
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mostrou que esta métrica linear pode ser avaliada usando a matriz Jacobiana 131, ou seja,

Tj =

√
3γ

λ11 +λ22−λ12
, (3.19)

onde λ11, λ22 e λ12 são os componentes do tensor métrico A = JT J e γ =
√

λ11 λ22−λ 2
12.

A Equação (3.19) pode ser usada em elementos triangulares de alta ordem para

avaliar sua qualidade em cada coordenada paramétrica (ξ ,η). Assim, uma possível métrica de

qualidade para o elemento consiste no menor valor de Tj no seu interior, ou seja,

Je
ts = min

(ξ ,η)
(Tj). (3.20)

Duas métricas para avaliação global de malhas são definidas a partir de Je
ts, o menor Je

ts da malha:

Jts = min
e

(Je
ts), (3.21)

e o valor médio de Je
ts da malha:

Jm
ts =

n̂
∑

e=1
Je

ts

n̂
, (3.22)

onde n̂ é o número de elementos da malha.

É importante notar que Je
ts é igual a Ts para elementos lineares. Assim, Jts é adequado

tanto para elementos de alta ordem quanto para elementos lineares, não sendo necessário

combinar duas métricas distintas para obter uma métrica combinada, como feito em 83. Além

disso, para uma dada malha, Jts não muda quando realizado refinamento uniforme (no espaço

paramétrico) e representa um limite inferior para qualquer malha obtida desta forma. Em

contraste, o comportamento esperado do scaled Jacobian é convergir para 1 quando realizado

refinamento uniforme (somente para refinamento-h). Por fim, destacam-se abordagens na

literatura que definem métricas de alta ordem integrando métricas lineares, ao invés de avaliá-las

em um conjunto de pontos no domínio do elemento85. Essas abordagens foram aplicadas com

sucesso no contexto de otimização de malhas88 e malhas móveis91.

Nos algoritmos de avanço de fronteira, o processo de geração de malha é guiado

por funções densidade que visam criar triângulos de alta qualidade, principalmente na fronteira

da geometria. Entretanto, no caso da geração de malhas de alta ordem, a altura do triângulo

estabelecida pela função densidade não leva em consideração o efeito da aresta base curva,

pois em geral a etapa de geração de malha poligonal é realizada separadamente, sem nenhuma

consideração da aresta curva.
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Por outro lado, neste trabalho, a função densidade usada na geração da malha

poligonal é modificada (Equação (3.12)) para levar em consideração as arestas curvas, conforme

discutido na Seção 3.3.1. Para mostrar a importância dessa modificação, considere triângulos

formados por duas linhas e uma base reta, duas linhas e uma base circular côncava e duas linhas

e uma base circular convexa, onde o ângulo das bases é de 90
◦
. A Figura 66 mostra as métrica Je

ts

para os três casos, varian, do a localização do vértice oposto à base, e também mostra os triângulos

que apresentam as maiores métricas. Pode-se notar que existe uma grande diferença nas alturas

ideais hb que maximizam a métrica Jts nos três casos.

Figura 66 – Jts dos triângulos com base reta e duas bases circulares.

(a) Aresta linear (hb ≃
0.87∗ corda).

(b) Aresta convexa (hb ≃ 1.38 ∗
corda).

(c) Aresta concava (hb ≃ 0.48 ∗
corda).

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 67 mostra a variação da métrica Je
ts para triângulos isósceles de base circular

com arco θ , considerando três regras diferentes para avaliação da altura do triângulo. A primeira

regra é a melhor altura para cada θ , a segunda regra é o comprimento lce definido na Equação

(3.12), e a terceira regra é a corda da curva, que é comumente adotado por algoritmos de geração

de malha poligonal, como o apresentado por Barroso e colaboradores111. Os resultados para

a altura igual a lce são melhores em comparação ao terceiro caso. Assim, malhas de maior

qualidade são esperadas quando, na construção da quadtree, são utilizados os comprimentos lce,

ao invés dos comprimentos usados no algoritmo padrão. Vale notar que essa modificação afeta

apenas um dos critérios utilizados na definição da função densidade, portanto é difícil avaliar o

impacto da modificação proposta em casos práticos.
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Figura 67 – Valores de Jts por curvatura θ da base circular de triângulos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, é importante notar que a qualidade dos elementos racionais é afetada

não apenas pelas coordenadas dos pontos de controle, mas também pelos pesos dos pontos de

controle. A etapa de suavização de pesos discutida na Seção 3.3.4 evita a perda de qualidade dos

elemento ao considerar pesos unitários em todos os pontos de controle internos (ver Figura 60).

A eficácia da suavização de peso nas métricas Qe
j e Je

ts é mostrada na Figura 68 e na Figura 69.

Figura 68 – Efeito da suavização dos pesos em Qe
j.

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 69 – Efeito da suavização dos pesos em Je
ts.

(a) Sem SP. (b) Com SP.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.5 Geração de malhas em superfícies aparadas

Neste seção, é discutida a geração de malhas de superfícies aparadas. Os algoritmos

apresentados anteriormente para domínios planos são adaptados para o caso de geração de

malhas no espaço paramétrico de superfícies NURBS. O processo proposto consiste em quatro

etapas, como é ilustrado na Figura 70.

Figura 70 – Geração de malhas em superfície aparadas

Subdivisão das curvas
Mapeamento da subdivisão para 

o espaço paramétrico (ξ,η)

Mapeamento da malha para 
o espaço cartesiano (x,y,z,w)

Geração da malha no espaço 
paramétrico

Curvas de aparo

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O método proposto parte de uma superfície NURBS aparada representada por um

modelo B-Rep, onde cada região possui uma superfície NURBS associada e um conjunto de

curvas de contorno definidas explicitamente. O modelo geométrico contém as curvas do contorno

externo e as curvas de aparo. As curvas do contorno externo herdam a geometria das curvas de

contorno da superfície NURBS, portanto são definidas por curvas NURBS convencionais em

3D. No caso das curvas de aparo, estas são definidas por curvas NURBS no espaço paramétrico

da superfície. A topologia das curvas de aparo é dada por arestas no espaço cartesiano onde os

vértices inicias e finais são obtidos avaliando os pontos extremos das curvas de aparo. Os ciclos

são definidos da mesma forma que no caso plano.

Apesar das particularidades das curvas, as subdivisões (ou discretizações) destas são

definidas da mesma forma que apresentado anteriormente nos modelos planos, utilizando vetores

de valores paramétricos. Os segmentos de Bézier são obtidos aplicando os algoritmos de inserção

de knots e elevação de grau. Em seguida, os segmentos do contorno externo são mapeados para

o espaço paramétrico da superfície. Neste etapa, cada segmento é representado por uma reta

ortogonal correspondente no espaço paramétrico, de mesmo grau atribuído na discretização. As

curvas de aparo não são mapeadas, pois já estão escritas em (ξ ,η).

Em seguida, um algoritmo de geração de malhas é empregado para obtenção da

malha de elementos no espaço paramétrico, onde o grau dos elementos da malha é compatível

aos graus atribuídos ao contorno. É importante notar que neste caso, os algoritmos de geração

de malhas de superfície buscam gerar elementos de boa qualidade no espaço Cartesiano, e não

no espaço paramétrico. Assim, elementos muito distorcidos no espaço paramétrico, podem

corresponder a elementos de boa qualidade no espaço Cartesiano, como observado na Figura

70. Isto também evidencia que não é possível aplicar os algoritmos planos nesta etapa de forma

direta, sem adaptações.

Por fim, os elementos descritos no espaço paramétrico devem ser mapeados para

o espaço Cartesiano. Esta etapa é realizada através do procedimento de ajuste descrito a

seguir. Os pontos de controle de canto dos elementos são obtidos diretamente pela equação da

superfície base, pois tais pontos são interpoladores nos elementos. Os pontos de controle das

arestas são ajustados através da Equação (2.49), considerando amostras distribuídas de forma

equidistante no espaço paramétrico da curva. As amostras são avaliadas pela curva de Bézier

correspondente no espaço paramétrico, com coordenadas (ξ ,η), e depois avaliadas no espaço

Cartesiano pela equação da NURBS, onde passam a ter coordenadas (x,y,z,w). Finalmente, o
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mesmo procedimento é realizado para os pontos de controle internos dos elementos. As arestas

de curvas do contorno externo não precisam ser avaliadas, pois já são definidas inicialmente no

espaço Cartesiano.

Para elementos triangulares com geometria poligonal no espaço paramétrico e que

tenham grau (p+q), onde o p × q é o grau da superfície NURBS, o procedimento de ajuste

descrito acima resulta em elementos com geometria exata. No caso dos elementos quadrilaterais

com geometria poligonal no espaço paramétrico, as arestas destes elementos precisam ter grau

(p+q) no caso geral, portanto, estes também precisam ter grau (p+q) nas duas direções para

garantir a geometria exata. Por outro lado, em casos onde as arestas dos elementos são paralelas

aos eixos ξ e ζ da superfície NURBS, os elementos quadrilaterais de grau p × q representam a

geometria exata.

Nos casos onde existem elementos que não tenham geometria poligonal no espaço

paramétrico, pode ser necessário considerar graus de elementos excessivamente elevados para

garantir a representação exata no espaço Cartesiano, como descrito para o caso de curvas de

aparo na Seção 2.6. Assim, embora seja inadequado a utilização de graus muito elevados na

prática, a geometria exata pode ser obtida pelo procedimento proposto desta forma.

Vale destacar que o procedimento de geração de malhas descrito pode ser realizado

inclusive em modelos com múltiplas regiões, onde as curvas do modelo são discretizadas a

priori, e as malhas são geradas para cada região individualmente. A seguir, são discutidas as

adaptações realizadas nas técnicas de geração de malhas planas para serem utilizadas no caso

das superfícies paramétricas.

3.5.1 Adaptações para geração de malhas estruturadas

As técnicas de mapeamento transfinito discutidas na Seção 3.2 podem gerar malhas

de superfícies quando curvas de contorno no espaço 3D são utilizadas. No caso de superfícies

aparadas, em casos mais simples, o modelo pode ser particionado manualmente em regiões

quadrilaterais ou triangulares, permitindo que a técnica seja aplicada em cada partição.

Entretanto, as superfícies de Coons não podem representar superficies NURBS de

forma exata, o que resulta em erros adicionais na aproximação da geometria. Portanto, neste

trabalho a técnica de mapeamento transfinito é aplicada no espaço paramétrico da superfície, e

em seguida, as malhas são mapeadas para o espaço Cartesiano, como discutido na seção anterior.
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3.5.2 Geometria diferencial

Na geração de malhas não estruturadas de superfícies paramétricas132, 133, 134, é

necessário relacionar comprimentos e ângulos existentes no espaço paramétrico a comprimentos

e ângulos correspondentes no espaço Cartesiano. Também é importante mensurar a variação do

vetor normal ao longo da superfície, o que pode ser estimado a partir da curvatura da superfície.

Estes são problemas tratados pela Geometria Diferencial, no estudo de métricas de superfícies.

Uma breve apresentação das formulações matemáticas utilizadas é realizar a seguir.

Uma superfície paramétrica s(ξ ,η) possui propriedades que variam, no caso geral,

ao longo do espaço paramétrico onde é definida. A primeira forma fundamental (I) de s, em um

ponto (ξ ,η) qualquer da superfície, é avaliada por:

I=

E F

F G

 , (3.23)

onde

E = tξ · tξ , F = tξ · tη , G = tη · tη , (3.24)

sendo tξ e tη os vetores gradientes da superfície em cada direção paramétrica.

Dado um vetor p no espaço paramétrico, a rotação em 90◦ deste vetor no plano

tangente da localidade correspondente no espaço cartesiano, é calculada por:

pr =

−F −G

E F

 p. (3.25)

Dado um vetor q = (ξq,ηq)
T , o valor escalar s tal que o módulo do vetor qs = sq

tenha comprimento c no espaço cartesiano é dado por:

s =
c√

E ξ 2
q +2F ξq ηq +Gη2

q

. (3.26)

A Figura 71 ilustra os dois procedimentos.
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Figura 71 – Rotação e escala de vetores no espaço Cartesiano da superfície.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A segunda forma fundamental (II) de S, em um ponto (ξ ,η) da superfície, é avaliado

por:

II=

L M

M N

 , (3.27)

onde

L =
∂ tξ

∂ξ
· ñ, M =

∂ tξ

∂η
· ñ, N =

∂ tη

∂η
· ñ, (3.28)

sendo ñ = tξ × tη o vetor normal ao plano tangente da localidade. A segunda forma fundamental

pode ser utilizada para avaliar a curvatura Gaussiana (κg) e curvatura média (κm):

κg =
LN−M2

E G−F2 , κm =
LG−2M F +N E

2(E G−F2)
. (3.29)

Finalmente, as curvaturas principais κp1 e κp2 da superfície são obtidas por:

κp1 = κm +
√

κ2
m−κg, κp2 = κ

2
m−

√
κ2

m−κg. (3.30)

3.5.3 Adaptações na função densidade

Na geração de malhas de superfícies, a função densidade pode ser definida no

espaço paramétrico da superfície ou diretamente no espaço Cartesiano. Na primeira estratégia,

malhas auxiliares planas, como por exemplo quadtrees, podem ser adotadas132, 133. Na segunda

estratégia, malhas auxiliares volumétricas podem ser consideradas134, 80.

Neste trabalho, a função densidade adota para geração de malhas de superfícies

aparadas é dada por uma quadtree definida no espaço paramétrico da superfície. Na geração
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dos modelos planos, a densidade ou tamanho dos elementos de uma posição (x,y) do domínio é

dado pelo lado da folha da quadtree que contém a posição. O tamanho do lado da folha depende

de sua profundidade na árvore e do tamanho da célula raiz, que é dado pela caixa delimitadora

quadrada da geometria do problema (Lpl). Assim, a densidade dpl em (x,y) é avaliada por:

dpl =
Lpl

2k (3.31)

onde Lpl é o tamanho da caixa delimitadora quadrada do modelo e k é a profundidade da folha

que contém (x,y). Tal metodologia não pode ser aplicada diretamente no caso das malhas

de superfícies, pois neste caso os tamanhos das células da quadtree são medidos no espaço

paramétrico, enquanto os tamanhos dos elementos da malha são dados no espaço Cartesiano.

Logo, associa-se a quadtree tamanhos relativos ao espaço Cartesiano. O tamanho

correspondente à célula raiz é dado por:

Lsr f =
√

Acp, (3.32)

onde Acp é a área do malha de controle da superfície NURBS. Assim, a densidade em um ponto

(ξ ,η) na quadtree é dado por:

dsr f =
Lsr f

2k . (3.33)

Na construção da quadtree, os segmentos da discretização de entrada do problema são

localizados usando sua representação no espaço paramétrico, mas o valor do tamanho utilizado no

refinamento da quadtree é dado em função do comprimento da corda (sl) do segmento no espaço

Cartesiano. O comprimento lce, que no caso plano é dado pela Equação (3.12), é modificado

da seguinte forma: a flecha dl é avaliada no espaço paramétrico, mas considerando a direção

ortogonal à base no espaço Cartesiano. Assim, a direção n̂ é obtida usando a Equação (3.25),

com as métricas de superfície avaliadas em sm. Uma vez avaliado dl no espaço paramétrico, o

comprimento correspondente no espaço cartesiano é obtido por |s(c(tm))− s(sm)|, acrescentando

o mesmo sinal obtido em dl . Vale notar que dl será não nulo apenas em segmentos que sejam

curvos no espaço paramétrico, ou seja, apenas nas curvas de aparo.

Após a fase inicial de construção da quadtree em função dos segmentos do contorno,

a quadtree é refinada pelos critérios de tamanho máximo e refinamento 1:2, que são realizados

da mesma forma que nos algoritmos para domínio plano.

Em seguida, é realizado o refinamento da quadtree em função da curvatura da

superfície. Este critério busca controlar a variação do vetor normal nos elementos gerados.
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Considerando um ângulo limite θ S
max, cada célula da quadtree é refinada se a variação dos

vetores normais na célula for maior que o limite estabelecido. Matematicamente, a condição é

verificada como cos(θ cell
max)< cos(θ S

max), sendo θ cell
max o ângulo máximo entre os vetores normais

na célula. Esta verificação é realizada de forma aproximada. As curvaturas principais κp1 e κp2

são avaliadas no centro da célula, usando a Equação (3.30). Em seguida, estima-se o ângulo

máximo entre os vetores normais na célula por:

θ
cell
max = max(|κp1|, |κp2|)dsr f (3.34)

onde dsr f é o tamanho da célula, dado pela Equação (3.33). O critério é avaliado recursivamente

até a condição respectiva seja satisfeita.

Após a aplicação do critério de curvatura, o critério de refinamento 1:2 é realizado

novamente.

3.5.4 Adaptações na geração de malhas unidimensionais

Os critérios de discretização uniforme abordados na Seção 3.1.1 são utilizados da

mesma forma, considerando os segmentos no R3. Na discretização recursiva descrita na Seção

3.1.2, os critérios de comprimento máximo, curvatura, comprimento mínimo, variação do vetor

tangente e também a etapa de suavização das arestas, são realizados de forma idêntica ao caso

plano, mas considerando as curvas no R3.

O critério de proximidade é aplicado no espaço paramétrico. As três retas perpendi-

culares ao segmento, que são usadas para definir a área de proximidade para cálculo dos testes

de interseção, agora são perpendiculares no espaço Cartesiano, onde o ângulo correspondente

no espaço paramétrico é avaliado pela Equação (3.25). O comprimento das retas é avaliado

pela Equação (3.26), de modo que o tamanho de cada uma no espaço Cartesiano seja igual ao

tamanho da corda do segmento no 3D. As propriedades da superfície consideradas nas equações

são avaliadas no ponto de partida de cada reta no segmento.

No critério de disparidade, a quadtree é construída conforme foi descrito na Seção

3.5.3. O critério é realizado no espaço paramétrico, onde são definidos os pontos de avaliação da

função densidade da quadtree. Vale notar que neste caso sl é a corda do segmento no R3.
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3.5.5 Adaptações na geração de malhas não-estruturadas

A geração da malha não estruturada é realizada com as alterações descritas a seguir.

Na etapa de geração da malha poligonal, a quadtree é construída conforme descrito na Seção 3.5.3.

A fronteira é definida no espaço paramétrico, mas é ordenada considerando os comprimentos das

arestas no espaço cartesiano, dados pelo lce modificado. Nas iterações de geração de triângulos

pelo método de avanço de fronteira, que ocorrem nas etapas de processamento geométrico e

processamento topológico, na fase de ordenação dos vértices pelo critério de ângulo máximo, o

cálculo do ângulo é realizado considerando os vértices, da aresta base e os candidatos, mapeados

no espaço Cartesiano. Os testes de validade dos triângulos candidatos continuam a ser realizados

no espaço paramétrico.

Além disso, a localização do candidato ótimo é definida partindo do ponto médio

da aresta base, por um segmento que é ortogonal à base no espaço Cartesiano, sendo a direção

correspondente no espaço paramétrico avaliada pela Equação (3.25). A altura do triângulo é

calculada usando a Equação (3.26), considerando o tamanho obtido na quadtree avaliado no

centro da aresta base. As propriedades da superfície utilizadas nestes cálculos são definidas no

centro da aresta base. Nos critérios de exclusão dos candidatos, a distância entre o candidato

ótimos e os vértices existentes, e também a área mínima dos elementos considerados, são

avaliadas considerando os vértices mapeados no R3.

A etapa de suavização Laplaciana é realizada de forma similar à apresentada por

Miranda e Martha133, onde o coeficiente φ = 0.7 é utilizado. Além disso, os pesos entre as

arestas são dados pela razão de seu comprimento no espaço cartesiano pelo comprimento no

espaço paramétrico:

w̃i,v =
|S(pv)−S(pi)|
|pv−pi|

. (3.35)

Assim, apesar do deslocamento dos vértices ser avaliado no espaço paramétrico, os comprimentos

no espaço cartesiano são contabilizados indiretamente pelo esquema de ponderação adotado.

Na etapa do Back-tracking, a métrica de qualidade dos triângulos é aplicada consi-

derando seus vértices mapeados para o R3. O remalhamento processado também considera as

alterações descritas anteriormente, no processamento geométrico e topológico.

O processo de suavização de alta ordem é idêntico ao realizado no caso plano.

Sua aplicação desta forma mostrou efetividade em vários exemplos abordados neste trabalho,

evitando elementos inválidos e melhorando a qualidade das malhas. Entretanto, as arestas e faces
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dos elementos afetados deixam de ter geometrias poligonais no espaço paramétrico, resultando

em geometrias de alta complexidade no espaço Cartesiano, efeito semelhante ao observado nas

curvas de aparo.

Embora o caráter isogeométrico seja dificilmente satisfeito nestes elementos, os

demais elementos da malha que não sejam afetados pelo SAO permanecem com geometria

poligonal no espaço paramétrico. Além disto, usualmente não se busca garantir a exatidão

geométrica nos elementos adjacentes às curvas de aparo48, mesmo quando não é realizada

suavização nestes. Portanto, a SAO proposta é efetiva para evitar elementos inválidos ou de baixa

qualidade quando curvas de aparo de geometria complexas são utilizadas, gerando elementos de

alta complexidade geométrica apenas nas proximidades de tais curvas.

Por fim, é importante destacar que a métricas de alta ordem definidas na Equação

(3.20), Equação (3.21) e Equação (3.22) podem ser empregas em elementos de superfície. Neste

caso, deve ser considerado na Equação (3.19) a matriz Jacobiana de superfícies e triângulos de

Bézier no caso 3D, que tem dimensão 3x2.

3.6 Otimização de malhas

A otimização de malhas busca melhorar a qualidade dos elementos, considerando

uma dada métrica de qualidade. Existem métodos que otimizam malhas realizando modificações

topológicas, como no procedimento de troca de arestas65 (edge swap). Também existem métodos

baseados no reposicionamento de vértices das malhas, onde nesta caso, a topologia da malha não

é modificada. Vários métodos desta categoria foram desenvolvidos no contexto de elementos

finitos de alta ordem86, 84, 88 e também em elementos isogeométricos108.

Neste trabalho foi desenvolvido uma metodologia de otimização de malhas isogeo-

métricas compostas por elementos de Bézier racionais baseada no reposicionamento dos pontos

de controle, onde são considerados além das coordenadas cartesianas, também os pesos dos

pontos de controle. Vale notar a importância da função peso na parametrização e qualidade dos

elementos racionais.

Seja M uma malha de elementos finitos de alta ordem planos, com noe elementos, e

seja duv um vetor de deslocamentos u,v e dw um vetor de pesos, ambos de um subconjunto pact de

pontos de controle de M , de tamanho nact . A malha modificada Mx tem os mesmos elementos

de M , mas com os deslocamentos duv somados nos pontos pact e os pesos dw atribuídos aos

pontos pact . Assim, considerando uma métrica de qualidade das malhas Qmsh, o problema de
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otimização de malhas é definido como:
Determinar x = [(u1,v1,w1),(u2,v2,w2), . . . ,(unact ,vnact ,wnact )]

que maximiza Qmsh(Mx)
(3.36)

O subconjunto pact é definido usualmente como os pontos de controle internos da

malha, que não fazem parte do contorno do problema, ou não são restrições definidas a priori.

O problema de otimização descrito é de difícil solução, especialmente quando se consideram

malhas com muitos elementos. O número de variáveis é extremamente elevado, e além disso,

existem várias combinações de valores em x que levam a elementos inválidos. Uma forma de

mitigar tais problemas é realizar a otimização de forma localizada84. No presente trabalho, as

otimização são realizadas localmente utilizando o mesmo algoritmo de sub-malhas adotado na

SAO proposta, onde o conjunto inicial de elementos F i é dado por elementos de baixa qualidade.

Logo, cada sub-malha disjunta do problema resulta em uma malha de otimização M respectiva.

Além das otimizações locais, também são consideradas restrições laterais, limitando

os deslocamentos u e v, respectivamente, a [-umax,umax] e [-vmax,vmax], e o peso dos pontos

de controle a [wmin,wmax]. Os deslocamentos máximos umax e vmax são frações do tamanhos

máximos de M ao longo de x e y, controladas pelo parâmetro de redução de tamanho de busca.

Os limites dos pesos são os pesos mínimo e máximo de M . O uso das restrições laterais permite

ajustar a dificuldade do problema, reduzindo o percentual do espaço de busca com malhas

inválidas.

Neste trabalho os problemas de otimização são solucionados utilizando algorit-

mos heurísticos de ordem zero, como algoritmos genéticos, nuvem de partículas e evolução

diferencial135. Algumas modificações adicionais ao problema de otimização melhoraram a

efetividade desses algoritmos. Primeiro, são consideradas restrições de validade dos elemento

de Mx. Tal restrição é útil no contexto de algoritmos que utilizem tratamento de restrições via

métodos de função objetivo penalizada. Nesta abordagem, a função objetivo das soluções x que

violam restrições é modificada, tornando-as piores em relação as demais. A abordagem é útil

quando são consideradas métricas Qmsh definidas como a qualidade mínima dos elementos da

malha, como a dada pela a métrica Jts, pois permite comparar duas malhas inválidas baseada no

número de elementos inválidos de cada uma. Neste caso, observa-se que Qmsh = 0 para malhas

que tenham pelo menos um elemento inválido.

Outra detalhe importante foi considerar, no conjunto de soluções iniciais do problema,

a própria malha M . Tal consideração melhorou a convergência dos métodos de otimização



112

testados. Assim, o problema de otimização de malha passa a ser:

Determinar x = [(u1,v1,w1),(u2,v2,w2), . . . ,(unact ,vnact ,wnact )]

que maximiza Qmsh(Mx)

Su jeito a

−umax ≤ ui ≤ umax, i = 1,2, . . . ,nact

−vmax ≤ vi ≤ vmax, i = 1,2, . . . ,nact

wmin ≤ wi ≤ wmax, i = 1,2, . . . ,nact

o elemento ei é válido, i = 1,2, . . . ,noe

(3.37)

Vale notar que as restrições laterais são satisfeitas explicitamente pelos métodos de otimização

utilizados136, 137.

No procedimento proposto neste trabalho a otimização é realizada em duas etapas.

Primeiro se otimiza a métrica de qualidade mínima Jts, buscando melhorar a qualidade dos piores

elemento da malha. Essa etapa é importante para garantir a validade da malha, que é satisfeita

se Jts > 0. Por outro lado, no caso de malhas pouco discretizadas, observou-se que o processo

de otimização da qualidade mínima pode piorar significativamente a qualidade de elementos da

malha que inicialmente apresentavam boa qualidade.

Portanto, após a maximização de Jts, é realizada uma nova etapa de otimização

visando maximizar a qualidade média da malha (Qmsh = Jm
ts ), partindo da malha otimizada na

etapa anterior. Nesta nova otimização, considera-se uma nova restrição limitando Jts ao valor

obtido na etapa anterior, evitando assim que a qualidade do pior elemento da malha seja reduzida.

O processo de otimização em duas etapas é realizado em cada sub-malha obtida ao considerar

um valor de métrica mínima Qmin, para selecionar os elementos da malha.

3.6.1 Otimização de malhas de superfície

O processo de otimização de malhas de superfície é semelhante. As malhas são

otimizadas no espaço paramétrico da superfície, onde a variáveis de projeto são deslocamentos

nas coordenadas (ξ ,η) dos elementos. A avaliação da malha é feita considerando seus elementos

no espaço Cartesiano. Portanto, a avaliação de cada projeto x requer utilizar o mapeamento dos

elementos para o R3, descrito na Seção 3.5. Além disso, a coordenada w não é considerada, pois

usualmente as curvas de aparo não são racionais. Assim, o problema de otimização de malhas de
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superfície é definido por:

Determinar x = [(∆ξ1,∆η1),(∆ξ2,∆η2), . . . ,(∆ξnact ,∆ηnact )]

que maximiza Qmsh(Mx), no R3

Su jeito a

−ξmax ≤ ξi ≤ ξmax, i = 1,2, . . . ,nact

−ηmax ≤ ηi ≤ ηmax, i = 1,2, . . . ,nact

wmin ≤ wi ≤ wmax, i = 1,2, . . . ,nact

o elemento ei é válido no R3, i = 1,2, . . . ,noe

(3.38)
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4 ANÁLISE ISOGEOMÉTRICA

A Análise Isogeométrica (AIG) é um método de análise estrutural que utiliza na

solução numérica aproximada as mesmas funções empregadas pelos sistemas CAD para modela-

gem da geometria. O método possui muitas semelhanças com o Método dos Elementos Finitos

(MEF), que é o método mais utilizado atualmente para análise de sólidos e estruturas. A grande

diferença de ambos reside na capacidade que a Análise Isogeométrica tem de tratar a geometria

do modelo de forma exata, independente do nível de discretização adotado.

No MEF, a estrutura é dividida em um conjunto de elementos conectados através

de nós. Os deslocamentos no interior de cada elemento são interpolados a partir dos desloca-

mentos de seus nós utilizando polinômios. As equações de equilíbrio da estrutura são obtidas

utilizando princípios variacionais (trabalho virtual ou energia potencial) ou Métodos de Resíduos

Ponderados (e.g. Galerkin). Na formulação isoparamétrica do MEF a geometria dos elementos é

descrita pelas mesmas funções utilizadas para aproximar os deslocamentos. Esta formulação é

largamente utilizada, pois garante que as condições necessárias para a convergência do MEF

para a solução exata do problema sejam automaticamente satisfeitas1.

A Análise Isogeométrica utiliza a mesma ideia da formulação isoparamétrica do

MEF, mas neste caso a sequência é invertida: os deslocamentos no interior do modelo são

aproximados utilizando as mesmas funções utilizadas para definir a geometria do modelo (e.g.

B-splines e NURBS). Desta forma, consegue-se representar de forma exata a geometria do

modelo e manter a garantia de convergência para a solução do problema.

A AIG foi proposta inicialmente em Hughes e colaboradores2, 3, onde foi aplicada

para problemas estruturais modelados como sólidos NURBS. Procedimentos de discretização

semelhantes aos refinamentos p e h existentes no MEF1 são aplicados utilizando algoritmos

tradicionais da área da Modelagem Geométrica, como elevação de grau e inserção de knots. Outra

vantagem da abordagem é o uso de modelos com continuidade elevada. Além de facilitar o uso de

formulações que requerem continuidade C1, como em elementos de placa e casca96, 138, 139, 140,

também permite realizar uma nova estratégia de discretização inexistente nas formulações

clássicas de elementos finitos, o refinamento k141, onde aumenta-se simultaneamente o número,

o grau e a continuidade das funções de aproximação.

Uma desvantagem das NURBS é que o arranjo em produto tensorial de seus pontos

de controle impede que sejam realizados refinamentos localizados. Por outro lado, ressalta-se

que outras representações geométricas capazes de realizar tais refinamentos vem sendo usadas
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na AIG, como as B-Splines hierárquicas142, 143, 144, T-Splines18, 145, 146, LR B-Splines23, 24, 25,

PHT-Splines26, 27 e THB-Splines 28, 29. Apesar das vantagens destacadas, o uso da AIG clássica,

baseada em NURBS ou nas alternativas mencionadas, é limitado pelo problema da parametriza-

ção do domínio de análise discutido no Capítulo 3.

Por outro lado, a obtenção de modelos isogeométricos usando malhas compostas por

triângulos de Bézier racionais com continuidade C0 apresentam maior robustez, como discutido

anteriormente. Elementos triangulares racionais de Bézier foram utilizados em problemas

de elasticidade9, transferência de calor5 e em problemas de otimização estrutural de forma8.

Também são utilizados em problemas de análise de placas e casca finas baseadas na formulação

de Kirchoff-Love, onde a continuidade C1 e G1 entre os elementos é imposta usando restrições

e multiplicadores de Lagrange7, 147. Além disso, as rational Triangular Bézier Spline148, que

são construídas a partir de malhas de triângulos de Bézier racionais e tem continuidade elevada,

foram utilizadas148, 149 na análise de cascas com formulação de Kirchhoff-Love que requer

continuidade C1.

Neste trabalho é proposto a utilização de modelos AIG de continuidade C0, compos-

tos por elementos de Bézier racionais. Nesta abordagem, a capacidade de representação exata da

geometria se mantém, e refinamentos h e p podem ser empregados da mesma forma que na AIG

clássica. Refinamentos localizados podem ser aplicados durante a etapa de geração da malha,

usando funções de densidade de elementos apropriadas, da mesma forma como é feito no MEF.

A parametrização do domínio de análise pode ser obtida de forma robusta, através

de técnicas de geração de malhas isogeométricas, como as propostas no Capítulo 3 ou em outros

trabalhos da literatura9, 5. A análise de cascas modeladas com superfícies aparadas é realizada

usando os mesmos elementos de superfícies sem aparos, pois neste caso um domínio de análise

adequado é obtido na etapa de geração de malhas. A Figura 72 mostra modelos de análise

quadráticos usando NURBS, malhas isogeométricas de superfície (quadriláteros) e de triângulo

de Bézier racionais e uma malha de elementos finitos Q8.

Uma desvantagem da AIG em relação ao MEF é perda de sentido físico dos graus de

liberdade do problema estrutural. No MEF, todos os graus de liberdade são deslocamentos da

estrutura, enquanto que na AIG, é comum que a maior parte dos graus de liberdade não sejam

interpolados, o que dificulta a aplicação de condições de contorno, além de tornar o uso prático

do método mais desafiador. Por outro lado, pode-se observar que os modelos IGA baseados

em elementos de Bézier apresentam mais graus de liberdade interpolados, sendo assim mais
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próximos aos elementos finitos tradicionais.

Figura 72 – Malhas da AIG e MEF para um problema bidimensional. Os pontos de controle
interpolados são destacados em azul.

(a) NURBS (b) Superfícies de Bézier (c) Triângulos de Bézier (d) Elementos Q8

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1 Estado Plano de Tensões

Utilizando os conceitos de modelagem geométrica discutidos no Capítulo 2, a

geometria de cada elemento é escrita como:

x =
np

∑
a=1

Ra xa, y =
np

∑
a=1

Ra ya (4.1)

onde np é o número de pontos de controle, Ra são as funções base utilizadas e xa,ya são as

coordenadas dos pontos de controle. Neste caso, as funções base utilizadas são as bases racionais

das superfícies (quadriláteros) e triângulos de Bézier racionais, definidas respectivamente, na

Equação (2.6) e na Equação (2.21).

Na Análise Isogeométrica, os deslocamentos (u, v) no interior do elemento são

aproximados com as mesmas funções base utilizadas para descrever a sua geometria. Portanto:

u =
np

∑
a=1

Ra ua, v =
np

∑
a=1

Ra va (4.2)

onde ua,va são os deslocamentos dos pontos de controle. Estas equações podem ser escritas de

forma matricial como

û =

 u

v

=
np

∑
a=1

Ra 0

0 Ra


 ua

va

=
np

∑
a=1

Na ua = Nu (4.3)

onde u é o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos dos pontos de controle)

e a matriz N é dada por

N =

[
N1 N2 ... Nnp

]
(4.4)
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Desta forma, a matriz de aproximação dos deslocamentos N é formada por uma série de sub-

matrizes correspondentes a cada ponto de controle.

É importante notar que diferente do MEF, os pontos de controle não necessariamente

pertencem ao elemento e seus deslocamentos não possuem um sentido físico claro, como ocorrem

com os deslocamentos nodais, que correspondem aos deslocamentos de pontos do domínio do

problema. Desta forma, a AIG tem características similares às do Método de Rayleigh-Ritz.

Um aspecto importante da AIG é que embora a geometria possa ser descrita exata-

mente utilizando poucos pontos de controle, a obtenção de resultados precisos na análise requer

que um número adequado de graus de liberdade seja considerado. Assim, o número de pontos de

controle mínimo a ser utilizado é ditado pela geometria do problema, mas o número efetivamente

utilizado depende da precisão requerida da análise.

4.1.1 Deformações

Considerando que os deslocamentos são pequenos, as deformações podem ser calcu-

ladas como

εεε =


εx

εy

γxy

=


u,x

v,y

u,y + v,x

=
np

∑
a=1


Ra,x 0 0

0 Ra,y 0

Ra,y Ra,x 0


 ui

vi

= Bu (4.5)

É importante notar que a matriz deformação-deslocamento (B) tem o mesmo padrão da matriz N

mostrada na Equação (4.4).

As funções base Ra são definidas em função das coordenadas paramétricas (ξ ,η),

mas para calcular a matriz deformação-deslocamento é necessário calcular as derivadas destas

funções em relação às coordenadas cartesianas (x,y). Assim, como na formulação isoparamétrica

do MEF1, na AIG estas derivadas podem ser calculadas utilizando a matriz Jacobiana (J):

J =

∑Ra,ξ xa ∑Ra,ξ ya

∑Ra,η xa ∑Ra,η ya

 ⇒

 Ra,x

Ra,y

= J−1

 Ra,ξ

Ra,η

 (4.6)

4.1.2 Equações de Equilíbrio

As equações de equilíbrio do sólido na AIG podem ser obtidas a partir do Princípio

dos Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilíbrio ocorre quando o trabalho

virtual interno (δU) é igual ao trabalho virtual externo (δWext), qualquer que seja o campo de
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deslocamentos virtuais δ û, desde que este seja pequeno e obedeça às condições de contorno

essenciais do problema 1. Matematicamente:

δU = δWext ⇒
∫

V
δεεε

T
σσσ dV =

∫
V

δ ûT bdV +
∫

S
δ ûT qdS+∑δ ûT

j F j (4.7)

onde δεεε é o vetor de deformações virtuais, σσσ é o vetor das tensões, b são as forças de corpo, q

são as forças de superfície e F j são as cargas concentradas atuantes no corpo.

Utilizando a Equação (4.5) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as

deformações virtuais são dadas por:

δεεε = Bδu (4.8)

Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:

δU =
∫

V
δεεε

T
σ dV = δuT

∫
V

BT
σ dV = δuT g (4.9)

onde o vetor das forças internas da estrutura (g) é dado por

g =
∫

V
BT

σ dV (4.10)

Utilizando a Equação (4.4), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:

δWext = δuT
∫

V
NT bdV +δuT

∫
S

NT qdS+δuT
∑N j

T F j = δuT f (4.11)

Portanto, o vetor das cargas externas (f) é dado por

f =
∫

V
NT bdV +

∫
S

NT qdS+∑N j
T F j (4.12)

Nesta expressão, a matriz N j corresponde à matriz N da Equação (4.4) avaliada no ponto de

aplicação da força j.

As equações de equilíbrio do modelo discreto são obtidas substituindo as Equações

(4.9) e (4.11) na expressão do trabalho virtual:

δU = δWext ⇒ δuT g = δuT f (4.13)

Como os deslocamentos virtuais δu são arbitrários, as equações de equilíbrio da AIG são dadas

por

g = f (4.14)
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Neste trabalho, considera-se que o material tem um comportamento elástico linear:
σx

σy

τ12

=
E

1−ν2


1 ν 0

ν 1 0

0 0
1−ν

2




εx

εy

γxy

 ⇒ σ = Cεεε, (4.15)

onde E é o módulo de elasticidade do material, ν é o coeficiente de Poisson e C é a matriz

constitutiva elástica1. Substituindo a relação tensão-deformação na expressão do vetor de forças

internas e utilizando a Equação (4.5), pode-se escrever:

g =
∫

V
BT

σ dV =
∫

V
BT Cεεε dV =

∫
V

BT CBdV u = Ku (4.16)

onde a matriz de rigidez da estrutura é dada por:

K =
∫

V
BT CBdV (4.17)

Finalmente, substituindo a relação g = Ku na Equação (4.14), podemos escrever as equações de

equilíbrio como:

Ku = f (4.18)

A solução da Equação (4.18) permite a determinação dos graus de liberdade do

problema (u), que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Após o

cálculo do vetor de deslocamentos u, as deformações são calculadas utilizando a Equação (4.5) e

as tensões são calculadas utilizando a Equação (4.15), completando a solução do problema de

análise de tensões.

É importante notar que os elementos de Bézier tem continuidade C0, portanto as

funções de aproximação dos deslocamentos são definidas dentro de cada elemento de forma

independente, da mesma forma que no MEF. Assim, a integração de K e f de cada elemento é

realizada numericamente usando quadraturas de integração com número de pontos adequados,

como a quadratura de Gauss1 no caso das superfícies de Bézier e quadraturas para domínio

triangular, como a proposta por Dunavant150, no caso dos triângulos de Bézier.

Desta forma, K e f globais são obtidas a partir das matrizes e vetores dos elementos

através do mesmo processo de montagem usado no MEF. Por outro lado, no caso de NURBS e

T-Splines, que tem continuidade elevada, a região de atuação das funções de base são irregulares,

de modo que a integração das matrizes e vetores é mais complexa em comparação ao MEF137.

O problema de transferência de calor é definido de modo análogo ao problema estado

plano de tensões. Sua descrição é detalhada em outras fontes1, 151 e será omitida aqui.
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4.2 Análise de Cascas

Neste trabalho, análises estruturais de cascas são realizadas utilizada uma formulação

isoparamétrica de elementos sólidos degenerados baseados nas hipóteses de Reissner-Mindlin1.

Esta formulação é amplamente utilizada por vários pesquisadores devido a simplicidade na sua

formulação e implementação, sua capacidade de tratar tanto cascas de parede finas e quanto cascas

de parede espessa, e sua capacidade de modelagem de geometrias diversas152. A formulação

clássica utilizada para elementos finitos foi adaptada neste trabalho para elementos de Bézier

racionais de grau arbitrário.

No modelo de sólido degenerado, a geometria da casca é representada por sua

superfície média e pelo vetor normal à esta superfície (vs). Pontos fora da superfície média são

definidos pela coordenada ζ . A Figura 73 apresenta um exemplo de modelo sólido degenerado,

detalhando definição dos pontos ao longo da espessura.

Figura 73 – Modelo sólido degenerado.

(a) Modelo sólido. (b) Superfície média.

Sup
erf
ície
Mé
dia

(c) Pontos ao longo da espessura.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desta forma, um ponto x do sólido é definido por um ponto xs da superfície média,

pelo vetor normal v3s em xs e pela espessura ts em xs, por:

x(ξ ,η ,ζ ) = xs(ξ ,η)+v3s(ξ ,η)ζ
ts
2
. (4.19)

A geometria da superfície média é modelada pelos elementos finitos de superfície:

xs =
np

∑
a=i

Ra xa (4.20)

onde xa são os pontos de controle do elemento e Ra são as funções de base da superfície de

Bézier. Um campo aproximado dos vetores normais da superfície média é definido utilizando as
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mesmas funções de forma dos elementos finitos na definição da geometria:

v3s =
np

∑
a=i

Ra v3a, (4.21)

onde v3a = (l3a,m3a,n3a)
T é um vetor diretor normalizado associado ao ponto de controle a. Um

campo escalar de espessuras é definido de forma análoga:

ts =
np

∑
a=i

Ra ta. (4.22)

Substituindo as Equações (4.20), (4.21) e (4.22) na Equação (4.19), a geometria do elemento de

casca de Bézier é escrita como:

x =
np
∑

a=1
Ra (xa +ζ

ta
2

l3a),

y =
np
∑

a=1
Ra (ya +ζ

ta
2

m3a),

z =
np
∑

a=1
Ra (za +ζ

ta
2

n3a).

(4.23)

Assim, além das coordenadas cartesianas, esta formulação também requer a definição do vetor

v3a e da espessura ta para cada ponto de controle.

Figura 74 – Deslocamento de um ponto arbitrário no modelo de sólido degenerado.

Inicial

Deformado

Fonte: Elaborada pelo autor.

O deslocamento u de um ponto x0 para uma nova configuração xt (ver Figura 74) é

dado por:

u = xt−x0 = us +uv3 =
np

∑
a=1

Ra ui + ζ
ta
2
(vt

3s−v0
3s). (4.24)

Escrevendo vt
3s e v0

3s em função das normais associadas as funções de base (Equação (4.21)),

temos:

vt
3s−v0

3s =
np

∑
a=i

Ra vt
3a−

np

∑
a=i

Ra v0
3a =

np

∑
a=i

Ra (vt
3a−v0

3a), (4.25)



122

onde v0
3a e vt

3a são os vetores normais associados aos pontos de controle, respectivamente, na

configuração inicial e configuração deformada da estrutura.

Em análises com pequenos deslocamentos e rotações, a rotação do vetor normal v3a

pode ser expressa como a soma de duas rotações independentes (αa e βa), em torno de eixos

locais v1a e v2a
152, 1:

vt
3a−v0

3a =−αa v2a +βa v1a, (4.26)

onde v1a = (l1a,m1a,n1a)
T e v2a = (l2a,m2a,n2a)

T são vetores diretores associados

ao ponto de controle a, e αa e βa são rotações associadas ao ponto de controle a. Os vetores

diretores v1a, v2a e v3a são perpendiculares entre si, conforme ilustrado na Figura 75.

Figura 75 – Vetores diretores nos pontos de controle da casca.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, os deslocamentos no interior do modelo são dados por:

u =
np
∑

a=1
Ra (ua +ζ

ta
2
(βa l1a−αa l2a)),

v =
np
∑

a=1
Ra (va +ζ

ta
2
(βa m1a−αa m2a)),

w =
np
∑

a=1
Ra (wa +ζ

ta
2
(βa n1a−αa n2a)),

(4.27)

Estas equações podem ser escritas de forma matricial como:

û =


u

v

w

=
np

∑
a=1


Ra 0 0 −l2a Ra ζ ta/2 l1a Ra ζ ta/2

0 Ra 0 −m2a Ra ζ ta/2 m1a Ra ζ ta/2

0 0 Ra −n2a Ra ζ ta/2 n1a Ra ζ ta/2





ua

va

wa

αa

βa


, (4.28)



123

e

û =
np

∑
a=1

Na ua = Nu (4.29)

onde u é o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos e rotações dos pontos

de controle) e a matriz N é dada por

N =

[
N1 N2 ... Nnp

]
(4.30)

Desta forma, a matriz de aproximação dos deslocamentos N é formada por uma série de sub-

matrizes correspondentes a cada ponto de controle, similar ao caso dos elementos de estado

plano.

4.2.1 Cálculo dos vetores diretores

Em elementos finitos, o cálculo dos vetores normais (v3s) via interpolação permite

que sejam consideradas as normais exatas do modelo geométrico em todos os nós da malha. Os

vetores nodais exatos são usados para interpolar o vetor normal dentro do elemento, reduzindo

os erros de aproximação da geometria do problema. O campo de vetores normais definido

desta forma é mais preciso do que utilizar as normais obtidas naturalmente pela geometria dos

elementos, que não são exatas no caso geral, especialmente em elementos facetados. Além

disso, o uso das mesmas funções de interpolação dos deslocamentos para aproximação dos

vetores normais, das espessuras e das rotações do modelo, simplifica a formulação do elemento.

Contudo, é importante destacar que embora os vetores v3s, v2s e v1s sejam definidos de forma

consistentes nos nós, i.e. de modo que as normais exatas e eixos de rotação ortogonais e unitários

são considerados, o mesmo não se verifica nos demais pontos do elemento153.

No contexto da AIG, a definição dos vetores v3a é mais complexa, pois nem todos

os pontos de controle são interpoladores. Neste caso, os vetores v3a não tem sentido físico, pois

não representam vetores normais da superfície média da casca. Assim, os vetores normais nos

pontos de controle são ajustados de forma que os vetores normais no modelo (v3s) sejam exatos

em alguns pontos da casca. O procedimento de ajuste das normais é análogo ao ajuste realizado

nas coordenadas dos pontos de controle, descrito na Seção (2.7).

A forma mais comum de realizar o procedimento é associar a cada ponto de controle

um ponto (ξp,ηp) dada pela projeção deste na superfície. Outra alternativa é associar, a cada

ponto de controle, a posição paramétrica que maximiza a função de base correspondente a este.
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Dornisch et al.153 propuseram avaliar as normais nos pontos de controle de forma que os vetores

v3s, v2s e v1s sejam consistentes nos pontos de integração do elemento. De fato, o requisito

mínimo para escolha das amostras no espaço paramétrico é que todas as funções de base da

superfície devem ser não-nulas em pelo menos um ponto154. Em NURBS e T-Splines, tais

procedimentos são complexos, pois as regiões, ou knot span, de influência das bases seguem

padrões irregulares154. Em contraste, no caso de elementos finitos, a função de forma de um nó é

não nula apenas nos elementos adjacentes a este. O mesmo se verifica no caso dos elementos de

Bézier desenvolvidos neste trabalho.

É importante destacar também que no contexto da AIG, como a geometria dos

elementos é exata, pode-se considerar as normais dadas diretamente pela geometria do elemento.

Esta abordagem é utilizada em Kang e Youn4, neste caso o vetor normal é dado por:

v3s =
xs,ξ × xs,η

|xs,ξ × xs,η |
. (4.31)

A desvantagem desta abordagem é que a formulação do elemento se torna mais complexa.

Neste trabalho, optou-se por utilizar a formulação clássica de aproximação do campo

de normais no modelo. Logo, a mesma formulação desenvolvida para elementos finitos é

utilizada na AIG. A diferença se dá na forma de avaliação dos vetores diretores associados aos

graus de liberdade do modelo. Vetores normais correspondentes a pontos distribuídos de forma

equidistante no espaço paramétricos dos elementos são fornecidos, como ilustrado na Figura

(76). Tais localizações paramétricas coincidem com os nós de elementos finitos convencionais.

Em seguida, é realizado um procedimento de ajuste para cálculo de cada componente dos vetores

v3a nos pontos de controle dos elementos de Bézier. Vale destacar que este esquema de escolha

das amostras associa, a cada ponto de controle, uma amostra onde sua função de aproximação

(Ra) é máxima, no caso de elementos de Bézier não racionais.

Figura 76 – Esquema de cálculo dos vetores normais nos pontos de controle.

Vetores amostrais

Vetores nos pontos de controle

(a) Elemento finito Q8. (b) Bézier quadrilateral. (c) Bézier triangular.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os demais diretores são computados por:

Se e2 × v3a ̸= 0,


v1a = e2 ×v3a

v2a = v3a ×v1a

Se e2 × v3a = 0,


v2a = v3a × e1

v1a = v2a ×v3a

(4.32)

onde e1, e2 e e3 são vetores unitários nos eixos x, y e z.

4.2.2 Deformações

Considerando que os deslocamentos e rotações são pequenas, as deformações podem

ser calculadas como

εεε =



εx

εy

εz

γxy

γxz

γyz


=



u,x

v,y

w,z

u,y + v,x

u,z +w,x

v,z +w,y


=

np

∑
a=1

Ba



ua

va

wa

αa

βa


= Bu, (4.33)

A matriz deformação-deslocamento do elemento (Ba) é dada por:

Ba =



Ra,x 0 0 −l2a Ta,x ta/2 l1a Ta,x ta/2

0 Ra,y 0 −m2a Ta,y ta/2 m1a Ta,y ta/2

0 0 Ra,z −n2a Ta,z ta/2 n1a Ta,z ta/2

Ra,y Ra,x 0 (−l2a Ta,y−m2a Ta,x) ta/2 (l1a Ta,y +m1a Ta,x) ta/2

Ra,z 0 Ra,x (−l2a Ta,z−n2a Ta,x) ta/2 (l1a Ta,z +n1a Ta,x) ta/2

0 Ra,z Ra,y (−m2a Ta,z−n2a Ta,y) ta/2 (m1a Ta,z +n1a Ta,y) ta/2


(4.34)

onde

Ta = Ra ζ ,

Ta,x = Ra,x ζ +Ra ζ,x,

Ta,y = Ra,y ζ +Ra ζ,y,

Ta,z = Ra,z ζ +Ra ζ,z.

(4.35)
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Novamente, destaca-se que a matriz deformação-deslocamento (B) tem o mesmo padrão da

matriz N mostrada na Equação (4.30).

Semelhante ao discutido na formulação de estado plano, para calcular a matriz

deformação-deslocamento é necessário calcular as derivadas de Ra em relação às coordenadas

cartesianas (x,y,z). Estas derivadas são avaliadas utilizando a matriz Jacobiana (J),

J =


x,ξ y,ξ z,ξ

x,η y,η z,η

x,ζ y,ζ z,ζ

=


∑Ra,ξ (xa +ζ

ta
2

l3a) ∑Ra,ξ (ya +ζ
ta
2

m3a) ∑Ra,ξ (za +ζ
ta
2

n3a)

∑Ra,η (xa +ζ
ta
2

l3a) ∑Ra,η (ya +ζ
ta
2

m3a) ∑Ra,η (za +ζ
ta
2

n3a)

∑Ra
ta
2

l3a ∑Ra
ta
2

m3a ∑Ra
ta
2

n3a

. (4.36)

Assim,
Ra,x

Ra,y

Ra,z

= J−1


Ra,ξ

Ra,η

Ra,ζ

 . (4.37)

Além das funções Ra, que aproximam o deslocamento da superfície média dos elementos,

também são consideradas as derivadas de ζ ,
ζ,x

ζ,y

ζ,z

= J−1


ζ,ξ

ζ,η

ζ,ζ

 e


ζ,ξ

ζ,η

ζ,ζ

=


0

0

1

 . (4.38)

4.2.3 Matriz constitutiva

A formulação do presente trabalho considera o comportamento do material isotró-

pico elástico linear. Além disso, a hipótese do modelo de sólido degenerado considera que a

deformação e tensão na direção da espessura (ζ ) são nulas. Assim, a relação constitutiva no

sistema local da casca é dada por:

σ1

σ2

σ3

τ12

τ13

τ23


=



Ē ν Ē 0 0 0 0

ν Ē ν Ē 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 G 0 0

0 0 0 0 Ḡ 0

0 0 0 0 0 Ḡ





ε1

ε2

ε3

γ12

γ13

γ23


⇒ σ = C̄εεε, (4.39)
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onde E é o módulo de elasticidade do material, ν é o coeficiente de Poisson, G = 0.5E/(1+ν),

Ē = E/(1−ν)2 e Ḡ = 5G/6, em concordância com a literatura1.

O sistema local do elemento, onde as propriedades materiais da casca são definidas, é

dado pelos vetores diretores v1s, v2s e v3s. Os vetores v1s = (l1s,m1s,n1s)
T e v2s = (l2s,m2s,n2s)

T

são interpolados de maneira análoga ao realizado para no cálculo do diretor v3s:

v1s =
np

∑
a=i

Ra v1a, v2s =
np

∑
a=i

Ra v2a, (4.40)

As propriedades dos materiais são transformadas para o sistema global do problema,

onde a matriz de deslocamento-deformações foi definida e o equilíbrio da estrutura é estabelecido.

A matriz constitutiva no sistema global é dada por1:

C = TT C̄T (4.41)

onde

T =



l2
1 m2

1 n2
1 l1 m1 l1 n1 m1 n1

l2
2 m2

2 n2
2 l2 m2 l2 n2 m2 n2

l2
3 m2

3 n2
3 l3 m3 l3 n3 m3 n3

2 l1 l2 2m1 m2 2n1 n2 l1 m2 + l2 m1 l1 n2 + l2 n1 n1 n2 +m2 n1

2 l1 l3 2m1 m3 2n1 n3 l1 m3 + l3 m1 l1 n3 + l3 n1 n1 n3 +m3 n1

2 l2 l3 2m2 m3 2n2 n3 l2 m3 + l3 m2 l2 n3 + l3 n2 n2 n3 +m3 n2


(4.42)

4.2.4 Integração do elemento

O equilíbrio da casca é obtido de forma análoga ao apresentado anteriormente na

formulação de estado plano de tensões. Assim, o problema estático é solucionado resolvendo o

sistema

Ku = f (4.43)

A matriz de rigidez do problema (K) é montada a partir das matrizes de rigidez dos elementos de

casca (KE), que são integradas utilizando uma quadratura trivariada:

KE =
∫

V
BT CBdV =

npg

∑
i=1

(BT CB |J|)iWi, (4.44)

onde npg é número de pontos de integração e Wi são os pesos de cada ponto. É importante notar

que o número de pontos de integração considerados nas direções ξ e η devem ser adequados ao

grau do elemento adotado para representação da superfície média.
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O vetor de forças do problema (f) é montado a partir dos vetores de forças dos

elementos de casca (fe), onde há contribuição referente às forças concentradas (fec), às forças de

superfície (fec) e às forças de corpo (fec):

fe =
∫

V
NT bdV +

∫
S

NT qdS+∑N j
T F j = feb + fes + fec. (4.45)

As forças de superfícies do elemento são integradas usando quadraturas bivariadas na superfície

média do elemento:

fes =
∫

S
NT qdS =

npg

∑
i=1

(NT q |J|)iWi. (4.46)

As forças de corpo do elemento são integradas usando quadraturas trivariadas:

feb =
∫

V
NT bdV =

npg

∑
i=1

(NT b |J|)iWi. (4.47)

Neste trabalho foi utilizada a quadratura de Gauss1 para integração dos elementos

quadrilaterais nas três direções. Quadraturas específicas para domínio triangular são utilizadas

no caso dos elementos de triângulo de Bézier racional150. Na direção da espessura, em ambos os

elementos, foi utilizada a quadratura de Gauss com dois pontos de integração.

4.2.5 Vibrações livres

A formulação dos elemento de casca apresentada foi expandida para análise de

vibração livre. Neste problema, busca-se avaliar as frequências e os modos de vibração da

estrutura, que são determinadas resolvendo o problema de auto-valor:

[K−ω
2 M]φ = 0 (4.48)

onde φ são os modos de vibração, ω são as frequências de vibração e M é matriz de massa

da estrutura. Métodos de solução específicos para problemas de autovalores generalizados são

utilizados para encontrar os n primeiros pares das frequências e modos de vibração, como o

método de iteração em sub-espaços e o método de Lanczos155. Neste trabalho o problema de

auto-valor é solucionado utilizando o método de iteração em sub-espaços. Uma discussão mais

detalhada sobre o problema de vibração livre e os métodos de solução empregados é realizada na

bibliografia de elementos finitos1, 155.

A matriz de massa M é obtida por um processo de montagem similar ao realizado na

matriz de rigidez K, a partir da matriz de massa dos elementos, definida por:

ME =
∫

V
NT

ρ INdV =
npg

∑
i=1

(NT
ρ IN |J|)iWi (4.49)
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onde ME é matriz de massa do elemento, ρ é a densidade do material, N é a matriz de aproxi-

mação dos deslocamento dada pela Equação (4.30) e I é a matriz identidade. Vale notar que

M tem tamanho 5np × 5np, N tem tamanho 3np × 5np, e I tem tamanho 3 × 3. Novamente,

destaca-se que a integração dos elementos deve levar em consideração o grau adotado para

representação da superfície média.

4.3 Implementação computacional

As formulações isogeométrica apresentadas foram implementadas no software aca-

dêmico de Elementos Finitos FAST137, desenvolvido em linguagem de programação C++ e

utilizando o paradigma de Programação Orientada a Objetos (POO).

É importante notar que as análises em domínio 2D (estrutural e térmico) implemen-

tadas são utilizadas diretamente na etapa de Suavização de Alta Ordem do método de geração de

malhas, como descrito na Seção 3.3.4.
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5 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Este capítulo apresenta vários exemplos numéricos de aplicação dos algoritmos de

geração de malha e simulação numérica apresentados neste trabalho, sendo estes avaliados em

termos de eficácia, precisão e eficiência.

Inicialmente, são abordadas as técnicas de geração de malhas desenvolvidas, com

foco nos algoritmos não estruturados, avaliando o desempenho destes com base nas propriedades

geométricas dos elementos gerados. As técnicas de geração de malha desenvolvidas neste

trabalho são abreviadas da seguinte forma:

• AFP - Avanço de fronteira em domínio plano;

• AFS - Avanço de fronteira em domínio paramétrico de superfície 3D;

• MTB - Mapeamento transfinito bilinear.

Em seguida, são abordados exemplos de aplicações numéricas, onde as malhas

obtidas pelos algoritmos desenvolvidos são aplicadas em problemas de engenharia estrutural e

transferência de calor, tanto para problemas planos quanto para problemas de superfícies 3D.

A descrição da geometria de todos os exemplos tratados neste trabalho, como as

coordenadas dos pontos de controles, vetores de knots, e os dados das curvas de aparos, são

disponibilizadas no Apêndice A.

A máquina utilizada para processar todos os exemplos deste trabalho tem processador

Intel Core 2 Quad Q6600 com 2.40GHz e 8GB de memória RAM.

5.1 Geração de Malhas

As técnicas de geração de malha não estruturadas são aplicadas em vários exemplos.

O grau de adjacência α = 2 e o coeficiente de função densidade β = 1.6 são adotados em todos

os exemplos.

No Item 5.1.1, o desempenho do algoritmo AFP é aferido em modelos com com-

plexidade variada, comparando a qualidade das malhas isogeométricas geradas pelo algoritmo

com as obtidas usando uma alternativa da literatura. No Item 5.1.2 é demonstrada a aplicação da

técnica de discretização automática de contorno descrita na Seção 3.1.

No Item 5.1.3, a eficiência do programa PMGen, que implementa o algoritmo AFP,

é comparada a de um gerador eficiente de malhas de elementos finitos de alta ordem, onde é

avaliado o tempo de processamento e qualidade das malhas geradas pelos dois programas. O
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efeito da etapa SAO, que modifica as coordenadas e pesos dos pontos de controle dos elementos,

sobre a qualidade das malhas é avaliado para diferentes graus de elemento e nível de discretização

no Item 5.1.4.

Por fim, a generalização dos algoritmos planos para problemas de cascas é apresen-

tado nos Itens 5.1.5 e 5.1.6, onde é abordado a geração de malhas para problemas de superfícies,

incluindo o caso de superfícies aparadas.

5.1.1 Desempenho do algoritmo AFP

Nesta seção, o algoritmo AFP implementado no PMGen é avaliado em vários

exemplos de aplicação, comparando seu desempenho com o do programa TriGA (Triangular

IGA)62. O TriGA implementa o método de geração de malhas isogeométricas Dynamic Quadtree,

apresentado em Engvall e Evans5. Este método consiste em um algoritmo automático de geração

de malhas, onde o contorno do problema é discretizado automaticamente. A fim de permitir a

comparação entre os algoritmos, a parametrização de entrada utilizada no AFP é a mesma obtida

pelo TriGA. Em todos os casos são considerados elementos cúbicos, pois é o padrão utilizado no

TriGA e em sistemas de modelagem geométrica.

Os dois primeiros exemplos considerados são um círculo e um quarto de cilindro

espesso. As malhas obtidas pelos dois programas são apresentadas na Figura 77. A Tabela 2

mostra o número de elementos (n̂) e as métricas de qualidade mínima (Jts) e média (Jm
ts ) obtidas

por cada programa, onde (P) são os resultados referentes ao PMGen e (T) os referentes ao TriGA.

A distribuição dos elementos por faixa de qualidade é apresentada na Figura 78.

Figura 77 – Malhas geradas nos modelos do circulo e quarto de cilindro.

(a) PMGen. (b) TriGa. (c) PMGen. (d) TriGa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os dois programas geram malhas de alta qualidade, com métrica Jts maior que

0.8 em todos os casos. O bom desempenho dos algoritmos é esperado pela simplicidade dos
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dois problemas, onde não há complexidade na geometria dos modelos e o tamanho das arestas

curvas do contorno são similares, resultando numa densidade de elementos sem variações. O

TriGA gera malhas com quantidade menor de elementos do que o PMGen, o que sugere que

sua implementação utiliza uma função densidade maior em comparação ao com a adotada no

PMGen. Também nota-se, para o TriGA, elementos maiores e de maior qualidade no interior

do modelo do que no contorno. Isto se deve ao fato deste utilizar uma técnica de geração de

malhas baseada em triangulação de Delaunay. Por outro lado, o PMGen apresenta elementos de

tamanho similar e qualidade similar em todo o modelo. Em termo de qualidade dos elementos, o

PMGen apresenta malhas com qualidade maior em ambas as métricas mínima e média, além de

uma melhor distribuição de elementos por qualidade.

Tabela 2 – Qualidade das malhas obtidas nos modelos do círculo e quarto de cilindro.

Exemplo
n̂ Jts Jts Jm

ts Jm
ts

(T) (P) (T) (P) (T) (P)

Círculo 96 302 0.7895 0.8594 0.9099 0.9779
Quarto de Cilindro 28 52 0.7243 0.8268 0.8963 0.9494

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 78 – Distribuição dos elementos por faixas de qualidade para os modelos do círculo e
quarto de cilindro.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Em seguida, são considerados dois exemplos de maior dificuldade, uma placa com

furo e um bocal, ambos apresentados por Envall e Evans5. Neste caso, há maior variação nos
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tamanhos das arestas do contorno nos modelos, tornando necessário que haja uma transição

adequada da função densidade dos elementos. Além da comparação do PMGen com o TriGA,

também será considerado a malha obtida pela otimização da métrica mínima (Jts), realizada na

malha gerada pelo PMGen sem aplicação da SAO, onde as coordenadas cartesianas e pesos dos

pontos de controle são as variáveis da otimização. Deste modo, compara-se o desempenho das

malhas geradas pelo AFP com o de malhas otimizadas para maximização da qualidade. Neste

trabalho, consideram-se elementos de boa qualidade aqueles com Je
ts ≥ 0.75, e:

Jsup
ts =

n̂
∑

e=1
qs(e)

n̂
·100, qs(e) =

{
1 se Je

ts ≥ 0.75

0 caso contrário
(5.1)

é o percentual de elementos classificados como de boa qualidade.

O processo de otimização é aplicado localmente, conforme descrito na Seção 3.6,

onde é adotada o valor limite de 0.75 para escolha dos elementos para formação das sub-malhas,

com grau de adjacência igual a 2 e parâmetro de redução do tamanho de busca igual a 0.05. O

algoritmo de otimização de Evolução Diferencial apresentado em Ribeiro et al.136 é utilizado,

com os parâmetros apresentados na Tabela 3. Embora este algoritmo não avalie o critério

de otimalidade para solução encontrada, o emprego deste se mostrou adequado para otimizar

consistentemente os exemplos analisados neste trabalho.

Tabela 3 – Parâmetros usados para otimização das malhas.
Parâmetro Valor

População 50
Número de Gerações 2000
Taxa de Cruzamento 0.8
Taxa de Mutação 0.5
Peso de F 0.85
Método de Diferenciação LocaltoBest

Fonte: Elaborada pelo autor.

As malhas obtidas pelo PMGen são apresentadas na Figura 79. A qualidade das

malhas é apresentada na Tabela 4, sendo (O) os resultados relacionados a malha obtida via

otimização. Nesta tabela também é apresentado o percentual de elementos classificados como de

boa qualidade. A distribuição dos elementos por faixa de qualidade é apresentada na Figura 80.

Os resultados mostram que todos os algoritmos geram malhas de boa qualidade,

com alto percentual de elementos classificados como de boa qualidade. O PMGen, novamente,

obteve métricas melhores do que o TriGA nos dois exemplos. As malhas geradas via otimização
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apresentaram os melhores resultados de métricas. Apesar disto, no caso da placa com furo,

há uma leve redução no percentual de elementos da última faixa de qualidade, em relação ao

resultado do PMGen. Isto mostra que para elevar a qualidade dos piores elementos da malha, o

processo de otimização pode acabar reduzindo a qualidade dos melhores elementos.

Figura 79 – Malhas geradas pelo PMGen nos modelos da placa com furo e bocal.

(a) Placa com furo. (b) Bocal.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4 – Qualidade das malhas obtidas nos modelos da placa com furo e bocal.

Exemplo
n̂ Jts Jm

ts Jsup
ts

(T) (P) e (O) (T) (P) (O) (T) (P) (O) (T) (P) (O)

Placa com furo 214 318 0.6004 0.6652 0.7584 0.9100 0.9243 0.9311 93 96 100
Bocal 84 130 0.5326 0.7288 0.7735 0.8708 0.9294 0.9295 83 96 100

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 80 – Distribuição dos elementos por faixas de qualidade nos modelos da placa com furo
e bocal.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por fim, mais dois problemas são considerados, uma placa complexa110, 79 apresen-

tada originalmente em Persson110, e um braço de torque inspirado no exemplo estudado por

López e colaboradores8. As geometrias apresentam maior complexidade em relação ao exemplos

anteriores, com vários furos e regiões estreitas. A Figura 81 mostra as malhas obtidas pelo

PMGen. A Tabela 4 mostra os resultados de qualidade dos problemas, e a distribuição dos

elementos por faixa de qualidade é apresentada na Figura 82.

Figura 81 – Malhas geradas pelo PMGen nos modelos da placa complexa e braço de torque.

(a) Placa complexa. (b) Braço de torque.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 – Qualidade das malhas obtidas nos modelos da placa complexa e braço de torque.

Exemplo
n̂ Jts Jm

ts Jsup
ts

(T) (P) e (O) (T) (P) (O) (T) (P) (O) (T) (P) (O)

Placa complexa 757 895 0.6461 0.6419 0.7502 0.9258 0.9365 0.9389 97 98 100
Braço de torque 546 634 0.5588 0.5517 0.7089 0.9038 0.9339 0.9314 92 98 99

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste último conjunto de problemas, o PMGen obteve métricas mínimas levemente

inferiores as do TriGA, porém métricas médias e distribuição dos elementos melhor. As malhas

obtidas via otimização apresentaram as melhores métricas mínimas, entretanto, no caso do braço

de torque, não foi possível obter Jsup
ts = 100. Destaca-se que o PMGen apresentou a melhor

métrica média para a placa complexa. Nos demais resultados, as malhas otimizadas obtiveram as

melhores métricas médias e percentual de elementos classificados como de boa qualidade. Além

disto, as malhas otimizadas obtiveram melhor distribuição dos elementos para os dois exemplos,

com maior percentual de elementos no último intervalo de qualidade.
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Figura 82 – Distribuição dos elementos por faixas de qualidade nos modelos da placa complexa
e braço de torque.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.2 Aplicação da discretização recursiva em problemas planos

Nesta seção o algoritmo de discretização automática de contorno desenvolvido

neste trabalho é aplicado em dois exemplos com geometria complexa, um violão e o fluido

existente entre dois rotores, onde a geometria é baseada no problema apresentado por Hinz e

colaboradores118. O desempenho algoritmo é analisado em função das malhas geradas posterior-

mente pelo algoritmo AFP, utilizando a parametrização de saída como entrada para geração das

malhas. A Figura 83 ilustra os dois problemas.

Figura 83 – Geometria dos problemas para aplicação da discretização automática do contorno.

(a) Violão. (b) Rotores.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quatro discretizações são obtidas usando diferentes parâmetros de entrada Λ =

(Lmax, θmax, Lmin), de modo a gerar gradativamente malhas mais refinadas para cada problema. A
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Tabela 6 – Qualidade das malhas para diferentes níveis de discretização.
Lmax θmax Lmin n̂ Jts Jm

ts Jsup
ts

12 120◦ 8 319 0.1595 0.7683 64
12 90◦ 4 373 0.1598 0.8171 74
8 90◦ 2 461 0.1598 0.8570 84
4 60◦ 0 1284 0.4869 0.9395 99

(a) Violão.

Lmax θmax Lmin n̂ Jts Jm
ts Jsup

ts

30 120◦ 20 392 0.0000 0.7722 68
25 90◦ 10 610 0.0004 0.8469 81
20 60◦ 5 917 0.1983 0.8859 86
10 30◦ 0 2572 0.5794 0.9379 98

(b) Rotores.

Tabela 6 apresenta os parâmetros de entrada do algoritmo e informações relacionadas as malhas

geradas, como o número de elementos e as métricas de qualidade obtidas.

A Figura 84 ilustra as malhas geradas no caso do Violão. As malhas iniciais são

válidas, mas apresentam elementos de baixa qualidade em regiões estreitas, como na parte

superior do modelo e acima do furo circular. As métricas de qualidade média e percentual de

elementos classificados como de boa qualidade aumentam com o refinamento. Nota-se, nas

malhas mais refinadas, uma maior densidade de elementos nas regiões estreitas, indicando a

aplicação do critério de proximidade. A escolha do valor Lmin = 0 permitiu um refinamento

adequado de todas as regiões do modelo, melhorando o valor obtido de Jts na última discretização

considerada.

Figura 84 – Malhas obtidas no modelo do violão.

(a) Λ = (12,120◦,8). (b) Λ = (12,90◦,4). (c) Λ = (8,60◦,2). (d) Λ = (4,60◦,0).

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 85 ilustra as malhas obtidas para o caso dos rotores. Neste caso, malhas

com elementos inválidos são gerados nos primeiros níveis de discretização. De modo similar ao
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caso do violão, a qualidade das malhas melhoram com o aumento do nível de discretização. No

último caso, há um refinamento adequado nas regiões mais estreitas do modelo e boa transição

nos tamanhos dos elementos. Por outro lado, há um aumento expressivo no número de elementos

da malha mais refinada, também observado no caso do violão.

Figura 85 – Malhas obtidas no modelo dos rotores.

(a) Λ = (30,120◦,20). (b) Λ = (25,120◦,10).

(c) Λ = (20,90◦,5). (d) Λ = (10,60◦,0).

Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante notar que a escolha de qual malha deva ser utilizada em uma aplicação

numérica depende, principalmente, do nível de precisão e custo computacional desejado. É

esperado que malhas com maior qualidade apresentem respostas numéricas com maior precisão.

Geralmente busca-se utilizar malhas onde a maioria dos elementos seja de boa qualidade e não

haja nenhum elemento inválido. O algoritmo proposto mostrou-se capaz de discretizar modelos

complexos, permitindo obter malhas de diversos tamanhos e qualidade.

5.1.3 Eficiencia do algoritmo AFP em geometrias complexas

A eficiência do algoritmo proposto é comparada com a do programa Gmsh54, nos

exemplos do violão e dos rotores. No Gmsh, é usada a mesma subdivisão de contorno adotada

no PMGen, que utiliza os parâmetros apresentados na Tabela 7, elementos finitos cúbicos T10, e
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um algoritmo de suavização de elementos de alta ordem baseado na otimização de métricas de

qualidade, disponível no Gmsh87, 86, 84. As malhas obtidas pelo PMGen com a parametrização

considerada são ilustradas na Figura 86. Os parâmetros utilizados no Gmsh são apresentados na

Tabela 8.

Tabela 7 – Parâmetros de discretização do contorno usados na comparação com o Gmsh.
Exemplo Lmax Lmin θmax

Violão 8 0 75◦

Rotores 30 0 60◦

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 86 – Malhas geradas pelo PMGen e Gmsh.

(a) PMGen.

(b) Gmsh.

Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante notar que os dois algoritmos não são diretamente comparáveis, pois as

malhas geradas pelo Gmsh não representam geometrias racionais de forma exata. Entretanto,

a capacidade de produzir malhas de alta ordem válidas em geometrias complexas ainda é uma

característica relevante para os dois programas. Além disso, o Gmsh é um programa maduro

de geração de malhas de elementos finitos com algoritmos eficientes e é usado em diversos
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Tabela 8 – Parâmetros do Gmsh (versão 4.4.1) usados para gerar as malhas do violão e rotores.
Parâmetro Valor

Linear meshing algorihtm Frontal-Delaunay
Regularization algorithm Optimization
Target jacobian range 0.8 - 1.2
Number of layers 6
Distance factor 12
Boundary nodes Fixed
Weight on node displacement 1
Maximum number of iterations 100
Max. number of barrier updates 25
Strategy Disjoint strong

Fonte: Elaborada pelo autor.

programas CAE. Portanto, é razoável a comparação entre os dois programas com relação à

eficiência computacional e qualidade das malhas, considerando que a mesma subdivisão do

contorno e grau dos elementos sejam adotados para ambos.

A Tabela 9 mostra a qualidade das malhas obtidas (P para PMGen e G para GMsh), e

a Tabela 10 mostra os tempos de execução obtidos em cada caso, onde th é o tempo de execução

da SAO, incluindo a etapa de elevação de grau, e tl é o tempo de execução da etapa de geração

de malha linear. O algoritmo proposto gerou malhas de alta ordem com boa qualidade para os

dois casos, com métricas levemente inferiores às obtidas pelo Gmsh. Apesar disso, o algoritmo

proposto foi mais rápido e produziu malhas com número menor de elementos. A etapa de SAO

representa uma parte considerável do tempo de execução total do algoritmo proposto, mas é

comparável com o tempo de execução da etapa de geração da malha linear. Vale ressaltar que

apesar do procedimento de otimização usado no Gmsh resultar em elementos com qualidade

superior aos obtidos pela SAO proposta, o custo computacional dele foi maior.

Tabela 9 – Tamanho e qualidade das malhas obtidas pelo PMGen e Gmsh.

Exemplo
n̂ n̂ Jts Jts Jm

ts Jm
ts Jsup

ts Jsup
ts

(P) (G) (P) (G) (P) (G) (P) (G)

Violão 930 1240 0.464 0.600 0.922 0.948 97 98
Rotores 2117 2427 0.565 0.653 0.939 0.950 98 99

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 11 mostra o número de sub-malhas (nsm) e o número de elementos nas

sub-malhas (n̂sm) obtidas em cada caso. Pode-se notar que a análise térmica é aplicada em um

único grupo de elementos nos dois casos, enquanto a análise elástica é aplicada várias vezes em

grupos de elementos disjuntos. O grupo de elementos disjuntos escolhido na análise térmica
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Tabela 10 – Tempos de processamento obtidos pelo PMGen e Gmsh.

Exemplo
t∗l t∗h th + tl th/tl

(P) (G) (P) (G) (P) (G) (P) (G)

Violão 63 46 67 471 130 517 0.92 10.24
Rotores 164 95 190 302 354 397 0.95 3.18
∗Tempo de processamento medido em milissegundos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

está localizado nas curvas racionais dos modelos. Estes modelos apresentam apenas um ciclo

com curvas racionais, o furo circular no modelo do violão e o contorno externo no modelo dos

rotores. Os ciclos compostos apenas por curvas racionais sempre resultam em um único grupo de

elementos, como observado no caso dos rotores, onde quase metade dos elementos da malha são

considerados na etapa da análise térmica. Este aspecto afeta o custo computacional do algoritmo

de geração de malhas e pode ser considerado em alguns modelos para exclusão da etapa de

análise térmica, preservando a eficiência computacional do algoritmo.

Tabela 11 – Dados referentes as sub-malhas do violão e rotores.

Modelo nsm n̂sm
Elástica Térmica Elástica Térmica

Violão 8 1 470 91
Rotores 17 1 469 1102

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, a Tabela 12 mostra os resultados de métricas de qualidade e tempo de

processamento para alguns dos exemplos tratados neste trabalho, considerando a aplicação

da SAO de forma localizada (Loc) ou global (Glob), onde todos os elementos da malha são

considerados na suavização dos pesos e coordenadas dos pontos de controle. Pode-se observar

variações desprezíveis nas métricas de qualidade das malhas, enquanto há ganhos expressivos de

eficiência computacional.

Tabela 12 – Métricas de qualidade e custo computacional da SAO em análises globais e locais.

Modelo Jts Jm
ts th/tl

Loc Glob Loc Glob Loc Glob

Placa complexa 0.64 0.64 0.94 0.94 0.89 3.72
Braço de Torque 0.55 0.55 0.93 0.93 1.70 2.98
Violão 0.46 0.46 0.92 0.92 1.08 4.75
Rotores 0.56 0.57 0.94 0.94 1.16 3.77

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.1.4 Efeito da SAO na qualidade das malhas

Nesta seção é estudado o efeito da SAO proposta sobre a qualidade das malhas. A

geometria consiste em uma parte mecânica apresentada por Zienkiewicz e colaboradores156. O

contorno do problema é subdividido usando o algoritmo proposto neste trabalho, com Lmin = 0,

θmax = 90◦ e Lmax = 6, 4 e 2. Malhas quadráticas, cúbicas e quárticas são geradas pelo algoritmo

AFP em cada caso, com e sem a aplicação da etapa da SAO. Neste exemplo, as métricas Jts e Jm
ts

são avaliadas considerando apenas elementos afetados pela SAO, dado que não há efeito nos

demais.

A Tabela 13 mostra as qualidades das malhas obtidas. Ambas as métricas mínimas

e médias aumentam em todos os casos e tendem a ser muito melhores para os graus mais

elevados. De modo geral, a qualidade dos elementos é boa mesmo sem a aplicação da SAO,

porém elementos de baixa qualidade ou inválidos são gerados em alguns casos. Além disto, a

distribuição dos elementos pela qualidade melhora em todos os casos quando aplicada a SAO,

como mostrado na Figura 88.

Tabela 13 – Influência da SAO na qualidade das malhas e tempos de processamento.

Lmax Degree
Jts Jts Jm

ts Jm
ts n̂ ∗nsm

∗n̂sm th/tl(SAO) (SAO)

2 0.0319 0.4470 0.9135 0.9226 1.10
6 3 0.0000 0.5648 0.9132 0.9255 200 1 (1) 115 (115) 2.27

4 0.0000 0.6113 0.9056 0.9202 5.20

2 0.2471 0.4634 0.9094 0.9095 0.72
4 3 0.2471 0.6170 0.9096 0.9165 399 1 (1) 134 (134) 1.61

4 0.1448 0.6823 0.9023 0.9155 3.65

2 0.6538 0.7265 0.9428 0.9419 0.41
2 3 0.6538 0.7275 0.9428 0.9416 1248 4 (4) 215 (215) 0.84

4 0.6519 0.7275 0.9411 0.9389 1.41
∗Valores reportados nas análises elástica e (térmica).

Fonte: Elaborada pelo autor.

É importante ressaltar que o efeito da suavização de coordenadas é reduzido com a

diminuição da curvatura dos elementos, onde consequentemente, a magnitude dos deslocamentos

prescritos torna-se pequena. Esse comportamento é observado nos resultados apresentados a

medida que o parâmetro de discretização Lmax diminui, por exemplo, quando Lmax = 2, onde

boas malhas são geradas mesmo sem a etapa SAO. Nota-se que o grupo de elementos afetados

pela SAO localizada adapta-se conforme a discretização, resultando em um conjunto vazio para
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a etapa de análise elástica. Logo, apenas a suavização dos pesos é aplicada em níveis muito

refinados de discretização do modelo. A Figura 87 apresenta as malhas quárticas (com SAO)

obtidas em cada discretização e sua distribuição de qualidade.

Figura 87 – Malhas quárticas da parte mecânica geradas pelo algorithm AFP com SAO.

(a) Lmax = 6. (b) Lmax = 4.

(c) Lmax = 2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A razão entre os tempos de processamento th/tl para cada caso também são repor-

tados aqui. A etapa de SAO requer maior tempo de processamento em comparação a etapa de

geração de malha linear a medida que graus mais elevados são usados para o mesmo nível de

discretização do modelo. Vale ressaltar que, neste caso, tanto o tamanho do sistema linear global

aumenta como também aumenta o custo computacional da integração numérica das matrizes dos

elementos. Por outro lado, para um mesmo grau, a razão th/tl diminui com o aumento do nível

de discretização do modelo.
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Figura 88 – Histograma de qualidade dos elementos da parte mecânica.
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(c) Lmax = 2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.5 Geração de malhas de superfícies

Nesse seção, o algoritmo AFS é aplicado para geração de malhas de superfícies. O

desempenho do algoritmo é avaliado pela qualidade das malhas geradas, considerando a métrica

Je
ts formulada para o caso de superfícies no espaço 3D, onde a matriz Jacobiana tem dimensão

3×2. As malhas geradas são comparadas com as obtidas pelo processo de otimização descrito na

Seção 3.6.1, que recebe como entrada a malha gerada pelo AFS, considerando inclusive a etapa

de SAO. Desta forma, busca-se obter a melhor malha possível para a topologia construída pela

AFS, em termos das métricas Jts e Jm
ts , e comparar sua qualidade a malha obtida sem otimização.
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A otimização é realizada com o mesmo algoritmo e parâmetros apresentados na

Seção 5.1.1. Apesar do algoritmo adotado não avaliar critério de otimalidade, observou-se que o

uso deste com os parâmetros considerados possibilitou otimizar consistentemente os exemplos

tratados neste trabalho.

Inicialmente, são consideradas duas superfícies NURBS sem aparos, onde não há

utilização da SAO. O primeiro exemplo consiste em um oitavo de uma esfera com corte de 18◦

no polo. O modelo é representado por uma superfície NURBS biquadrática com 9 pontos de

controle, que pode ser obtido pela revolução de um arco circular de 72◦ em torno do eixo polar38,

conforme ilustrado na Figura 89. A superfície é parametrizada em valores unitários, no intervalo

de [0,1] nas direções ξ e η . Essa forma padrão de parametrização é comumente adotada nos

modeladores e será considerada em todos os exemplos deste trabalho.

Figura 89 – Descrição da superfície do modelo de um oitavo de esfera com corte.

η

ξ

Fonte: Elaborada pelo autor.

Três malhas são obtidas considerando subdivisões do contorno e parâmetro θ s
max

diferentes, de maneira a gerar malhas gradativamente mais refinadas. O algoritmo de discretiza-

ção automática de contorno, generalizado para o caso de superfícies na Seção 3.5.4, é utilizado.

Nos exemplos deste trabalho, foi adotado θ S
max = θmax, de modo que o mesmo ângulo limite é

considerado tanto para discretização do contorno quanto para geração da malha de superfície.

Por se tratar de uma superfície biquadrática, são considerados elementos triangulares

de quarto grau para representar exatamente a superfície NURBS. Vale ressaltar que no caso da

malha otimizada, onde as arestas dos elementos deixam de ser retas no espaço paramétrico, não

há garantia de representação exata da geometria, embora o processo de ajuste da superfície do

elemento já garanta boa aproximação. O mesmo ocorre nos elementos próximos às curvas de
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aparo, bem como aqueles afetados pela SAO.

Figura 90 – Malhas geradas para o modelo de um oitavo de esfera com corte.

(a) AFS. (b) AFS (Paramétrico).

(c) Otimizado. (d) Otimizado (Paramétrico).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 14 – Qualidade das malhas para o modelo de um oitavo de esfera com corte.

Lmax θmax Lmin n̂
Jts Jm

ts Jsup
ts

(S) (O) (S) (O) (S) (O)

8 60◦ 2 15 0.4989 0.7717 0.7857 0.8602 71 100
5 45◦ 1 28 0.7254 0.8178 0.8911 0.9224 93 100
2 30◦ 0 188 0.7941 - 0.9523 - 100 -

Fonte: Elaborada pelo autor.

As malhas obtidas são apresentadas na Figura 90, onde também são ilustradas a

representação destas no espaço paramétrico. As métricas de qualidade obtida são apresentadas na

Tabela 14, onde (S) representa os resultados do AFS e (O) o das malhas otimizadas. O algoritmo

AFS consegue gerar malhas de boa qualidade mesmo nos primeiros níveis de refinamento.

Apesar disto, as malhas otimizadas obtiveram métricas superiores ao AFS em todos os casos. No

terceiro caso não foi realizada a otimização, pois a malha gerada pelo AFS já apresentava Jsup
ts

máximo. O bom desempenho do AFS é esperado pela facilidade do problema, que apresenta

curvatura constante e ausência de furos.

Em seguida é considerada uma superfície de forma livre proposta por Dornisch e

colaboradores153, apresentada na Figura 91. A superfície é bicúbica, não-racional e possui 36

ponto de controle.

Neste exemplo, a superfície apresenta variação considerável da curvatura. As maiores

curvaturas principais absolutas são observadas nas proximidades do ponto A, na quina inferior
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direita do modelo. A Figura 92 mostra a maior curvatura principal em valores absolutos |κmax|

ao longo da superfície.

Figura 91 – Descrição da superfície de fomra livre.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 92 – Curvaturas máximas absolutas no modelo da superfície de forma livre.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além das malhas geradas pelo algoritmo AFS e as obtidas via otimização, também

são apresentadas malhas estruturadas com elementos triangulares obtidas pelo algoritmo MTB,

considerando subdivisão uniforme nas curvas de contorno da superfície. Foram escolhidos

parâmetros de discretização de modo a gerar malhas de tamanho similar para ambas as técnicas.

O grau sexto é adotado nas malhas para possibilitar a representação exata da superfície bicúbica.

As três malhas geradas para cada técnica são apresentadas na Figura 93. Pode-se

observar, para o AFS, maior refinamento nas proximidades do ponto A devido ao critério de
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curvatura adotado nas etapas de geração da malha e discretização do contorno.

Os resultados de qualidade são apresentados na Tabela 15. O algoritmo AFS gerou

malhas de boa qualidade em todos os casos considerados, obtendo métricas médias quase iguais

às obtidas pela otimização, além de alto percentual de elementos de boa qualidade. Além disto,

o AFS obteve métricas superiores em comparação as obtidas pelo MTB em todos os casos,

evidênciando a importância da consideração da curvatura durante a geração da malha para o

exemplo analisado. Por fim, ressalta-se que a estratégia de discretização baseado na curvatura

proposta na AFS mostrou-se satisfatória nos dois exemplos analisados.

Figura 93 – Malhas geradas no exemplo da superfície de forma livre.

(a) AFS.

(b) MTB.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 15 – Qualidade das malhas para o modelo da superfície de forma livre.

Lmax θmax Lmin n̂
Jts Jm

ts Jsup
ts

(S) (O) (S) (O) (S) (O)

8 90 2 90 0.6746 0.7716 0.8711 0.8889 92 100
5 60 1 169 0.6985 0.7755 0.9131 0.9181 98 100
2 30 0 521 0.7120 0.7629 0.9399 0.9408 100 100

(a) AFS.

Elementos por lado n̂ Jts Je
ts Jsup

ts

6 72 0.5590 0.7579 53
9 162 0.5762 0.7921 67
18 648 0.5934 0.8220 77

(b) MTB.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.6 Geração de malhas em superfícies aparadas

A seguir o algoritmo AFS é aplicado em três geometrias com aparos. O primeiro

é uma faixa curva, com a geometria baseada no exemplo apresentado por Kang e Youn157. A

geometria tratada na referência não é utilizada, pois sua descrição completa não é fornecida

no trabalho. Vale ressaltar a dificuldade na reprodução de exemplos de superfícies aparadas

disponíveis na literatura. A geometria da faixa curva é dada por uma superfície não-racional de

grau 2 × 1, com duas curvas de aparo quadráticas. A Figura 94 ilustra o modelo 3D, no espaço

cartesiano, e também o modelo bidimensional no espaço paramétrico.

Figura 94 – Descrição do modelo da faixa curva.

(a) Espaço cartesiano. (b) Espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 95 – Malhas geradas para o modelo da faixa curva.

(a) AFS sem SAO.

(b) AFS.

(c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 16 – Qualidade das malhas para o modelo da faixa curva.

Lmax θmax Lmin n̂
Jts Jm

ts Jsup
ts

(T) (S) (O) (T) (S) (O) (T) (S) (O)

300 90◦ 150 18 0.0808 0.4150 0.4419 0.6100 0.6269 0.7183 56 33 56
150 60◦ 75 56 0.0016 0.4479 0.7412 0.8445 0.8416 0.8883 86 79 86
75 45◦ 25 264 0.6888 0.6888 0.7838 0.9420 0.9420 0.9469 98 98 100

Três malhas com tamanhos variados são obtidas utilizando diferentes parâmetros

para discretização do contorno. No caso de superfícies aparadas, o algoritmo AFS aplica a etapa

SAO nas arestas curvas do espaço paramétrico. Assim, para ilustrar a importância da SAO, são

mostradas as malhas geradas pelo AFS com SAO (S) e sem SAO (T), além das malhas otimizadas.

Neste exemplo são consideradas malhas cúbicas. As malhas obtidas são apresentadas na Figura

95 e a Tabela 16 mostra os resultados de qualidade obtidos.

Observa-se que o uso da SAO melhorou consistentemente a métrica mínima (Jts) nos

dois primeiros casos, onde há geração de elementos inválidos no algoritmo (T). Vale notar que

os elementos inválidos ocorrem também no espaço paramétrico, como mostra a Figura 96.
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Figura 96 – Malhas da faixa curva no espaço paramétrico para Λ = (300,90◦,150).

(a) AFS sem SAO. (b) AFS. (c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No terceiro caso, não houve aplicação da SAO devido ao alto nível de refinamento

considerado, resultando em malhas idênticas para (T) e (S). Vale notar que a etapa de SAO é

aplicada de forma eficiente, não sendo utilizada em regiões muito discretizadas onde não há

ocorrência de elementos inválidos. Com relação as métricas médias, as duas alternativas (T e S)

apresentam respostas similares, exceto na primeira discretização considerada, onde o algoritmo

com suavização apresenta redução na resposta Jsup
ts . O algoritmo com a otimização apresentou

melhores métricas em todos os casos, mas a diferença em relação ao (S) diminuiu com o aumento

do refinamento, apresentando métricas médias quase iguais no último caso.

Apesar da geometria apresentar aparos, a mesma não possui características comple-

xas. Portanto, é esperado bom desempenho dos algoritmos neste exemplo. A seguir, a mesma

geometria é modificada, adicionando vários furos para aumentar a dificuldade do problema de

geração de malha. A Figura 97 ilustra a geometria da faixa curva com vários furos no espaço

cartersiano e paramétrico.

Figura 97 – Descrição do modelo da faixa curva modificada.

(a) Espaço cartesiano. (b) Espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 98 – Malhas geradas no exemplo da faixa modificada.

(a) AFS sem SAO.

(b) AFS.

(c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Três malhas são geradas utilizando parâmetros de refinamento diferentes dos usados

anteriormente. As malhas para cada caso são ilustrados na Figura 98, e os resultados obtidos são

apresentados na Tabela 17. Na primeira discretização considerada, o nível de refinamento da

malha na região próxima ao furo central foi insuficiente para evitar elementos de baixa qualidade.

Elementos inválidos são gerados pelo algoritmo sem suavização, enquanto malhas válidas são

obtidas quando se usa a SAO. Neste caso, a malha otimizada obteve melhor valor de métrica

mínima (Jts), mas obteve os piores valores de métrica média (Jm
ts ) e percentual de elementos

de boa qualidade (Jsup
ts ). Portanto, neste caso, a otimização da métrica mínima prejudicou

consideravelmente a qualidade dos demais elementos da malha. A malha com suavização (S)

também obteve respostas Jm
ts e Jsup

ts inferiores quando comparado a malha não suavizada (T).

Nas outras discretizações, nenhum algoritmo gera elementos inválidos e as respostas

das malhas suavizadas apresentaram melhores métricas em comparação às malhas sem sua-

vização. Além disto, as respostas das malhas otimizadas também são melhores ou similares

em comparação as demais respostas. Conclui-se que embora os algoritmos com suavização e
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otimização tenham maior robustez na geração de malhas válidas, dependendo da complexidade

da geometria e nível de discretização adotado, estes podem piorar o restante da malha para

garantir a validade da mesma.

O último problema tratado nesta seção consiste em uma casca esférica com vários

furos, baseada no exemplo apresentado por Kang e Youn 158. A geometria da casca é dada por

uma superfície racional biquadrática, com 16 curvas de aparo quadráticas, e apresenta simetria

nos eixos x e y. A Figura 99 ilustra o modelo no espaço cartesiano (3D) e no espaço paramétrico.

Tabela 17 – Qualidade das malhas para o modelo da faixa modificada.

Lmax θmax Lmin n̂
Jts Jm

ts Jsup
ts

(T) (S) (O) (T) (S) (O) (T) (S) (O)

150 90◦ 50 172 0.0002 0.2096 0.3194 0.7603 0.7430 0.6981 65 62 53
100 60◦ 25 336 0.4580 0.5525 0.6868 0.8655 0.8655 0.8817 66 83 87
50 30◦ 0 1480 0.6582 0.6471 0.6948 0.9408 0.9407 0.9398 67 99 99

Figura 99 – Descrição do modelo da casca esférica com furos.

(a) Espaço cartesiano. (b) Espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo geométrico possui várias regiões estreitas e arestas com curvatura conside-

rável. Além disto, o modelo possui uma restrição de um ponto localizado no centro do modelo.

É importante ressaltar a capacidade da implementação realizada neste trabalho para considerar

restrições, que naturalmente são satisfeitas durante a etapa de geração da malha linear. Tal

restrição é utilizada mais adiante para modelagem de um problema estrutural, onde há aplicação

de carga pontual no centro do modelo.

Novamente, são geradas malhas para três conjuntos de parâmetros de discretização

de forma a aumentar a resolução da malha gradativamente. Além disso, é considerado o grau
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quártico para os elementos. A Figura 100 mostra as malhas obtidas por cada algoritmo e Tabela

18 apresenta os resultados de qualidade obtidos.

Figura 100 – Malhas geradas no exemplo casca esférica com furos.

(a) AFS sem SAO.

(b) AFS.

(c) Otimizado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No geral, todos os algoritmos conseguiram gerar malhas com boa qualidade, obtendo

bom valor de métricas médias Jm
ts e alto percentual de elementos classificados como de boa

qualidade. Na primeira discretização considerada, observam-se refinamentos insuficientes em

algumas partes do modelo, como nas quinas do painel e regiões entre os furos. Apesar disto, os

algoritmos com suavização (S) e otimização (O) geraram malhas válidas, embora com alguns

elementos de baixa qualidade. De maneira similar ao observado no exemplo anterior, estes

algoritmos obtiveram métricas Jm
ts e Jsup

ts inferiores ao algoritmo sem suavização para primeira

discretização.

Nas demais discretizações, as malhas com suavização e otimização apresentam bons

resultados para todas as respostas analisadas. A etapa de suavização foi essencial para garantir

a validade das malhas geradas, uma vez que em todos os casos processados o algoritmo sem
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suavização (T) gerou elementos inválidos.

Tabela 18 – Qualidade das malhas para o modelo de casca esférica.

Lmax θmax Lmin n̂
Jts Jm

ts Jsup
ts

(T) (S) (O) (T) (S) (O) (T) (S) (O)

4 90◦ 0.15 1248 0.0001 0.1439 0.2742 0.8748 0.8700 0.8292 87 83 75
3 75◦ 0.075 2108 0.0001 0.4226 0.6618 0.9270 0.9239 0.9339 97 96 99
2 60◦ 0 3320 0.0013 0.6098 0.7516 0.9517 0.9509 0.9555 97 98 100

No geral, observa-se que o algoritmo AFS obteve bom desempenho em todos os

exemplos analisados neste trabalho, gerado malhas de qualidade comparáveis as obtidas quando

se considera a otimização das métricas de qualidade. Também pode-se observar que, com o

aumento do refinamento, a diferença nas respostas de qualidade entre tais abordagens diminuiu.

Também destaca-se o uso do algoritmo de subdivisão de contorno juntamente com

AFS, que demonstrou capacidade de gerar malhar com diferentes resoluções e qualidades, uma

característica importante tendo em vista o uso destes em diversas aplicações de engenharia.

Os resultados mostraram que a etapa de SAO é importante para evitar elementos

inválidos também no caso de superfícies aparadas, além de ter a capacidade de aumentar a

qualidade dos elementos nas proximidades das curvas de aparo.

5.2 Análises Numéricas

O desempenho numérico das malhas geradas pelos algoritmos apresentados neste

trabalho é estudado em diversos exemplos de aplicação, onde são empregados tanto elementos

triangulares, baseados em triângulos de Bézier, quanto quadrilaterais, baseados em superfície de

Bézier.

Problemas planos de transferência de calor e elasticidade linear são tratados nos Itens

5.2.1-5.2.3. São considerados problemas com solução analítica conhecida ou manufaturada151,

de modo a verificar se as taxas de convergência teóricas são atingidas.

Problemas de análise de casca são descritos nos Itens 5.2.4-5.2.7, onde são realizados

vários estudos de convergência em problemas benchmarks, sendo três problemas do conhecido

Shell Obstacle Course159.

Por fim, problemas de análise de cascas envolvendo a geração em superfícies apara-

das são discutidos nos Itens 5.2.8-5.2.10.
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Figura 101 – Descrição do cilindro de parede espessa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.1 Transferência de calor em cilindro de parede espessa

O primeiro problema consiste na transferência de calor no cilindro espesso mostrado

Figura 101, utilizando o método das soluções manufaturadas. O campo de temperatura (T ) é

dado por:

T =
Te ln(r/Ri)−Ti ln(r/Re)

ln(Re/Ri)
, (5.2)

onde Ti e Te são respectivamente as temperaturas interna e externa no cilindro, Ri e Re são os

raios interno e externo.

O problema é solucionado utilizando elementos triangulares e quadrilaterais. A

malha inicial é obtida pelo algoritmo AFP, no caso triangular, e MTB, no caso quadrilateral. As

demais malhas são obtidas através de refinamentos uniforme. Elementos quadráticos (BSD2 e

BTD2), cúbicos (BSD3 e BTD3), quárticos (BSD4 e BTD4) e quínticos (BSD5 e BTD5) são

considerados. A Figura 102 ilustra as malhas obtidas para o caso cúbico.

A convergência da solução numérica é avaliada pela a norma L2 dos erros no campo

de temperatura, dada por156:

∥eT∥L2
=

√∫
Ω

(T − T̂ )2 dΩ (5.3)

onde T é a temperatura obtida no modelo numérico e T̂ é a temperatura exata dada pela Equação

(5.2). Esta norma é computada numericamente utilizando uma quadratura de 15×15 pontos de

Gauss no caso de elementos quadrilaterais, e uma quadratura triangular de 48 pontos, capaz de

integrar exatamente polinômios de até grau 15, no caso de elementos triangulares. Vale notar

que neste exemplo não há geração interna de calor nem fluxos de calor prescritos no contorno,

logo as condições de contorno do problema consistem apenas na aplicação das temperaturas

prescritas nos arcos interno e externo do cilindro.
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Figura 102 – Malhas 1-4 utilizadas para modelar o cilindro com parede espessa.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados são apresentados na Figura 103. Em teoria, as taxas de convergência

da norma de erro para o campo de temperatura, em relação ao parâmetro de discretização da

malha, tendem a p+1 com a discretização do modelo151, onde p é o grau do elemento utilizado.

As taxas teóricas são obtidas a medida que se reduzem as distorções nos elementos, de modo

que o Jacobiano destes tenda a ser constante. O parâmetro de discretização considerado neste

trabalho é o tamanho máximo das arestas hmax. Os resultados mostram que taxas de convergência

próximas as teóricas são obtidas em todos os casos.

Por fim, é apresentado na Figura 104 o campo de temperatura obtido. Pode-se

notar que a solução em questão é relativamente simples, justificando a rápida convergência para

solução analítica já nas primeiras malhas utilizadas.
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Figura 103 – Norma L2 do campo de temperatura obtida no cilindro espesso.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 104 – Campo de temperatura T no cilindro espesso.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.2 Chapa infinita tracionada com furo circular

O segundo exemplo trata de um problema de uma chapa infinita com furo circular

submetida à uma carga uniforme, conforme ilustrado na Figura 105. O campo de tensões na

vizinhança do furo é determinado analiticamente usando coordenadas polares, sendo dado por2:

σrr =
Tx

2

(
1− R2

r2

)
+

Tx

2

(
1−4

R2

r2 +3
R4

r4

)
cos2θ , (5.4)
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σθθ =
Tx

2

(
1+

R2

r2

)
− Tx

2

(
1+3

R4

r4

)
cos2θ , (5.5)

σrθ =−Tx

2

(
1+2

R2

r2 −3
R4

r4

)
sin2θ , (5.6)

onde Tx é magnitude da carga e R o raio do furo circular. As tensões (σrr, σθθ e σrθ ) são

definidas no sistema de coordenadas polares e podem ser convertidas para o sistema cartesiano

por:σxx σxy

σxy σyy

= TT

σrr σrθ

σrθ σθθ

T; T =

 cosθ sinθ

−sinθ cosθ

 , (5.7)

onde

tanθ =
y
x

e r2 = x2 + y2. (5.8)

Figura 105 – Descrição do chapa infinita com furo circular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma região quadrada em torno do furo é considerada para solução numérica do

problema. Nesta região, são aplicadas as forças distribuídas (tractions) exatas na borda externa
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do modelo. Tais forças são computadas em uma posição arbitrária (xi,yi) por:

f =

σxx σxy

σxy σyy

 n, (5.9)

onde f é o valor das forças e n é o vetor normal à superfície de aplicação da força, na posição

considerada. Além das cargas, são aplicadas restrições de deslocamento em três pontos do

modelo para evitar deslocamento de corpo rígido.

Também são considerados elementos triangulares e quadrilaterais neste exemplo.

As malhas são geradas da mesma forma que no exemplo anterior, e são apresentadas na Figura

106. Vale destacar que não foi possível a aplicação direta do algoritmo MTB, para geração dos

elementos quadrilaterais. Como o modelo apresenta um furo, o mesmo teve de ser particionado

manualmente em quatro regiões para aplicação da técnica, como ilustrado na Figura 107. Em

exemplos de geometrias mais complexas, como no caso dos rotores e violão apresentados no

Item 5.1.2, seria impraticável realizar tal operação manualmente, evidenciando as limitações da

técnica MTB.

Figura 106 – Malhas utilizadas para modelar a chapa infinita com furo.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste exemplo, a norma L2 dos erros no campo de tensões é utilizada para avaliar a
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convergência da solução. Esta norma é dada por156:

∥eσ∥L2
=

√∫
Ω

(σ − σ̂)T (σ − σ̂)dΩ (5.10)

onde σ é o vetor de tensões obtido no modelo numérico e σ̂ é o vetor de tensões exatas

avaliados pela Equação (5.7). A norma é computada numericamente seguindo o mesmo esquema

apresentado no problema térmico.

Figura 107 – Particionamento do domínio necessário para aplicação do mapeamento transfinito.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados são apresentados na Figura 108. Neste caso, as taxas de convergência

da norma de erro para o campo de tensões em relação a hmax tendem a p com a discretização da

malha156. Os resultados numéricos mostram que as taxas de convergência teóricas são obtidas

para os modelos mais refinados.
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Figura 108 – Norma L2 do campo de tensões da chapa infinita com furo.
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(a) Elementos quadrilaterais.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A resposta do campo de tensões na direção x é apresentada na Figura 109. Vale

ressaltar que este exemplo apresenta maior complexidade em comparação ao exemplo anterior.

Figura 109 – Campo das tensões-xx da chapa infinita com furo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.3 Efeito da suavização dos pesos

Nesta seção é discutido o efeito da suavização dos pesos do algoritmo AFP em

respostas numéricas que utilizem as malhas suavizadas. O problema estudado é o mesmo da

chapa infinita com furo circular. Entretanto, neste caso a região adotada é a geometria considerada

na Seção 3.4, onde o efeito da suavização dos pesos foi avaliado pelas métricas de qualidade
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baseadas na geometria do elemento. A Figura 110 ilustra as condições de contorno consideradas

no problema. Neste caso, a simetria do problema foi considerada na solução numérica.

Figura 110 – Descrição do domínio de análise considerado para estudo da suavização dos pesos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

São utilizadas malhas cúbicas geradas pelo algoritmo AFP considerando e não

considerando a etapa de suavização dos pesos. A etapa de suavização das coordenadas é aplicada

em ambos os casos. Malhas mais discretizadas são obtidas via refinamento uniforme, como

ilustrado na Figura 111.

Figura 111 – Malhas utilizadas no estudo da suavização dos pesos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A norma L2 do campo de tensões das duas famílias de malhas é apresentada na Figura

112. Pode-se notar que a precisão das respostas com peso suavizado é maior, apresentando∥eσ∥L2

em torno de 10 vezes menor em comparação com as respostas sem suavização do peso. Além

disso, a taxa de convergência teórica (igual a p = 3) é obtida com menor nível de refinamento

quando os pesos são suavizados, em comparação quando os pesos não são suavizados.
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Figura 112 – Norma L2 do campo de tensões obtidas de malhas com e sem a suavização de
pesos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.4 Casca de Scordelis-Lo

O primeiro problema de análise de cascas considerado neste trabalho trata de

uma casca cilíndrica com restrição nos lados curvos por um diafragma rígido e submetida

à carga de peso próprio, como ilustrado na Figura 113. Este problema é conhecido na literatura

como Scordelis-Lo roof 160 e apresenta soluções utilizando diversas formulações de elementos

finitos159, 152, 2. A simetria do problema é considerada, assim apenas um quarto da casca é

modelada.

Figura 113 – Descrição da casca de Scordelis-Lo.

Fonte: Elaborada pelo autor.



165

O problema é solucionado utilizando elementos isogeométricos de superfície de

Bézier racional e triângulos de Bézier racional. Também são utilizados elementos finitos

isoparamétricos quadráticos: o elemento quadrilateral de oito nós Q8 e o elemento triangular de

seis nós T6. Neste problema, as malhas são geradas utilizando o algoritmo MTB discutida na

Seção 3.2. As malhas triangulares e quadrilaterais são apresentadas na Figura 114. Vale notar que

a geometria desse exemplo pode ser representada por uma superfície quadrática racional em uma

direção e uma reta na outra (e.g. Superfície de Coons ou Superfície de Bézier Racional). Assim,

elementos triangulares de Bézier racional de grau cúbico ou superior apresentam geometria

exata.

Figura 114 – Malhas usadas na casca Scordelis-Lo.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste problema são considerados elementos com integração completa (com legenda

F) e elementos com integração reduzida (com legenda R). Além de utilizar integração reduzida

nos elementos quadrilaterais, também será testado um esquema reduzido para elementos trian-

gulares, onde é subtraído em 1 o grau do polinômio integrado exatamente. Por exemplo, no

caso de elementos cúbicos, para a integração completa é utilizado uma quadratura de 12 pontos,

capaz de integrar exatamente polinômios de até sexto grau, enquanto a integração reduzida

considera 7 pontos, capaz de integrar exatamente polinômios de até quinto grau. Tal esquema

de integração é considerado para avaliar uma possível redução do travamento do elemento de

casca implementado neste trabalho. Vale ressaltar que na espessura (direção t) são considerados

2 pontos de gauss em todos os casos.

Os resultados de deslocamento w no ponto A e a raiz quadrada do número de graus

de liberdade (
√

gl) obtidos nos diversos modelos são apresentados na Figura 115. Os resultados

obtidos são comparados ao deslocamento de referência159 wre f = 0.3024. Todos os elementos
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convergem rapidamente para solução de referência. Os elementos quadrilaterais com integração

reduzida apresentaram maior precisão quando comparados aos elementos de integração completa,

e também apresentaram menor rigidez em comparação a solução de referência, convergindo

por cima. Por outro lado, as respostas com integração completa apresentam maior rigidez e

convergem por baixo, exceto para as malhas quárticas e quínticas, que convergem por cima e

bem próximas da solução de referência mesmo nos modelos com pouco refinamento.

Figura 115 – Convergência do deslocamento wA para casca de Scordelis-Lo.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso das malhas triangulares, não há diferença considerável na precisão dos

elementos com integração completa ou reduzida. Todos os modelos convergem por baixo, exceto

o modelo quíntico. Neste exemplo se verifica travamentos apenas nos elementos quadráticos

nos primeiros níveis de refinamento. Por se tratar de um problema com geometria simples,

curvatura constante e carregamento distribuído, os campos de deslocamentos e esforços são

bem comportados, facilitando sua aproximação pela solução de elementos finitos. O campo de

deslocamentos w do problema é apresentado na Figura 116.

A mesma estrutura foi analisada para o problema de vibração livre por Li e cola-

boradores 161 utilizando elementos de contorno (SBFEM) e considerando ρ = 1. Neste caso a

simetria não é adotada por haver modos de vibração não simétricos, logo o modelo completo

é utilizado. Além disto, o deslocamento de corpo rígido na direção y é evitado restringindo v

no ponto B. Uma malha cúbica de triângulos de Bézier com 32 × 32 elementos, equivalente à
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malha 4 (16 × 16 elementos) utilizada anteriormente no modelo com simetria, é considerada.

Figura 116 – Campo de deslocamento w (escala 20×) do problema Scordelis-Lo roof.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O algoritmo de iteração em subespaços implementado neste trabalho foi utilizado

com tolerância de 10−7. Além do modelo isogeométrico e da resposta da referência mencionada,

o problema também é solucionado utilizando software ABAQUS CAE, com um modelo de

256 × 256 elementos finitos quadrilaterais de oito nós do tipo S8R. As 10 primeiras frequências

de vibração obtidas são apresentadas na Tabela 19, onde também são apresentadas as diferenças

percentuais obtidas entre o modelo IGA deste trabalho e os resultados obtidos pelo ABAQUS e

o utilizando elementos de contorno (SBFEM).

Tabela 19 – Frequências de vibração da casca Scordelis-Lo roof.

Frequência BTD3F S8R Diferença (%) SBFEM161 Diferença (%)

1 5.9475 5.9417 0.10 5.9453 -0.04
2 6.3703 6.3665 0.06 6.3651 -0.08
3 13.7674 13.7500 0.13 15.1850 9.34
4 14.2141 14.1930 0.15 16.2610 12.59
5 15.1757 15.1720 0.02 16.3950 7.44
6 22.5570 22.4820 0.33 22.8350 1.22
7 22.9661 22.9240 0.18 22.9450 -0.09
8 23.3639 23.3230 0.18 23.3430 -0.09
9 25.1003 25.0480 0.21 25.2750 0.69
10 32.2957 32.1280 0.52 34.7630 7.10

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se excelente concordância entre as respostas deste trabalho com as obtidas

pelo ABAQUS, com diferença percentual de no máximo 0.52%. Por outro lado, diferenças

consideráveis são observadas em relação ao SBFEM nos modos 3, 4, 5 e 10. As diferenças

observadas podem estar relacionadas as condições de contorno consideradas, visto que não fica

claro, na referência do SBFEM, como o deslocamento de corpo rígido foi evitado. Por outro
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lado, as condições de contorno usadas no ABAQUS são idênticas às do FAST. Por fim, os modos

de vibração são apresentados na Figura 117. Observa-se que vários modos de vibração não são

simétricos.

Figura 117 – Modos de vibração da casca Scordelis-Lo roof (diagrama de cores para resposta
w).

(a) Modo 1. (b) Modo 2. (c) Modo 3. (d) Modo 4. (e) Modo 5.

(f) Modo 6. (g) Modo 7. (h) Modo 8. (i) Modo 9. (j) Modo 10.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.5 Cilindro submetido a carga concentrada

Este exemplo consiste em um cilindro fino apoiado nas extremidades por diafragma

rígido e submetido a duas cargas concentradas, conforme ilustrado na Figura 118. O problema

também faz parte do Shell Obstacle Course com várias soluções disponíveis na literatura usando

diversas formulações159, 152, 2. A simetria do problema é considerada, assim apenas um oitavo

do cilindro é modelado.

Novamente, malhas isogeométricas e de elementos finitos são obtidas pelo algoritmo

MTB. A Figura 119 apresenta as malhas quadrilaterais e triangulares obtidas. Por se tratar de

uma casca cilíndrica semelhante ao exemplo anterior, elementos triangulares cúbicos de Bézier

racional representam a geometria de forma exata.

Os resultados de convergência do deslocamento w no ponto de aplicação da carga

são apresentados na Figura 120. Os deslocamentos obtidos são comparados ao deslocamento de

referência162 wre f = 1.825× 10−5. Diferente do exemplo anterior, todos os elementos utilizados

apresentaram travamento nos primeiros níveis de refinamento. Nos elementos quadrilaterais,

a integração reduzida melhorou consideravelmente a precisão da resposta para todos os graus.
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Figura 118 – Descrição do cilindro com carga pontual.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 119 – Malhas utilizadas para modelar o cilindro.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Também nota-se que todos os elementos convergiram por baixo.

No caso dos elementos triangulares, novamente não houve efeito benéfico com o

uso da integração reduzida proposta. No grau quadrático, as respostas com integração reduzida

apresentam oscilações nos primeiros níveis de refinamento. Nos demais graus, as respostas

com integração tem precisão semelhante ao caso de integração total. Portanto, não se mostrou

efetivo a utilização do esquema de integração reduzida para aliviar o travamento em elementos

triangulares. Logo, nos demais exemplos desse trabalho será utilizado apenas o esquema de

integração completa para estes elementos.

É importante notar que devido ao carregamento ser concentrado, este problema

apresenta campos de deslocamentos e esforços mais complexos do que os do exemplo anterior.
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Isto explica também o travamento mais severo observado neste caso. Além disto, foi necessário

um número maior de graus de liberdade para obter a convergência da resposta analisada. O

campo de deslocamento w do problema é apresentado na Figura 121.

Figura 120 – Convergência do deslocamento wP para o cilindro com carga pontual.
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(a) Elementos quadrilaterais.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 121 – Campo de deslocamento w (fator = 1e6) para o cilindro com carga pontual.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.2.6 Hemisfério submetido a carga concentrada

Este problema trata de um hemisfério com corte no polo de 18◦ e submetido a dois

pares de cargas localizadas em pontos antipodais no equador. As cargas têm mesmo módulo

e, em cada par, sentidos opostos, como ilustrado na Figura 122. A simetria do problema é

considerada, logo apenas um quarto da geometria é modelada, resultando na mesma geometria

estudada anteriormente no Item 5.1.5. Este exemplo é uma variação do problema do hemisfério

do Shell Obstacle Course159, onde não há furo. Neste versão modificada do problema, o furo

é adicionado para possibilitar a representação da geometria por uma malha estruturada de

elementos quadrilaterais, o que não é possível quando considerado a região do polo, onde são

utilizados elementos triangulares163, 152.

Figura 122 – Descrição do hemisfério com furo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mais uma vez o algoritmo MTB é utilizado para geração das malhas isogeométricas

e de elementos finitos. É importante notar que neste caso é utilizada a versão adaptada do

algoritmo para a geração de malhas em superfícies paramétricas, discutida no Seção 3.5.1, dado

que neste exemplo a geometria do problema não pode ser representada por uma superfície de

Coons. A Figura 123 ilustra as malhas utilizadas. Neste exemplo, a superfície NURBS que

representa a geometria é biquadrática, logo é necessário utilizar triângulos de Bézier quárticos

para garantir a representação exata.

A Figura 124 mostra o resultado da convergência do deslocamento u no ponto A. O

deslocamento de referência163 é ure f = 0.0940. Nos elementos quadrilaterais, houve travamento

principalmente no elemento Q8, que mesmo utilizado o esquema de integração reduzida não

obteve boa precisão para o número de graus de liberdade considerados aqui. Nos elementos

isogeométricos, o travamento é reduzido com o aumento do grau do elemento utilizado. A
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convergência ocorre por baixo em todos os casos com integração completa e também no elemento

Q8 com integração reduzida. O elemento isogeométrico quadrático teve desempenho superior

em comparação ao Q8 por possui um ponto de controle a mais e, portanto, ser menos afetado

pelo travamento.

Figura 123 – Malhas utilizadas para modelar o hemisfério com furo.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos elementos triangulares, há travamento nos elementos quadráticos e cúbicos. Já

os elementos quárticos e quínticos convergem rapidamente para resposta de referência. Vale

destacar que apesar do travamento, o elemento cúbico obteve boa precisão na última malha

considerada.
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Figura 124 – Convergência do deslocamento uA para o hemisfério com furo.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os campos de deslocamentos e esforços apresenta grande complexidade neste exem-

plo devido às cargas concentradas e a geometria com dupla curvatura. Além disto, por se tratar

de uma casca fina, há suscetibilidade à ocorrência de travamentos. O uso de elementos com grau

mais elevado mostrou-se importante para melhorar a convergência da resposta obtida. O campo

de deslocamento u é apresentado na Figura 125.

Figura 125 – Campo de deslocamento u (fator de escala = 30) no hemisfério com furo.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.2.7 Casca de forma livre

Este problema trata de uma casca de forma livre com um lado apoiado e outro

submetido a um carregamento distribuído153, 164. Este exemplo foi proposto por Dornisch

e colaboradores153 para avaliar a importância da consideração de vetores normais exatos na

formulação de cascas degeneradas. A descrição do exemplo é apresentado na Figura 126.

Neste problema, para os elementos quadrilaterais, são consideradas malhas estrutu-

radas obtidas pelo algoritmo MTB, considerando subdivisão uniforme aplicada aos knot spans

da geometria base da superfície. No caso dos elementos triangulares, são adotadas malhas

não estruturadas geradas pelo algoritmo AFS, considerando os parâmetros de discretização do

contorno apresentados na Tabela 20. As malhas obtidas são ilustradas na Figura 127.

Figura 126 – Descrição da casca de forma livre.

Aresta engastada

Fonte: Elaborada pelo autor.

A convergência do deslocamento v no ponto A (localizado na quina superior direita

da casca), para ambos os elementos triangulares e quadrilaterais, é apresentada na Figura 128.

Os deslocamentos são normalizados pela solução de referência vre f = 1.02786, mencionada

anteriormente153. Nos elementos quadrilaterais, todas as alternativas convergiram para resposta

referência. A integração reduzida melhorou a precisão do elemento Q8, que apresenta travamento

considerável. Já os elementos isogeométricos convergiram rapidamente sem efeito da integração

reduzida. Vale ressaltar que como a geometria da casca é cúbica, considera-se no mínimo o grau

cúbico nas malhas da AIG. Neste problema o grau cúbico se mostra suficiente para convergência

rápida da resposta.
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Figura 127 – Malhas utilizadas para modelar a casca com curvatura dupla.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 20 – Parâmetros de discretização das malhas da casca de forma livre.
Malha Lmax θmax Lmin n̂

1 12 120 6 26
2 8 90 2 90
3 5 60 1 169
4 2 30 0 521
5 1.75 20 0 1008

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 128 – Convergência do deslocamento v para a casca com curvatura dupla.
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(a) Elementos quadrilaterais.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso dos elementos triangulares, o elemento finito T6 e o elemento de Bézier

cúbico apresentam travamento maior, embora convirjam para resposta com o refinamento do

modelo. Os elementos de grau mais elevado convergem para resposta com pouco refinamento.

O campo de deslocamentos v do problema é apresentado na Figura 129. Os resulta-

dos obtidos mostram que a formulação desenvolvida é eficaz para solucionar problemas com

considerável variação dos vetores normais. A consideração aproximada dos vetores normais, ob-

tida via interpolação de valores definidos nos pontos de controle do modelo, mostra-se suficiente

para convergência da resposta numérica do problema.
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Figura 129 – Campo de deslocamento v da casca de forma livre.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.8 Casca de Scordelis-Lo com furo

Este problema é um versão modificada da casca de Scordelis-Lo com um furo central.

A descrição do furo, no espaço cartesiano e paramétrico, é apresentada na Figura 130.

Figura 130 – Descrição da casca de Scordelis-Lo com furo.

(a) Espaço cartesiano. (b) Espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Elementos triangulares e quadrilaterais são utilizados, onde as malhas são geradas,

respectivamente, pelos algoritmos AFS e MTB. Para obtenção das malhas estruturadas, o modelo

foi particionado em quatro sub-regiões, como ilustrado na Figura 131. A técnica MTB pôde ser
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aplicada neste caso devido a simplicidade da geometria do problema. Nos problemas anteriores

onde o MTB foi utilizado, as malhas geradas poderiam ser obtidas também pelos algoritmos

padrão de subdivisão e elevação de grau de superfície de Bézier 14. Neste problema, por outro

lado, não seria possível obter as malhas dessa forma, evidenciando a motivação da técnica MTB

apresentada neste trabalho.

Figura 131 – Particionamento do modelo considerado para geração de malhas estruturadas.

(a) Espaço cartesiano. (b) Espaço paramétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Inicialmente são considerados dois elementos em cada partição. As demais malhas

são obtidas refinando uniformemente todas as arestas do modelo. No caso das malhas triangulares,

o algoritmo AFS é utilizado com os parâmetros de discretização apresentados na Tabela 21.

As malhas geradas são apresentadas na Figura 132. Apenas elementos isogeométricos de grau

quadrático, cúbico e quártico são considerados no problema.

Tabela 21 – Parâmetros de discretização das malhas da casca de Scordelis-Lo com furo.
Malha Lmax θmax Lmin n̂

1 15 60 10 56
2 8 30 3 240
3 4 20 1 624
4 3 15 0 1336

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 132 – Malhas utilizadas na casca de Scordelis-Lo com furo.

(a) Malhas quadrilaterais.

(b) Malhas triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A convergência do deslocamento w no ponto A é mostrada na Figura 133. O desloca-

mento de referência wre f =−0.3560 foi obtido pelo programa ABAQUS CAE, utilizando uma

malha de 5188 elementos S3. Todos os elementos cúbicos e quárticos convergiram rapidamente

para solução de referência. Os elementos quadráticos necessitaram de maior nível de refinamento

para convergência da resposta, com exceção ao elemento quadrilateral com integração reduzida,

que também convergiu rapidamente.

Figura 133 – Convergência do deslocamento w para a casca de Scordelis-Lo com furo.
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(a) Elementos quadrilaterais.
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(b) Elementos triangulares.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A rápida convergência da resposta se deve a facilidade na aproximação do campo de
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deslocamento do problema. Apesar do furo, a estrutura ainda apresenta respostas com variação

suave. O campo de deslocamento w do problema é apresentado na Figura 134.

Figura 134 – Campo de deslocamento w (fator de escala = 8) da casca de forma livre.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.9 Faixa curva

Este problema trata da análise de vibração livre de uma faixa curva apoiada nas

extremidades. A geometria do problema é a mesma da faixa curva discutida na Seção 5.1.6.

A descrição do problema, incluindo as propriedades dos materiais e espessura da casca são

apresentadas na Figura 135.

Figura 135 – Descrição da faixa curva apoiada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram utilizadas seis malhas triangulares geradas pelo algoritmo AFS, sendo três já
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apresentadas anteriormente na Figura 95b. Os parâmetros de discretização considerados para

geração das malhas são apresentados na Tabela 22.

Tabela 22 – Parâmetros de discretização das malhas da faixa curva apoiada.
Malha Lmax θmax Lmin n̂

1 300 90 150 18
2 150 60 75 56
3 75 45 25 264
4 50 30 10 352
5 25 25 0 1010
6 10 15 0 6632

Fonte: Elaborada pelo autor.

A convergência da frequência natural do problema para elementos de diversos graus é

apresentada na Figura 136. A frequência natural de referência ωre f = 20.1860 foi obtida através

do ABAQUS CAE, utilizando 28554 elementos S3. O algoritmo de subespaços implementado

neste trabalho foi utilizado para obtenção das respostas, considerando uma tolerância de 10−6 e

número máximo de iterações igual a 30.

Figura 136 – Convergência da frequência natural para faixa curva.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Todos os elementos convergiram para a resposta de referência, com as maiores taxas

de convergência sendo observadas nos elementos de maior grau. Também são apresentados as

10 primeiras frequências de vibração obtidas pelo FAST e ABAQUS na Tabela 23. Os resultados

mostram excelente concordância entre os dois programas, sendo a maior diferença observada de
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0.55%. Por fim, são apresentados os 10 modos de vibração da estrutura na Figura 137.

Tabela 23 – Frequências de vibração da faixa curva apoiada.
Modo FAST ABAQUS Diferença

1 20.1856 20.1860 0.00%
2 46.5576 46.5480 0.02%
3 73.0362 72.7680 0.37%
4 89.5740 89.5600 0.02%
5 116.5205 115.8800 0.55%
6 137.7613 137.7300 0.02%
7 173.2083 172.5300 0.39%
8 203.2249 203.1700 0.03%
9 233.4962 232.4700 0.44%

10 272.1072 271.8500 0.09%
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 137 – Modos de vibração da faixa curva apoiada (diagrama de cores para resposta w).

(a) Modo 1. (b) Modo 2. (c) Modo 3. (d) Modo 4. (e) Modo 5.

(f) Modo 6. (g) Modo 7. (h) Modo 8. (i) Modo 9. (j) Modo 10.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.10 Casca esférica com furos

O último problema estudado neste trabalho consiste em uma casca esférica apoiada

nas quadro quinas e submetida a uma carga concentrada no centro. O problema tem a mesma

geometria da casca esférica com furos discutida na Seção 5.1.6. Os parâmetros do material e

descrição do problema de análise são mostrados na Figura 138.

Neste exemplo são utilizadas 7 malhas com diferentes níveis de refinamento, sendo

três destas apresentadas na Figura 100.(b). A Tabela 24 mostra os parâmetros de discretização

considerados para geração das malhas.

O estudo de convergência do deslocamento w no ponto de aplicação da carga é

apresentado na Figura 139. Novamente, o software ABAQUS CAE foi utilizado para calcular a
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resposta de referência wre f =−2.5576 × 10−5, obtida com uma malha de 199950 elementos S3.

Figura 138 – Descrição da casca esférica com furos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 24 – Parâmetros de discretização das malhas da casca esférica apoiada.
Malha Lmax θmax Lmin n̂

1 4 90 0.5 320
2 4 90 0.25 634
3 4 90 0.15 1248
4 3 75 0.075 2108
5 2 60 0 3320
6 0.50 30 0 4772
7 0.25 15 0 6838

Fonte: Elaborada pelo autor.

As respostas obtidas neste trabalho pelo FAST convergem para a resposta de refe-

rência. Observa-se, entretanto, que os resultados reportados das últimas malhas de cada grau

diferem da resposta de referência em torno de 1%. Modelos mais refinados são necessários

para reduzir a diferença nas respostas, mas não foram processados pela limitação de recurso

computacional disponível no curso deste trabalho. O campo de deslocamento w do problema é

mostrado na Figura 140.
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Figura 139 – Convergência do deslocamento wp para a casca esférica com furos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, ressalta-se que o elemento isogeométrico proposto neste trabalho, jun-

tamente com as técnicas de geração de malhas desenvolvidas, foram utilizadas com sucesso

para solução de vários exemplos de análise estrutural de cascas, tanto para problemas estáti-

cos com pequenos deslocamentos quanto para análise de vibração livre, além de problemas

bidimensionais de análise térmica e de estado plano de tensão.

Figura 140 – Campo de deslocamento w (fator de escala = 2e4) da casca esférica com furos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A capacidade de representação exata da geometria e fácil obtenção de modelos com
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grau de aproximação elevados são as principais vantagens desta abordagem em relação ao uso de

elementos finitos quadráticos tradicionais. Além disto, o uso de modelos de maior grau mostrou-

se eficaz para aliviar o travamento dos elementos nos diversos exemplos apresentados, que em

muitos casos, para os elementos MEF tradicionais (Q8 e T6), apresentaram travamentos severos

para a formulação apresentada. A abordagem pode ser aprimorada considerando formulações

especiais para alívio do travamento.
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6 CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou um algoritmo para a geração automática de malhas isogeo-

métricas não estruturadas compostas por triângulos de Bézier racionais para geometria arbitrárias.

O algoritmo obedece a uma discretização (ou parametrização) de entrada do domínio, que é

definido por uma B-Rep usando curvas NURBS.

O algoritmo é dividido em quatro etapas: 1) geração de uma malha poligonal usando

um algoritmo de avanço de fronteira, que considera os segmentos curvos na avaliação da função

densidade; 2) geração de uma malha de alta ordem por elevação de grau e substituição do

contorno, restaurando a geometria exata do modelo; 3) realização de modificações na topologia

da malha para remover singularidades em elementos de alta ordem; e 4) suavização dos pesos e

coordenadas dos pontos de controle para melhorar a qualidade dos elementos nas proximidades

das arestas curvas do modelo. Esta última etapa é aplicada localmente, o que melhora o

desempenho do algoritmo proposto e evita elementos inválidos e de qualidade ruim.

O algoritmo foi comparado ao TriGA, um programa capaz de gerar malhas isogeo-

métricas não estruturadas compostas por triângulos racionais de Bézier, e resultados superiores

foram obtidos em diversos exemplos de com diferentes níveis de complexidade. Além disso, o al-

goritmo apresentou bom desempenho no caso de geometrias complexas. A técnica de subdivisão

automática de curvas proposta possibilitou, em conjunto com o algoritmo de geração de malhas,

obter modelos de análise com diferentes resoluções em problemas com geometria complexa.

A etapa de suavização de alta ordem é mais efetiva quanto maior for o grau dos

elementos gerados e menor for o nível de refinamento do modelo. Além disso, a estratégia de

aplicação localizada da SAO proporcionou ganhos de eficiência notáveis ao método de geração,

sem comprometer a efetividade da suavização. O algoritmo proposto também obteve bons

resultados em comparação a malhas obtidas via otimização, demonstrando a efetividade da

técnica proposta.

Em termos de eficiência, o algoritmo proposto foi comparado ao Gmsh, um gerador

de malha de elementos finitos consolidado capaz de produzir e otimizar malhas cúbicas de

triângulos não racionais (T10), e resultados semelhantes em termos de qualidade de malha e

tempo de execução foram observados. Assim, a implementação do algoritmo proposto apresentou

eficiência competitiva, e é capaz de gerar malhas de alta ordem de qualquer grau e geometria

exata.

A versão do algoritmo para geração de superfícies aparadas foi comparada com
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malhas obtidas via otimização. Novamente, obteve-se malhas válidas em todos os exemplos

analisados, e com qualidade comparável a obtida via otimização. A técnica de subdivisão

automática de curvas, generalizada para o caso de superfícies, permitiu obter malhas de diferentes

resoluções em geometrias complexas. A etapa de SAO adaptada ao caso de superfícies mostrou-

se importante para garantir a validade dos elementos de alta ordem gerados. Ressalta-se ainda

que a técnica proposta pode ser aplicada também em superfícies T-Splines aparadas.

As técnica de geração de malhas estruturadas desenvolvidas permitiram a geração

de malhas quadrilaterais para os problemas tratados no trabalho. Os elementos de superfície e

triângulo de Bézier apresentaram taxas de convergência teóricas, em problemas de elasticidade e

transferência de calor. A etapa da SAO mostrou-se importante não só para melhorar a qualidade

dos elemento de alta ordem, mas também para melhorar a precisão da resposta numérica obtida

pelas malhas suavizadas.

Os elementos isogeométricos para análise de cascas obtiveram resultados em ex-

celente concordância com a literatura. Apesar da formulação apresentada não considerar tra-

tamentos para aliviar travamentos nos elementos, a elevação de grau dos elementos de Bézier

mostrou-se uma boa ferramenta para reduzir os travamentos observados. Problemas de cas-

cas complexas, com vários furos, foram solucionados utilizando os elementos propostos, que

obtiveram respostas semelhantes as obtidas por elementos finitos convencionais.

Algumas sugestões de trabalhos futuros são apresentadas a seguir:

a) Generalização do algoritmo de geração de malhas não estruturadas proposto para o caso

de malhas isogeométricas volumétricas, onde são gerados tetraedros, hexaedros, cunhas e

pirâmides de Bézier racionais.

b) Desenvolver uma etapa eficiente de otimização de malhas, aplicada depois da SAO, para

aumentar a robustez da técnica na geração de elementos válidos. O algoritmo de avaliação

de sub-malhas pode ser aplicado para definir sub-regiões do problema de otimização.

c) Desenvolvimento e implementação de um algoritmo de geração não estruturado de malhas

isogeométricas compostas por quadriláteros de Bézier racionais, utilizando um gerador de

malhas não estruturadas de quadriláteros.

d) Formulação de novas métricas de qualidade para elementos de superfície de Bézier racio-

nais de alta ordem.

e) Elaboração e implementação de técnicas de particionamento automático do domínio para

aplicação robusta dos algoritmos de malhas estruturadas isogeométricas.
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f) Extensão da formulação do elemento de casca proposto para análise de carga crítica e

análise geometricamente não-linear.

g) Desenvolvimento de tratamentos para eliminação e redução do travamento de cisalhamento

e membrana dos elementos de Bézier.
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APÊNDICE A – DESCRIÇÃO DOS EXEMPLOS

Este apêndice apresenta os dados geométricos (coordenadas e pesos dos pontos de

controle e vetores de knots) dos exemplos abordados na presente tese. Os exemplos com geome-

trias planas são disponibilizados no endereço eletrônico <https://github.com/lmcv-ufc/PMGen>.

Os exemplos com modelos de superfícies, com e sem curvas de aparos, são apresentados a seguir.

Tabela 25 – Pontos de controle e vetor de knots de um quarto da casca de Scordelos-Lo.
id x y z w

1 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +5.848889e+00 +1.000000e+00
2 +9.099256e+00 +0.000000e+00 +5.848889e+00 +9.396930e-01
3 +1.606969e+01 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.000000e+00
4 +0.000000e+00 +2.500000e+01 +5.848889e+00 +1.000000e+00
5 +9.099256e+00 +2.500000e+01 +5.848889e+00 +9.396930e-01
6 +1.606969e+01 +2.500000e+01 +0.000000e+00 +1.000000e+00

Ξ = [0 0 0 1 1 1], H = [0 0 1 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 26 – Pontos de controle e vetor de knots da casca de Scordelos-Lo.
id x y z w

1 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.000000e+00
2 +1.606969e+01 +0.000000e+00 +1.348407e+01 +7.660444e-01
3 +3.213938e+01 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.000000e+00
4 +0.000000e+00 +5.000000e+01 +0.000000e+00 +1.000000e+00
5 +1.606970e+01 +5.000000e+01 +1.348407e+01 +7.660444e-01
6 +3.213938e+01 +5.000000e+01 +0.000000e+00 +1.000000e+00

Ξ = [0 0 0 1 1 1], H = [0 0 1 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 27 – Pontos de controle e vetor de knots do furo central da casca de Scordelos-Lo.
id r s w

1 +3.939340e-01 +4.259521e-01 +1.000000e+00
2 +2.878680e-01 +5.000000e-01 +7.071068e-01
3 +3.939340e-01 +5.740479e-01 +1.000000e+00
4 +5.000000e-01 +6.480957e-01 +7.071068e-01
5 +6.060660e-01 +5.740479e-01 +1.000000e+00
6 +7.121320e-01 +5.000000e-01 +7.071068e-01
7 +6.060660e-01 +4.259521e-01 +1.000000e+00
8 +5.000000e-01 +3.519043e-01 +7.071068e-01
9 +3.939340e-01 +4.259521e-01 +1.000000e+00

Ξ = [0 0 0 .25 .25 .5 .5 .75 .75 1 1 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

https://github.com/lmcv-ufc/PMGen
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Tabela 28 – Pontos de controle e vetor de knots do oitavo de cilindro.
id x y z w

1 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +3.000000e+02 +1.000000e+00
2 +3.000000e+02 +0.000000e+00 +3.000000e+02 +7.071070e-01
3 +3.000000e+02 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.000000e+00
4 +3.000000e+02 +3.000000e+02 +0.000000e+00 +1.000000e+00
5 +3.000000e+02 +3.000000e+02 +3.000000e+02 +7.071068e-01
6 +0.000000e+00 +3.000000e+02 +3.000000e+02 +1.000000e+00

Ξ = [0 0 0 1 1 1], H = [0 0 1 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 29 – Pontos de controle e vetor de knots do oitavo de esfera com corte.
id x y z w

1 +1.000000e+01 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.000000e+00
2 +1.000000e+01 +1.000000e+01 +0.000000e+00 +7.071068e-01
3 +0.000000e+00 +1.000000e+01 +0.000000e+00 +1.000000e+00
4 +1.000000e+01 +0.000000e+00 +7.265425e+00 +8.090170e-01
5 +1.000000e+01 +1.000000e+01 +7.265425e+00 +5.720614e-01
6 +0.000000e+00 +1.000000e+01 +7.265425e+00 +8.090170e-01
7 +3.090170e+00 +0.000000e+00 +9.510565e+00 +1.000000e+00
8 +3.090170e+00 +3.090170e+00 +9.510565e+00 +7.071068e-01
9 +0.000000e+00 +3.090170e+00 +9.510565e+00 +1.000000e+00

Ξ = H = [0 0 0 1 1 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 30 – Pontos de controle e vetor de knots da superfície de forma livre.
id x y z

1 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +0.000000e+00
2 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +5.000000e+00
3 +0.000000e+00 +2.000000e+00 +7.000000e+00
4 +0.000000e+00 +2.000000e+00 +1.000000e+01
5 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.200000e+01
6 +0.000000e+00 +0.000000e+00 +1.500000e+01
7 +5.000000e+00 +0.000000e+00 +0.000000e+00
8 +4.580247e+00 +0.000000e+00 +4.740741e+00
9 +3.740741e+00 +1.802469e+00 +6.987654e+00

10 +2.481481e+00 +1.987654e+00 +1.013580e+01
11 +1.641975e+00 +4.814815e-01 +1.218519e+01
12 +1.222222e+00 +6.666667e-01 +1.500000e+01
13 +5.000000e+00 +5.000000e+00 +0.000000e+00
14 +4.851852e+00 +4.444444e+00 +4.222222e+00
15 +4.555556e+00 +4.740741e+00 +6.962963e+00
16 +4.111111e+00 +3.629630e+00 +1.040741e+01
17 +3.814815e+00 +2.000000e+00 +1.255556e+01
18 +3.666667e+00 +2.000000e+00 +1.500000e+01

Ξ = H = [0 0 0 0 1/3 2/3 1 1 1 1]

id x y z

19 +1.000000e+01 +5.000000e+00 +0.000000e+00
20 +9.703704e+00 +4.444444e+00 +3.444444e+00
21 +9.111111e+00 +4.148148e+00 +6.925926e+00
22 +8.222222e+00 +3.592593e+00 +1.081481e+01
23 +7.629630e+00 +3.444444e+00 +1.311111e+01
24 +7.333333e+00 +4.000000e+00 +1.500000e+01
25 +1.000000e+01 +0.000000e+00 +0.000000e+00
26 +9.975309e+00 +0.000000e+00 +2.925926e+00
27 +9.925926e+00 +4.197531e-01 +6.901235e+00
28 +9.851852e+00 +1.901235e+00 +1.108642e+01
29 +9.802469e+00 +3.851852e+00 +1.348148e+01
30 +9.777778e+00 +5.333333e+00 +1.500000e+01
31 +1.100000e+01 +0.000000e+00 +0.000000e+00
32 +1.100000e+01 +0.000000e+00 +2.666667e+00
33 +1.100000e+01 +2.222222e-01 +6.888889e+00
34 +1.100000e+01 +1.888889e+00 +1.122222e+01
35 +1.100000e+01 +4.333333e+00 +1.366667e+01
36 +1.100000e+01 +6.000000e+00 +1.500000e+01

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 31 – Pontos de controle e vetor de knots da faixa curva.
id x y z

1 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
2 1.500000e+02 0.000000e+00 1.000000e+02
3 3.000000e+02 0.000000e+00 1.000000e+02
4 4.500000e+02 0.000000e+00 1.000000e+02
5 6.000000e+02 0.000000e+00 0.000000e+00
6 0.000000e+00 2.000000e+02 0.000000e+00
7 1.500000e+02 2.000000e+02 1.000000e+02
8 3.000000e+02 2.000000e+02 1.000000e+02
9 4.500000e+02 2.000000e+02 1.000000e+02

10 6.000000e+02 2.000000e+02 0.000000e+00

Ξ = [0 0 0 1 1 1], H = [0 0 1 1]

(a) Superfície NURBS.

id r s

1 0.00 0.80
2 0.20 0.70
3 0.20 0.50
4 0.20 0.30
5 0.00 0.20

Ξ = [0 0 0 0 .5 .5 1 1 1 1]

(b) Curva c1.

id r s

1 1.00 0.20
2 0.80 0.30
3 0.80 0.50
4 0.80 0.70
5 1.00 0.80

Ξ = [0 0 0 0 .5 .5 1 1 1 1]

(c) Curva c2.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 32 – Pontos de controle e vetor de knots da faixa curva modificada (furos adicionais).

id r s w

1 0.50 0.65 1.0
2 0.55 0.65

√
2/2

3 0.55 0.50 1.0
4 0.55 0.35

√
2/2

5 0.50 0.35 1.0
6 0.45 0.35

√
2/2

7 0.45 0.50 1.0
8 0.45 0.65

√
2/2

9 0.50 0.65 1.0

Ξ = [0 0 0 .25 .25 .5 .5 .75 .75 1 1 1]

(a) Curva h1.

id r s w

1 0.430 0.450 1.0
2 0.430 0.300

√
2/2

3 0.480 0.300 1.0
4 0.480 0.150 1.0
5 0.480 0.050 1.0
6 0.330 0.050 1.0
7 0.200 0.050 1.0
8 0.200 0.150 1.0
9 0.380 0.300 1.0
10 0.400 0.450 1.0
11 0.415 0.450 1.0
12 0.430 0.450 1.0

Ξ = [0 0 0 .2 .2 .4 .4 .6 .6 .7 .8 .8 1 1 1]

(b) Curva h2.

id r s w

1 0.570 0.450 1.0
2 0.585 0.450 1.0
3 0.600 0.450 1.0
4 0.620 0.300 1.0
5 0.800 0.150 1.0
6 0.800 0.050 1.0
7 0.670 0.050 1.0
8 0.520 0.050 1.0
9 0.520 0.150 1.0

10 0.520 0.300 1.0
11 0.570 0.300

√
2/2

12 0.570 0.450 1.0

Ξ = [0 0 0 .2 .2 .3 .4 .4 .6 .6 .8 .8 1 1 1]

(c) Curva h3.

id r s w

1 0.430 0.550 1.0
2 0.415 0.550 1.0
3 0.400 0.550 1.0
4 0.380 0.700 1.0
5 0.200 0.850 1.0
6 0.200 0.950 1.0
7 0.330 0.950 1.0
8 0.480 0.950 1.0
9 0.480 0.850 1.0

10 0.480 0.700 1.0
11 0.430 0.700

√
2/2

12 0.430 0.550 1.0

Ξ = [0 0 0 .2 .2 .3 .4 .4 .6 .6 .8 .8 1 1 1]

(d) Curva h4.

id r s w

1 0.570 0.550 1.0
2 0.570 0.700

√
2/2

3 0.520 0.700 1.0
4 0.520 0.850 1.0
5 0.520 0.950 1.0
6 0.670 0.950 1.0
7 0.800 0.950 1.0
8 0.800 0.850 1.0
9 0.620 0.700 1.0
10 0.600 0.550 1.0
11 0.585 0.550 1.0
12 0.570 0.550 1.0

Ξ = [0 0 0 .2 .2 .4 .4 .6 .6 .7 .8 .8 1 1 1]

(e) Curva h5.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 33 – Pontos de controle e vetor de knots da casca esférica (parte 1).

id x y z w

1 -2.474040e+00 -2.474040e+00 -7.062330e-03 1.000000e+00
2 0.000000e+00 -2.474040e+00 6.463229e-01 9.668508e-01
3 2.474040e+00 -2.474040e+00 -7.062330e-03 1.000000e+00
4 -2.635346e+00 0.000000e+00 6.037225e-01 9.689124e-01
5 0.000000e+00 0.000000e+00 1.299708e+00 9.367938e-01
6 2.635346e+00 0.000000e+00 6.037225e-01 9.689124e-01
7 -2.474040e+00 2.474040e+00 -7.062330e-03 1.000000e+00
8 0.000000e+00 2.474040e+00 6.463229e-01 9.668508e-01
9 2.474040e+00 2.474040e+00 -7.062330e-03 1.000000e+00

Ξ =H = [0 0 0 1 1 1]

(a) Superfície NURBS.

id r s

1 0.9836 0.0286
2 0.9886 0.0122
3 0.9523 0.0193
4 0.8421 0.0399
5 0.7582 0.0433
6 0.8448 0.1161
7 0.8839 0.1552
8 0.9567 0.2418
9 0.9601 0.1579
10 0.9836 0.0286

Ξ = [0 0 0 .125 .250 .375
.5 .625 .750 .875 1 1 1]

(b) Curva h1.

id r s

1 0.9714 0.9836
2 0.9878 0.9886
3 0.9807 0.9523
4 0.9601 0.8421
5 0.9567 0.7582
6 0.8839 0.8448
7 0.8448 0.8839
8 0.7582 0.9567
9 0.8421 0.9601

10 0.9714 0.9836

Ξ = [0 0 0 .125 .250 .375
.5 .625 .750 .875 1 1 1]

(c) Curva h2.

id r s

1 0.0164 0.9714
2 0.0114 0.9878
3 0.0477 0.9807
4 0.1579 0.9601
5 0.2418 0.9567
6 0.1552 0.8839
7 0.1161 0.8448
8 0.0433 0.7582
9 0.0399 0.8421

10 0.0164 0.9714

Ξ = [0 0 0 .125 .250 .375
.5 .625 .750 .875 1 1 1]

(d) Curva h3.

id r s

1 0.0286 0.0164
2 0.0122 0.0114
3 0.0193 0.0477
4 0.0399 0.1579
5 0.0433 0.2418
6 0.1161 0.1552
7 0.1552 0.1161
8 0.2418 0.0433
9 0.1579 0.0399

10 0.0286 0.0164

Ξ = [0 0 0 .125 .250 .375
.5 .625 .750 .875 1 1 1]

(e) Curva h4.

id r s

1 0.6164 0.2288
2 0.6765 0.1175
3 0.7151 0.0385
4 0.6626 0.0259
5 0.5353 0.0141
6 0.5097 0.0107
7 0.5097 0.0336
8 0.5101 0.1045
9 0.5101 0.1838
10 0.5097 0.2715
11 0.5891 0.2868
12 0.6164 0.2288

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(f) Curva h5.

id r s

1 0.7712 0.6164
2 0.8825 0.6765
3 0.9615 0.7151
4 0.9741 0.6626
5 0.9859 0.5353
6 0.9893 0.5097
7 0.9664 0.5097
8 0.8955 0.5101
9 0.8162 0.5101

10 0.7285 0.5097
11 0.7132 0.5891
12 0.7712 0.6164

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(g) Curva h6.

id r s

1 0.3836 0.7712
2 0.3235 0.8825
3 0.2849 0.9615
4 0.3374 0.9741
5 0.4647 0.9859
6 0.4903 0.9893
7 0.4903 0.9664
8 0.4899 0.8955
9 0.4899 0.8162

10 0.4903 0.7285
11 0.4109 0.7132
12 0.3836 0.7712

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(h) Curva h7.

id r s

1 0.2288 0.3836
2 0.1175 0.3235
3 0.0385 0.2849
4 0.0259 0.3374
5 0.0141 0.4647
6 0.0107 0.4903
7 0.0336 0.4903
8 0.1045 0.4899
9 0.1838 0.4899

10 0.2715 0.4903
11 0.2868 0.4109
12 0.2288 0.3836

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(i) Curva h8.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 34 – Pontos de controle e vetor de knots da casca esférica (parte 2).
id r s

1 0.6373 0.2450
2 0.6011 0.3025
3 0.6670 0.3471
4 0.6949 0.3950
5 0.7571 0.3592
6 0.8032 0.3311
7 0.8482 0.3084
8 0.8852 0.2887
9 0.9390 0.2643
10 0.8749 0.1916
11 0.8459 0.1639
12 0.8303 0.1492
13 0.8009 0.1193
14 0.7323 0.0601
15 0.7075 0.1101
16 0.6892 0.1475
17 0.6644 0.1950
18 0.6373 0.2450

Ξ = [0 0 0 .0625 .125
.1875 .25 .3125 .375 .4375
.5 .5625 .625 .6875 .75
.8125 .875 .9375 1 1 1]

(a) Curva h8.

id r s

1 0.7550 0.6373
2 0.6975 0.6011
3 0.6529 0.6670
4 0.6050 0.6949
5 0.6408 0.7571
6 0.6689 0.8032
7 0.6916 0.8482
8 0.7113 0.8852
9 0.7357 0.9390
10 0.8084 0.8749
11 0.8361 0.8459
12 0.8508 0.8303
13 0.8807 0.8009
14 0.9399 0.7323
15 0.8899 0.7075
16 0.8525 0.6892
17 0.8050 0.6644
18 0.7550 0.6373

Ξ = [0 0 0 .0625 .125
.1875 .25 .3125 .375 .4375
.5 .5625 .625 .6875 .75
.8125 .875 .9375 1 1 1]

(b) Curva h10.

id r s

1 0.3627 0.7550
2 0.3989 0.6975
3 0.3330 0.6529
4 0.3051 0.6050
5 0.2429 0.6408
6 0.1968 0.6689
7 0.1518 0.6916
8 0.1148 0.7113
9 0.0610 0.7357

10 0.1251 0.8084
11 0.1541 0.8361
12 0.1697 0.8508
13 0.1991 0.8807
14 0.2677 0.9399
15 0.2925 0.8899
16 0.3108 0.8525
17 0.3356 0.8050
18 0.3627 0.7550

Ξ = [0 0 0 .0625 .125
.1875 .25 .3125 .375 .4375
.5 .5625 .625 .6875 .75
.8125 .875 .9375 1 1 1]

(c) Curva h11.

id r s

1 0.2450 0.3627
2 0.3025 0.3989
3 0.3471 0.3330
4 0.3950 0.3051
5 0.3592 0.2429
6 0.3311 0.1968
7 0.3084 0.1518
8 0.2887 0.1148
9 0.2643 0.0610

10 0.1916 0.1251
11 0.1639 0.1541
12 0.1492 0.1697
13 0.1193 0.1991
14 0.0601 0.2677
15 0.1101 0.2925
16 0.1475 0.3108
17 0.1950 0.3356
18 0.2450 0.3627

Ξ = [0 0 0 .0625 .125
.1875 .25 .3125 .375 .4375
.5 .5625 .625 .6875 .75
.8125 .875 .9375 1 1 1]

(d) Curva h12.

id r s

1 0.7712 0.3836
2 0.7132 0.4109
3 0.7285 0.4903
4 0.8162 0.4899
5 0.8955 0.4899
6 0.9664 0.4903
7 0.9893 0.4903
8 0.9859 0.4647
9 0.9741 0.3374

10 0.9615 0.2849
11 0.8825 0.3235
12 0.7712 0.3836

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(e) Curva h13.

id r s

1 0.6164 0.7712
2 0.5891 0.7132
3 0.5097 0.7285
4 0.5101 0.8162
5 0.5101 0.8955
6 0.5097 0.9664
7 0.5097 0.9893
8 0.5353 0.9859
9 0.6626 0.9741
10 0.7151 0.9615
11 0.6765 0.8825
12 0.6164 0.7712

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(f) Curva h14.

id r s

1 0.2288 0.6164
2 0.2868 0.5891
3 0.2715 0.5097
4 0.1838 0.5101
5 0.1045 0.5101
6 0.0336 0.5097
7 0.0107 0.5097
8 0.0141 0.5353
9 0.0259 0.6626

10 0.0385 0.7151
11 0.1175 0.6765
12 0.2288 0.6164

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(g) Curva h15.

id r s

1 0.3836 0.2288
2 0.4109 0.2868
3 0.4903 0.2715
4 0.4899 0.1838
5 0.4899 0.1045
6 0.4903 0.0336
7 0.4903 0.0107
8 0.4647 0.0141
9 0.3374 0.0259
10 0.2849 0.0385
11 0.3235 0.1175
12 0.3836 0.2288

Ξ = [0 0 0 .1 .2 .3
.4 .5 .6 .7 .8 .9 1 1 1]

(h) Curva h16.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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