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Introducao

Uma k—coloracao de um grafo é uma atribuicao de uma dentre k cores para cada um dos
vértices do grafo de maneira que dois vértices adjacentes nao possuam a mesma cor. O
problema de coloracao de um grafo pode ser definido como o problema de achar o menor
numero k de cores tal que exista uma k-coloracao do grafo e este nimero minimo de cores

é denominado nimero cromatico.

O problema de coloragao de grafos é um dos problemas mais estudados na teoria dos
grafos devido a sua relevancia pratica e tedrica. O problema de coloracao modela uma
colecao de problemas como escalonamento [1], alocagao de freqiiéncias [2], alocagao de
registros [3] [4] e método de elementos finitos [5]. Do ponto de vista tedrico, o problema de
coloragao é N P-dificil [6] [7], logo é pouco provavel que ele possa ser resolvido de maneira
exata em tempo polinomial. Lund e Yannakakis [8] mostraram que é muito provavel que
nao exista aproximacao para o problema de coloracao de grafos. Eles demonstraram que
se existe uma constante ¢ tal que para cada k existe um algoritmo em tempo polinomial
(possivelmente dependente de k) para colorir cada grafo k-colorivel com ck cores entao

P=NP.

Os métodos existentes hoje para resolver o problema de coloracao de maneira exata

se mostram impraticaveis, quando tratamos de grandes instancias para o problema. Para



estas instancias, geralmente sao utilizadas estratégias de enumeracao implicita por serem
mais flexiveis e eficientes [9]. O primeiro algoritmo deste tipo é creditado a Brown em 1972
[10], que apresentou uma enumeragao implicita de cores seguindo uma ordem de vértices.
Baseado no modelo de Brown, varios outros algoritmos foram criados na tentativa de mel-
horar o desempenho destas enumeragoes [11] [12]. Infelizmente, estes algoritmos tendem
a apresentar um grande custo computacional, que inviabiliza suas utilizagoes na prética.
Outros algoritmos foram desenvolvidos com o passar dos anos [9] [13], e demonstraram
pouca esperanca perante a complexidade da solucao deste problema. Recentemente, um
esforco concentrado para solucionar o problema de coloracao reuniu varias heuristicas so-
bre um conjunto de instancias de diferentes tamanhos e caracteristicas. Este esforco fez
parte do segundo desafio de implementagdo de DIMACS [14], e tornou-se o projeto mais
representativo de experimentos sistematicos sobre o problema de coloracao realizado até

hoje.

Nesta dissertagao nés apresentaremos um estudo computacional de novos algoritmos
baseado em dois métodos. O primeiro método, proposto por Mehrotra e Trick [15], a-
presenta uma formulacao baseada em conjuntos independentes maximais. Este método
possui a capacidade de gerar limites inferiores muito bons para o problema de coloracao,
entretanto, a dificuldade de solucionar seu modelo de programacao linear, desencoraja sua
utilizacao em problemas de grande porte. O segundo método, apresentado por Herrmann e
Hertz [16], propde uma abordagem para encontrar o niimero cromético de um grafo através
da resolucao do problema de coloracao para o seu subgrafo critico, na esperanca de que
este possua menos vértices que o grafo original. O objetivo dos novos algoritmos é utilizar
a forca do método proposto por Mehrotra e Trick [15], que consegue alcangar limites
inferiores muito proximos do valor do nimero cromético, com a tentativa de Herrmann e
Hertz [16] de construir um grafo critico para diminuir o tamanho da instancia do problema

e tornar mais rapida sua solugao.

No Capitulo 2 veremos alguns conceitos fundamentais em teoria dos grafos e pro-

gramacao linear que serao necessarios durante a leitura do texto. O Capitulo 3 é ded-



icado a apresentacao do método genérico de busca adotado para solucionar problemas
de otimizacao. O objetivo principal deste Capitulo é descrever os componentes da busca
genérica (conjunto prioridade e operadores) e como eles interagem entre si. No Capitulo
4 veremos algumas formulagoes do problema de coloragao assim como alguns resultados
sobre sua complexidade. No Capitulo 5 serao apresentados alguns algoritmos exatos para
o problema de coloracao enquanto que no Capitulo 6 sugerimos uma modificacao para
um algoritmo existente e apresentaremos um novo algoritmo que foi desenvolvido durante
a elaboracao da dissertacao. No Capitulo 7 apresentaremos alguns resultados computa-
cionais que indicam que o novo algoritmo criado é competitivo quando comparado a outra
técnica existente, utilizando a bateria de testes da DIMACS [14]. O Capitulo 8 contém

algumas conclusoes e direcoes para trabalhos futuros.



Notacoes e Definicoes

Durante a leitura do texto, iremos utilizar uma notacao consistente com o padrao geral-
mente aceito pelos campos de teoria dos grafos, algebra linear e programacao linear. Este
capitulo nao tem a intencao de ser um texto de referéncia, e sim de definicao das notacoes
e terminologias adotados durante a dissertagao. Na Secao 2.1 serao apresentados os con-
ceitos fundamentais em grafos assim como a definicdo de alguns problemas classicos da
teoria dos grafos. Na Secao 2.2 apresentaremos notagoes em algebra linear e algumas ma-
nipulagoes algébricas basicas. Nas Secoes 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 serao vistos conceitos de
problema de otimizacao e algumas defini¢oes de programacao linear. Livros de referéncia
em teoria dos grafos [17] [18], dlgebra linear [19] e programagcao linear [20] [21] [22] [23]

contém as definicoes apresentadas neste capitulo.

2.1. Teoria de grafos

Um grafo G = (V, A) é uma dupla ordenada de conjuntos, onde V' é o conjunto de vértices
e A é um conjunto de pares nao ordenados de V' chamados de arestas. Alternativamente
usaremos V' (G) e A(G) para definir respectivamente o conjunto de vértices e o conjunto de
arestas do grafo G = (V, A). Denotaremos por n a cardinalidade do conjunto de vértices

V', enquanto a cardinalidade do conjunto de arestas A sera denotada por m. A aresta
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definida pelos vértices u e v é denotada por uw, e os vértices u e v sao chamados de
extremidades da aresta uv. Todo grafo nesta dissertacao é simples, ou seja, nao possui
arestas multiplas ou lacos, onde duas arestas sao multiplas se elas coincidem em ambas

as extremidades e onde um lago ¢ uma aresta cujas extremidades sao iguais.

Dois vértices u e v sdo adjacentes em G se uv € A. Denotaremos por Adjg(u) = {v |
uv € A} o conjunto de adjacéncias do vértice u em G. Definimos Antig(u) = {v | uv ¢ A}
como sendo a anti-vizinhanc¢a do vértice u em GG. Em ambos os casos, o indice GG pode ser
omitido quando o grafo em questao estiver claro pelo contexto. Para um vértice u, o grau
de u, denotado por d(u), é a cardinalidade de Adjg(u). O grau mdzimo de G, denotado
por A(G), é igual ao max,cy {d(v)}.

O grafo G é dito completo se d(v) = n—1 para todo v € V. Um grafo H é denominado
subgrafo de G, se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Um subgrafo H C G é um subgrafo
induzido de G se a aresta uv de A(G) estd em A(H) sempre que u e v pertencer a
V(H). Para um vértice v € V serd denotado por G — {v} o subgrafo induzido em G pelo
conjunto de vértices V' —{v}. De forma andloga, dado um subgrafo induzido G' = (V’, A’)
de G = (V, A), e dado um vértice v € V — V', serd denotado G’ + {v} o subgrafo de G
induzido por V' U {v}. De maneira geral, para um subgrafo induzido G’ = (V', A’) de G,

serd denotado por G — G’ o subgrafo induzido em G pelo conjunto de vértices V — V.

Uma clique em G é um subconjunto de vértices dois a dois adjacentes. Uma clique
mazrimal é uma clique que nao estd estritamente incluida em nenhuma outra clique de
G. A maior clique do grafo G, isto é, a clique de maior cardinalidade, é denominada de
cligue mdrima. O dual de uma clique é um conjunto independente, o qual consiste em
qualquer subconjunto de vértices S C V tal que nao ha dois vértices nesse subconjunto
adjacentes em G. Um conjunto independente S é dito mdzimo se G nao possuir um
outro conjunto independente S' com | S |>| S |. Um conjunto independente mawimal é
um conjunto independente que nao esta estritamente incluido em nenhum outro conjunto

independente.

Um conjunto independente S de G é chamado u-extensivel, para qualquer u € V — 5,
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se SU{u} é um conjunto independente de G. Além disso, S é uv-extensivel, se S é u- ou

v-extensivel, para qualquer aresta uv € A.

Algumas operacoes sobre grafos sao uteis ao longo do texto. A primeira operacao é
denominada de identificacdo de dois vértices u,v € V e é definida como sendo o processo

de fusdo desses vértices em um novo vértice IDENT(u, v), tal que

Adj(IDENT(u, v)) = Adj(u) U Adj(v) se uv € A

Adj(IDENT(u,v)) = Adj(u) U Adj(v) —uv caso contrario
Esta operacao dd origem a um grafo G' = (V', A’) tal que V' = (VU IDENT(u,v))—{u, v}
e A'= (AU Adj(IDENT(u,v))) — (Adj(u) U Adj(v)).

Uma segunda operacao, denominada de colora¢ao de um grafo, é definida como uma
atribuicao de uma ou mais cores a cada vértice deste grafo. Uma coloragao de um grafo
é dita propria se quaisquer dois vértices adjacentes recebem cores diferentes. Vemos na
Figura 2.1 a ilustracao de uma coloracao atribuida a um grafo onde os nimeros ao lado
de cada vértice indicam os indices das cores a ele atribuidas.

1
2,3 \ / 3
1 2
Figura 2.1. Coloragao propria de um grafo

Um grafo G é k-colorivel se existir uma coloragao propria com k cores para G. Dada
uma coloragao propria de G, o grau de satura¢do de um vértice v € V' denotado por dg(v)

é definido como o ntiimero de cores diferentes atribuidas aos vértices adjacentes a v.

Chamamos de nidmero cromdtico de G, denotado por x(G), o menor niimero de cores
necessarias para fazer uma coloracao propria de G. O grafo G é dito critico se, todos seus

subgrafos induzidos tém o nimero cromético estritamente menor do que x(G).
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Uma terceira operacgao sobre grafos é definida a seguir. Dado uma coloracao propria
de G definida por uma partigao do conjunto de vértices (V1, V3, ..., Vi) onde cada partigao
V; recebe a cor i, denotamos por permutacao(i,j) de cores para 1 < i,j < k como uma

k'—coloracao de G onde

V;.':V;-; VJ.':V;-; V,:V}pararzl,...,k;r%i,j

r

Vemos que para todo vértice v e u € V; temos que uv ¢ A, logo os vértices de V; formam
um conjunto independente. Entao vemos que qualquer coloracao de G pode ser vista
como uma familia de conjuntos independentes de G, onde cada conjunto independente

nesta familia define uma cor.

2.2. Algebra linear

Sejam R, Z e N os conjuntos dos nimeros reais, inteiros e naturais, respectivamente. Uma
matriz é uma ordenagao de elementos em linhas e colunas. Uma matriz tem ordem (m,n)
quando ela tiver m linhas e n colunas. Um wvetor é uma matriz de dimensao (1,n) ou
(m,1). O elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna de uma matriz A é denotado
a;j. Para n inteiro, denotaremos por R", Z" e N* os conjuntos de todos os vetores com n
componentes reais, inteiras e naturais, respectivamente. Similarmente denotaremos por
R™*™ 7M™ e N™X™ os conjuntos das matrizes reais, inteiras e naturais com m linhas e n

colunas.

Seja A € R™*™ a j—ésima coluna de A é um vetor com m elementos, denotado por

a*j.

Clmj
Analogamente, a i—ésima linha da matriz A é um vetor de comprimento n, denotado por
Qs

Qs = (aﬂ, <oy Clm)
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Por convencao vamos utilizar letras maitsculas quando nos referirmos a matrizes e letras

minusculas quando nos referirmos a vetores.

Uma matriz B é dita submatriz da matriz A se ela for obtida através da remocao de
linhas ou colunas da matriz original A. Seja A € R™*" e B € RP*? matrizes. O produto

AB é definido como uma matriz C' € R™*? tal que

n
Cij = Y irbij,
k=1
paratodoi=1,...,me todo j =1,...,q se somente se n = p.

Um conjunto de vetores aq, as, ..., a; ¢ denominado de linearmente independente se a
seguinte condicao é satisfeita:
k
se Z)\jaj = 0 entao A\; = 0 para todo j =1...k.
=1
Um conjunto de vetores é dito linearmente dependente se eles nao sao linearmente inde-

pendentes.

Dada uma matriz A € R™*", denominamos de posto-linha da matriz A o nimero
maximo de linhas linearmente independentes de A. Analogamente, denominamos de
posto-coluna da matriz A o niumero maximo de colunas linearmente independentes de A.
Pode ser mostrado que o posto linha de uma matriz é sempre igual ao seu posto coluna,
logo, por simplicidade vamos denotar o posto da matriz A por posto(A) que corresponde

ao posto linha ou posto coluna de A.

A matriz I € R"*" é denominada matriz identidade e é definida como sendo

1, sei=7

iij =
0, caso contrario.

Dada uma matriz A € R™*", a transposta de A, denotada AT € R**™, é formada
atribuindo a j-ésima coluna de A & j-ésima linha de A”. Assim sendo, tem-se: al; = aj;

onde:=1,....,nej=1,...,m.

Sejam as matrizes A € R"*" e B € R"*". Se AB =1e BA = I, entao B é denominada
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a matriz inversa de A. A matriz inversa, se existir, é inica e é denotada por A7'. A

matriz que possui inversa é denominada nversivel.

Proposigao 1. [20] Uma matriz A € R"*" é inversivel se somente se suas colunas sao

linearmente independentes.

2.3. Problemas de otimizacao

Um problema de otimiza¢do I1 é um par (X, f), onde X é o conjunto de solugdes vidveis
delle f: X — R éasua fun¢ao custo. Alternativamente, a notacao X (II) indicard o
conjunto de pontos viaveis de II. O objetivo de um problema de otimizacao II é encontrar
uma solucao vidavel que minimize ou maximize a funcao custo. No caso de II ser um

problema de minimizacao, deseja-se encontrar um ponto z* € X tal que

flx®) < f(y),Vy € X.

Por outro lado, no caso de um problema de maximizacao, o objetivo é encontrar z* € X

tal que
f(@*) = fy),vy € X.

Em ambos os casos, o ponto x* é chamado de dtimo global ou solucdo otima do problema

IL.

Um exemplo de problema de otimizacao, é o problema de coloracao de vértices que é
definido como o problema de determinar o valor do nimero cromético x(G) e achar uma
X(G)-coloracao para um grafo G. Em um problema de coloracao, o conjunto de pontos
viaveis corresponde as coloracoes proprias de um dado grafo G, enquanto que a funcao

custo, para cada coloracao, representa o numero de cores distintas nessa coloracao.

Um outro exemplo de problema de otimizacao ¢ o problema de cobertura de vértices
por conjuntos independentes maximais. Dado um grafo G, o problema é definido como a
busca pelo menor nimero k£ de conjuntos independentes maximais Sy, Ss, ..., Sk tais que,

para todo vértice v € V, temos que existe i € {1,...,k} em v € S;.
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Proposicao 2. O problema de cobertura de vértices por conjuntos independentes maxi-

mais é equivalente ao problema de coloracao de vértices de um grafo.

Prova: Seja Vi, V5,..., Vi a particio em conjuntos independentes (nao maximais) de
V' correspondendo a uma k-coloragao prépria de (G, se existir vértices multicoloridos,
considere apenas uma das multiplas cores atribuidas ao vértice. Agora considere o algo-
ritmo polinomial ® que recebe como entrada uma particao V; e gera um novo conjunto
Vi =Viu{v eV —V;|V; év-extensivel }. Vemos que V; é um conjunto independente
maximal. Logo, aplicando o algoritmo ¢ para cada particao V;, ¢ = 1...k, iremos gerar
uma familia de conjuntos independentes maximais P’ = (Vll, VZI, . Vk') que cobrem todos

os vértices de G.

Agora suponha uma cobertura de conjuntos independentes maximais de G definida
por C' = (s1,82,...,5;). Vemos que os vértices contidos num conjunto s;, para todo
i = 1...k, nao sao adjacentes entre si, logo todos podem receber uma mesma cor, dig-
amos ¢. Entao, podemos gerar uma coloracao para G onde alguns vértices podem estar

multicoloridos por pertencerem a mais de um conjunto independente maximal. O

Sera denominado de coloracao independente mazimal uma cobertura de V' formada

por conjuntos independentes maximais.

Proposigao 3. x(G) = nimero de cores de uma coloracao independente maximal de G

de cardinalidade minima.

Prova: Considere uma y(G)—coloragao de G qualquer. Por contradigao, seja a uma
cor e seja s, um conjunto independente nao maximal definido pelos vértices com a cor a.
Entao, uma nova y(G)—coloragao prépria de G pode ser obtida atribuindo a cor a para os

vértices em s—s,, onde s é um conjunto independente maximal qualquer que contém s,. O
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2.4. Programacao linear

Uma fungao f: R® — R é uma funcdo linear se somente se f(az + By) = af(z) + Bf(y)
para todos z,y € R" e o, f € R. Para qualquer fun¢io linear f(x) e qualquer nimero real
b, a equagao f(x) = b e as inequacgoes f(x) < be f(x) > b sao lineares. Um subconjunto

P C R" é chamado poliedro se
P={zxeR"|gl(x)<b,i=1...m},

onde g; : R* — R sao funcoes lineares e b; € R. Uma funcao linear f : R* — R pode ser

Tz onde ¢ € R*. Analogamente, um poliedro P C R* é da forma

escrita na forma f(z) = ¢
P={reRrR"| Az < b}, onde A € R™" e b € R™. Durante o texto o poliedro P serd

representado por (A, b).

Seja P C R® um poliedro, a € R* e o € R. Uma inequacao e’z < « é vdlida para P
se PC {z € R* | a2 < a}. Quando o poliedro em questao estiver claro pelo contexto,

dizemos simplesmente que a inequacao é valida.

Um problema de programagcao linear (PPL) é um problema de otimizagao (P, f) onde

P é um poliedro e f é uma funcao linear. Um PPL pode sempre ser expresso sob a forma:

(PPL) Minimizar ¢’z
Sujeitoa Az = b
r > 0

onde ¢ € K", A € R™™ e b € R™. Vamos representar este PPL por (A,b,c) e assumir
que posto(A) = m. O vetor ¢ é denominado vetor de coeficientes de custo e o vetor x
é o vetor de varidveis a serem determinadas no problema. As equacgoes do tipo Az = b
sao chamadas restricoes do problema. As restricoes do tipo x > 0 sao denominadas de

restricoes de nao negatividade. A matriz A é denominada matriz de restrigoes.

Uma submatriz B € R™*™ de A é denominada de matriz base (ou simplesmente base)
de A se B é inversivel. A matriz N composta pelas colunas de A que nao pertencem

a B serd denominada de matriz nao bdsica. Sem perda de generalidade, vamos supor
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que uma base B é composta pelas primeiras m colunas de A, isto é B = (ay, as, ... ay).
Conseqiientemente, a matriz nao basica N serd composta pelas n —m demais colunas de

A, ist0 é N = (i1, Gmray - - -y Gp)-

Chamamos de varidveis bdsicas as primeiras m variaveis x, T . . . x,, do vetor x corres-
pondentes as colunas de B e que formam o vetor xg. Denotamos também por xx o sub-
vetor de varidveis nao bdsicas definido pelas n —m varidveis restantes T, 11, Tmi2, - - -, Tn,

correspondentes as colunas de V.

x
Dada uma base B de A, dizemos que a solucao x = 7| onde

TN

é uma solucao basica do PPL (A4, b, ¢).

Se xp > 0, isto é, a solucao basica x respeita as restricoes de nao negatividade, entao x
é denominada de solucao bdsica vidvel. Duas solucoes basicas distintas sao ditas adjacentes
se seus conjuntos de varidveis basicas possuem m — 1 varidveis em comum. O teorema a

seguir reduz o PPL ao problema de obter a melhor solucao basica viavel.

Teorema 1. [20] Assuma que o PPL (A,b,¢) tem solugao étima. Entao, existe uma
solugao 6tima do PPL (A, b, c) que é solucao basica vidvel.
B~ 'b

Seja x = uma solugao bésica vidvel do PPL (A,b,¢). O wvalor da func¢do
0

objetivo em z é dado por

B B
¢’ = (cp, ) =B,
0 0

onde cp e cy sao os coeficentes de custos relativos as varidveis basicas e nao basicas,

respectivamente. O vetor de multiplicadores duais relativos a x é

7l = LB,
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onde cada valor 7; (i = 1,...,m) associa-se a i—ésima restricao do PPL. Além disso, o

vetor de custos reduzidos associados a solucao x é dado por
T  Tp-ix _ T T
cy —cgB” N =cy—7m" N.

Teorema 2. [20] Se ¢ — ¢cEB™'N > 0 entao a solugdo x é uma solugao bdsica vidvel

6tima para o PPL (A, b, c).

2.5. Método SIMPLEX e geracao de colunas

Um dos primeiros algoritmos criados para solucionar problemas de programacao linear foi
o SIMPLEX. Este método percorre as solugoes basicas viaveis do problema com o objetivo
de encontrar sua solugao 6tima (Teorema 1). A idéia bésica do método é apresendada a

seguir.

O algoritmo comeca com uma solucao bdsica vidvel e testa sua otimalidade. Se nao
existir nenhum valor de custo reduzido negativo, entao o algoritmo para, pois a solucao
6tima terd sido atingida (Teorema 2). Caso contrario, o algoritmo identifica uma solugao
basica vidvel adjacente com valor de funcao objetivo melhor. A base desta nova solucao
basica viavel é obtida através da troca de uma coluna da base anterior por uma coluna nao
basica. A otimalidade desta nova solucao é novamente testada, e o esquema é repetido,

até que uma solucao 6tima basica viavel seja encontrada.

Vemos que no PPL (A, b,¢) com m restrigbes e n varidveis, o nimero de solugoes
basicas é limitado pelo nimero de bases. Entao, um conjunto de n — m variaveis nao

basicas podem ser escolhidas de

n n!

m (n—m)! m!

maneiras diferentes. Logo vemos que o SIMPLEX nao é um método polinomial no pior

caso. Apesar dos problemas de programagao linear possuirem solu¢ao polinomial [24], o
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método SIMPLEX é bastante difundido pois, na pratica, funciona bem em instancias de

grande porte.

Em alguns problemas especificos, as colunas da matriz A, por algum motivo, nao
estao todas disponiveis simultaneamente. Isto ocorre quando o ntimero de variaveis do
problema é exponencial ao tamanho da entrada e nao pode ser abordado diretamente.
Geralmente nestes casos é tentado solucionar o problema para um numero restrito de
varidveis (colunas). Sabemos que as colunas de uma base sao suficientes para expressar
uma solucao basica viavel do problema, logo podemos gerar as demais colunas da matriz
A equivalentes aos menores custo reduzidos iterativamente até provar-se a otimalidade de

uma solucao. Este método é conhecido como geracdo de colunas.

2.6. Dualidade

Associado a um problema de programacgao linear existe um outro problema de pro-
gramacao linear denominado problema dual. O problema dual do PPL (A, b, ¢) (também

chamado primal) é definido por:

(D) Maximizar bT'm
Sujeitoa  ATr < ¢

T livre

Vemos que o conjunto de varidaveis do problema dual é composto pelos multiplicadores

duais, que associarao cada variavel dual a uma restricao do problema primal.

Uma importante relacao entre o problema PPL e seu problema dual D é a seguinte.

Proposigao 4. [20] Se x é uma solucao vidvel para PPL e m uma solucao viavel para

seu problema dual D, entao ¢’z > b''r.

O critério de otimalidade apresentado pelo Teorema 2 pode ser equivalentemente expresso

em termos do problema dual. Uma maneira é apresentada a seguir:
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B~
Proposigao 5. [20] Seja © = uma solugao bdsica vidvel de PPL. Se o vetor

de multiplicadores duais 71" = ¢4 B~! é uma solucao vidvel para D entao x é uma solugao

basica viavel 6tima de PPL.
Pelas Proposicoes 4 e 5 vemos que se um PPL tem solucao étima, entao seu problema

dual também terd, e suas solucoes 6timas terao o mesmo valor.

2.7. Programacao inteira

Um problema de programagao linear inteira (PPI) é uma problema de programacao linear

em que as variaveis devem ser nimeros inteiros. Em termos matematicos temos

(PPI) Minimizar ¢’z

Sujeitoa Ax = b
zr > 0
r € 7"

As restrigoes do tipo x € Z" sao denominadas de restrigoes de integralidade. Um
PPI onde todas as varidveis devem ser binarias (0 ou 1) é denominado de problema de

programacao linear inteira 0-1.

O PPL obtido do problema de programacao inteira pela retirada de todas as restri¢oes
de integralidade é chamado de relazacao linear do PPI. Como o conjunto vidvel do PPI
estd contido no conjunto viavel de sua relaxacao linear, obtemos diretamente a seguinte

proprosicao:

Proposicao 6. Se z* é uma solucao é6tima do PPl e x é uma solucao 6tima de sua

relaxacao linear, entao v < c''z*.

Problemas de programacao inteira, similarmente aos problemas de programacao li-

near, possuem algoritmos para soluciona-los em um numero finito de passos. Mas a
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semelhanca para neste ponto: O problema de programacao linear inteira pertencente a

classe N P—Dificil.



Busca Genérica

Sabemos que a procura por solucoes em um espaco de solucao combinatorial grande
se constitui em um dificil problema da otimizacao combinatéria. Muitos problemas da
literatura podem ser resolvidos com pesquisas combinatoriais. Buscas exaustivas, nas
quais geralmente temos que percorrer todo o espago de solucao, sao muito caras para
problemas de grande porte. Por isso, estudos estao sendo realizados para aperfeicoar as

técnicas de busca.

Este capitulo é dedicado a descricao de um método genérico de busca sugerido por
Corréa, que pode ser usado para descrever qualquer tipo de busca em problemas de
otimizacao combinatéria. Na Secao 3.1 dissertaremos sobre métodos de busca para pro-
blemas de otimizacao combinatéria. Na Secao 3.2 sera apresentada a definicao de sub-
problema de otimizacao combinatoéria. A definicdo dos componentes que formam a busca
genérica, conjunto prioridade e operadores, serd apresentada nas Secoes 3.3 e 3.4 respecti-
vamente. Na Secao 3.5 serd apresentado o algoritmo que detalhara a busca genérica. Na

Secao 3.6 veremos como obter um método branch-and-bound a partir da busca genérica.
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3.1. Algoritimos de busca para otimizacao combinatdria

Solucoes dtimas para problemas de otimizacao sao muito desejadas em varias situagoes
do mundo moderno. Por esta razao, muitos métodos de solucoes exatos eficientes foram
desenvolvidos através de pesquisas nesta darea. A maioria dos métodos exatos usa pro-
priedades estruturais do espago de solucao para guiar a busca pela solucao 6tima do

problema em um esquema branch-and-bound.

O método denominado branch-and-bound é um algoritmo de arvore de busca que usa
um método de enumeracgao implicita do espaco de solucao para problemas de otimizacao
combinatéria. Seu principio baseia-se em sucessivas decomposicoes do problema original
em problemas menores até ser encontrada uma solucao viavel para o problema, e de provar
sua otimalidade. Esta enumeragao é implicita pois alguns subproblemas que nao contém
nenhuma solucao étima nao serao analisados. Backtracking, programacgao dinamica e A*

podem ser vistos como variagoes do algoritmo branch-and-bound [25] [26].

Nas proximas secoes apresentaremos um método de enumeragao implicita geral que
pode ser configurado para qualquer tipo de busca sobre problemas de otimizagao com-
binatéria. Este método possui uma grande flexibilidade e se constitui numa ferramenta

prética e eficaz na resolucao destes problemas.

3.2. Subproblema de otimizacao combinatdéria

Dado um problema de otimizagao IT = (X, f), definimos um subproblema de II como sendo
um par (X7, f) tal que (X; C X), ou seja, um subproblema constitui-se em um problema
de otimizacao combinatoria formulado sobre um subconjunto do problema original. Vemos
que um subproblema é obtido de um dado problema quando adicionamos restri¢coes ao
conjunto de solucgoes viaveis de forma que somente as solugoes vidveis em X, que também

satisfazem a essas novas restricoes, pertencam a Xj.

Como exemplo, considere o problema de coloragao de vértices de um grafo. Conforme
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ilustrado na Figura 3.1, a adicao de mais uma aresta uw ao grafo resultaria na resducao
do conjunto de solucoes viaveis do problema, pois obrigaria os vértices u e w a terem
cores distintas. Notemos que uma coloracao prépria para o subproblema implica numa
coloragao prépria para o problema original.

1

Figura 3.1. Subproblema de GG

Dado um problema de otimizagao IT = (X, f), definimos um subproblema estendido
o de II como sendo uma quidrupla o = (py, hy,ls, us), onde p, é um subproblema de
(X, f), h, € R é um valor chamado de prioridade do subproblema, cujo objetivo sera
explicado na Secao 3.5, [, € R é um valor denominado limite inferior do subproblema, e

é tal que:

o lp < flay,)

e se | X(p,) |=1entdo l, = f(z; )

e, finalmente, u, € R é um ltmite superior do subproblema, definido como sendo um valor
tal que

ue > f(2},)
sendo z;, uma solugao 6tima de p, e X (ps) 0 conjunto de pontos viaveis de p,.

Com essas defini¢oes, podemos agora descrever o método da busca genérica como um
algoritmo de particao que realiza decomposicoes do problema em subproblemas disjuntos,
até que uma solucao viavel seja encontrada e seja demonstrada a otimalidade do sub-

problema, ou até que seja provado a inviabilidade daquele subproblema. Sabemos que
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percorrer todo o espaco de solucao é impraticavel, logo devemos tentar construir uma
prova de que a solucao encontrada é étima, baseada nas sucessivas particoes do espaco de

solucao, evitando percorrer solucoes desnecessarias.

Durante essa busca recursiva no espago de solucao, a variavel z, (z, C X) é constan-
temente atualizada com a melhor solugao viavel encontrada do problema IT = (X, f). Na

varidvel U é armazenado o valor desta solucao, ou seja, U = f(x,).

3.3. Conjunto prioridade

O algoritmo da busca genérica contém conjuntos prioridades que sao responsaveis por ar-
mazenar os subproblemas estendidos que foram originados de decomposicoes previamente
realizadas. Dado um problema (X, f), um conjunto prioridade, denotado por H, é um
conjunto que contém subproblemas estendidos de (X, f) e sobre o qual sao definidas as

seguintes trés funcgoes :

SELECAO : Esta funcao retorna um subproblema estendido o tal que :

e p,=(0,f)se H=10

o (hy <hgy), Vo' € Hyse H#

O subproblema estendido o é extraido do conjunto prioridade no fim da operagao (H =
H — {0}). Vemos que o operador de SELEGAO ird retornar sempre um subproblema
estendido de maior prioridade do conjunto. Esta prioridade governa a ordem em que
os subproblemas sao selecionados para serem decompostos, e isto influi decisivamente no

comportamento da busca.

INCLUSAO : Esta fungao tem como entrada um subproblema estendido o onde este sera,
inserido no conjunto prioridade H se [, < U, caso contrario o subproblema serd descar-

tado. Apds esta fungao, o conjunto prioridade sera acrescido do subproblema estendido

o (H=HU{o}).
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Poba : Esta funcao tem como entrada um valor de poda r € R e ird retirar do
conjunto prioridade H todo subproblema estendido o tal que [, > r. Apds a poda, o

conjunto prioridade passa a ser H —{oc € H | I, > r}.

3.4. Operadores

Os operadores sao fun¢oes responsaveis por modificar os subproblemas estendidos que
estao armazenados nos conjuntos prioridades. O algoritmo da busca genérica contém
operadores que sao responsaveis, dentre outras coisas, por realizar as decomposigoes dos

subproblemas.

Um operador OP é uma fungao que age sobre um subproblema estendido o, e retorna

um conjunto de subproblemas estendidos OP(o) tal que:

1. se o' € OpP(0) entao p,r é um subproblema de p,

2. ﬂa'eOP(a) X (pyr) = 0, ou seja, os subproblemas siao disjuntos

Dentre os operadores, existem aqueles responsaveis por encontrar solucoes viaveis no
espaco de solucao X. Toda vez que uma nova solucao viavel é encontrada por um operador,
deve-se realizar a fungao de atualiza¢do sobre o par (U, x,) do problema. Esta funcao de

atualizacao sera descrita em detalhes na Secao 3.5.

Um exemplo de operador é a RAMIFICAGAO (ou RAM), o qual realiza a decomposi¢ao
de um subproblema. Este operador recebe como entrada um subproblema estendido o, e
terd como retorno um conjunto de k subproblemas estendidos {c*, 02, ..., 0% 1 o*} (onde
k é a cardinalidade da ramificacdo) derivados do problema original, tais que

° UakeRAM(a) X(pak) = X(pg)

e VYof € RaM(o), o valor de h,« dependerd da politica de prioridade da estrutura.

o lx =1,, Vor € Ram(o)
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e U, = 00 (limite superior indefinido)

Um exemplo para o operador RAMIFICACAO é apresentado a seguir. Dado um pro-
blema de coloracao de vértices o, definido em G = (V, A), podemos decompor o problema
original em dois subproblemas disjuntos ¢’ e ¢” da seguinte forma. Sejam a,b € V(G) e

ab ¢ A(G). Entao o’ e 0" sao definidos em G, e G, onde:

e Gy = (Vy,Ay),onde V,y =V —{a,b}+IDENT(a,b) e A,y = AUAdj(IDENT(a, b)) —
{Adj(a) U Adj(b) }

[ ] GUN = (Vgu, Agﬂ), onde VUH = V e AUH = A U {ab}

A Figura 3.2 mostra a decomposicao do problema inicial em dois subproblemas dis-
juntos: o primeiro pela insercao de uma aresta entre os vértices a,b € V(G), o que induz
uma coloracao distinta entre eles, e o segundo pela identificacao de a e b, o que obriga a

atribuicao de cores idénticas para a e b.

Outro exemplo de operador é o LIMITE_.SUPERIOR. Se um subproblema estendido
o, recebido como entrada, for “simples” o suficiente para ser solucionado, o operador
encontra a solu¢ao 6tima x de o, que é também uma solucao vidvel de (X, f). Entao
o operador retorna o = nil onde nil representa um problema nulo. Caso ¢ nao seja

“simples” o suficiente para ser solucionado, o operador retorna {o'} tal que:

® Dy = Po!

o Uy < Uy

O valor de h,r dependera da politica de prioridade da estrutura.

lo =1y

Vemos que se uma solucao 6tima z* do subproblema ¢’ for encontrada tal que f(z*) < u,
ou u! < u,, entdo o operador LIMITE_SUPERIOR deve atualizar (U, z,,) através da funcao

de atualizagao.
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Figura 3.2. Ramificacao de G.

Um exemplo de limite superior aplicado ao problema de coloracao de vértices seria o
valor A(G) 4+ 1. A construcao desta prova repousa na idéia de atribuir uma cor diferente
para cada vizinho do vértice v € V(G), logo, precisariamos de mais uma cor para colorir
v.

X(G) < A(G) + 1.
Pela Figura 3.3 vemos que o nimero cromético do grafo é menor do que A(G) + 1.

Vamos considerar neste exemplo que um grafo é “simples” de colorir se ele for uma
clique, pois o nimero cromatico de uma clique ¢é igual ao nimero de vértices do grafo.
Logo, se um grafo G for uma clique entao encontra-se a coloracao 6tima de (G, senao seu
limite superior serd A(G) + 1. O modelo da busca genérica necessita que pelo menos um
operador possa encontrar solucoes viaveis para o problema. Essa checagem por possiveis

solucoes pode estar anexada a outros operadores.

Mais um exemplo de operador é o LIMITE_INFERIOR que recebe também como entrada
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1 2
Figura 3.3. x(G) < (A(G) +1)

um subproblema estendido o e retorna {0’} tal que

® Dy = Po!

® Uy = Uy,

O valor de h,r dependera da politica de prioridade da estrutura.

[ J lo” > lg.

O tamanho da maior clique do grafo (w(G)) é um exemplo de limite inferior para
o problema de coloracao de vértices, pois como esta ilustrado na Figura 3.4, o nimero
de cores necessarias para colorir G é, no minimo, a cardinalidade da maior clique w(G).
Assim, o operador de limite inferior receberia como entrada um grafo GG e retornaria como

limite inferior o valor w(G).

3.5. Método genérico de busca

Depois de termos definido conjunto prioridade e operadores, somos agora capazes de
detalhar a interacao entre os componentes de um algoritmo de busca genérica. O algoritmo

é composto por:

1. Uma familia de conjuntos prioridades, denotado por H. Vemos que | H |[> 1 é
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T
©=¢
Figura 3.4. x(G) > w(G)

uma condicao necessaria para o algoritmo pois é preciso pelo menos um conjunto

prioridade para percorrer o espaco de solucao X do problema tratado.

2. Uma heuristica PRIO que ird estabelecer a politica de prioridade dos conjuntos
prioridades onde

h, = PRrRIO(0), Yo € H, onde H € H

A heuristica governa a ordem em que os subproblemas estendidos sao selecionados
de um conjunto prioridade. Deve-se procurar estabelecer uma ordem de visitacao
dos subproblemas estendidos de tal forma que os “melhores problemas* (aqueles que
possuem alta probabilidade de levar a uma solugao 6tima) possam ser selecionados

primeiro.

3. Um conjunto de operadores, denotado por O. Dentre os operadores do conjunto, é
nescessario haver uma fung¢ao de RAMIFICACAO para que os subproblemas possam
ser decompostos em subproblemas mais restritos e possamos percorrer o espaco de
solucao. E necesséria também, uma funcao que possa encontrar solucoes vidveis
para o problema (Ex: LIMITE_SUPERIOR, LIMITE_INFERIOR). O método pode ter

apenas um operador desde que ele englobe os elementos necessarios para a busca.

4. Um par de varidveis (U, z,) que irao guardar a melhor solugao corrente. Sempre
que uma nova solucao viavel for encontrada durante o processo de decomposicao do

problema, a funcao de atualizacao sera realizada. Se a nova solucao for melhor que
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U, a variavel serd atualizada e um processo de PODA serd realizado sobre a familia

dos conjuntos prioridades.

Notemos que, dado um subproblema estendido o tal que [, > U, os problemas
o' € RAM(0) s6 podem ter limites inferiores maiores do que [,. Logo, nenhuma
solucao melhor do que z, podera ser encontrada a partir de 0. Sempre que uma
nova solugao vidvel para o problema for encontrada, o procedimento da atualizacao,

que esta descrito no algoritmo da Figura 3.5 deve ser invocado.

1. Algoritmo: ATUALIZAGAO

2.  Entrada subproblema o, valor da solucdo do subproblema f(z¥)
3.

4. Se f(ps) < U Entao

5. U+ f(z3);

6. Ty < Pos

7.

H; Popa(U);VH; € H

Figura 3.5. Algoritmo de atualizacao

5. Um grafo orientado GR de relacionamento (operadores/conjuntos prioridades). Este
grafo é responsavel pela representacao do relacionamento entre operadores e con-
juntos prioridades. Os vértices de GR podem ser descritos como do tipo operadores
ou conjunto prioridade, e todo arco uv € A(GR) tem uma extremidade em um
operador e a outra num conjunto prioridade. Dado um arco uv € A(GR), se u é
um vértice do tipo conjunto prioridade e v é um vértice do tipo operador entao o
conjunto prioridade associado a u é chamado de conjunto prioridade de entrada do
operador associado a v. Caso u seja um vértice do tipo operador e v seja um vértice
do tipo conjunto prioridade entao o conjunto prioridade associado a v é denominado

de conjunto prioridade de saida do operador associado a u.

O grafo GR deve ser tal que todo operador possua um conjunto prioridade de entrada
e um conjunto prioridade de saida. Além disto, todo conjunto prioridade deve estar

relacionado a pelo menos um operador. Em Corréa [27] sao apresentadas algumas
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propriedades que GR deve satisfazer para garantir a convergéncia do método.

6. Um escalonador denotado por Esc. O escalonador recebe um conjunto de operado-
res O como entrada e retorna um operador Op € O. Algumas condi¢oes devem ser
observadas para o escalonador, pois nem todo operador pode ser escolhido a todo
momento. Por exemplo, operadores que tiverem conjunto prioridade de entrada

vazios nao podem ser escolhidos.

Vemos que os elementos descritos nessa enumeracao permitem a implementacao de
diversas abordagens de busca pois podemos configurar o modelo de acordo com os ob-
jetivos a serem alcancados. O modelo da busca genérica estd implementado na forma
de biblioteca de funcoes que podem ser configuradas através da passagem de parametros
como operadores e escalonadores (Apéndice A). Esta biblioteca de fungoes, denominada
PARADISE, possui uma versao paralela que pode ser utilizada futuramente para explo-

rar o potencial paralelo dos problemas aqui apresentados.

O algoritmo da busca genérica, ilustrado pela Figura 3.6, termina quando todo sub-
problema estendido presente nos conjuntos prioridades (Vo € H | H € H) é solucionado

ou é provada a inviabilidade de encontrar a solucao 6tima através daquele subproblema

estendido.
1. Algoritmo: BuscA_GENERICA
2.  Entrada problema inicial S, melhor solugdo x, valor da melhor solucao Uy
3.
4. Hipi < {Sh U « Up; xy  21;
5. Enquanto (H; # (), VH; € 1) Faga
6. Op + Esc(0)
7. Exec(OP)
8. Retorna z,;

Figura 3.6. Algoritmo da busca genérica
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3.6. Método branch-and-bound

Um algoritmo de branch-and-bound pode ser visto como um processo de enumeracao,
composto por sucessivas decomposicoes realizadas por uma funcao de ramificacao. Os
problemas gerados que nao sao simples o suficiente para serem solucionados devem ser
novamente inseridos em um conjunto prioridade e decompostos com a finalidade de per-
correr o espago de solucao e encontrar uma solucao 6tima. Entretanto, nao é interessante
ter que percorrer todo o espaco de solucao, pois alguns destes subproblemas estendidos
podem ser eliminados da enumeracao usando operacgoes de atualizacao da melhor solucao

corrente (U, x,,).

Definiremos o método de busca para o branch-and-bound por

o H={H}

e h, =PrIO(0), Vo € H;

e O={0p}.

e O grafo de relacionamento do método para o branch-and-bound possui apenas um

operador (OP;) que retira e insere subproblemas de um tnico conjunto prioridade

(Hy).
7N\
: o
_

e Esc =0p;

Vemos que a familia de conjuntos prioridade H é composto por um tnico conjunto
prioridade H;. Sobre este conjunto prioridade H; atuard um unico operador OpP;. Para

cada subproblema o selecionado de H; pelo operador OPy, a funcao L;,s ird calcular
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o limite inferior de o. Analogamente a funcao L,,, ird calcular o limite superior para
este subproblema. A funcao ATUALIZACAO serd executada sempre que uma nova solucao
para o problema for encontrada. O processo de ramificacao do subproblema o, realizado
pela fungao RAM, ird gerar e inserir os novos subproblemas ¢* (com 7 menor ou igual a
cardinalidade da ramificagao) que nao puderam ser solucionados no conjunto prioridade
H, (Figura 3.7). Os algoritmos exatos estudados durante a elaboragao desta dissertagao

seguem o modelo do método branch-and-bound.

1 Algoritmo: Opr,

2

3 o < H,.SELEGAO;

4. lo = LGf(pa'))

5. Uy = Lsup(pa);

6. he = PRIO(0);

7 Se (u, é solucionavel) Entao

s ATUALIZAGRO(py, £ (ps));

9. Senao

10. Se (us < U) Entao

11. ATUALIZAGAO;

12. {ot,02,...0%} < RaM(o) onde k = cardinalidade da ramificacio;
13. H,.INCLUSAO(c!) parai=1...k

Figura 3.7. Operador do método de busca para o branch-and-bound.
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Problema de Coloracao de Grafos

A maioria dos problemas dificeis de otimizacao em grafos pode ser formulado como um
problema de programagcao inteira. Como visto no Capitulo 1, o problema de programagao
inteira é A'P—Dificil, o que torna pouco provavel resolvé-lo em tempo polinomial. Uma
alternativa para os métodos exatos (que sdo computacionalmente caros) sdo as heuristicas.
O objetivo deste capitulo é descrever nocoes ligadas ao problema de coloracao que serao
usadas nos capitulos seguintes. Na Secao 4.1 sera formulado o problema de decisao para
a coloracao de grafos, a seguir serao apresentadas algumas inequacoes validas para o
problema. Na Secao 4.2.2 apresentaremos uma formulagao para o problema de coloracao
baseada em conjuntos independentes maximais. Na Secao 4.2.3 sera apresentada uma
formulacao original para o problema. A seguir na Secao 4.3 serao descritas algumas

heuristicas para o problema de coloracao.

4.1. Problema de decisao e complexidade

O problema de decisao de coloracao em grafos consiste em determinar a existéncia ou nao
de uma K —coloracao para um dado inteiro K [15]. Seja x4, i € V, 1 < k < K, uma
variavel bindria com valor 1 se o vértice i recebe a cor k e 0 caso contrario. O problema

de decisao consiste em determinar se o poliedro Ppyeisao € OU Nao vazio:
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Tik + Tjg 1, Vij € AeVk
YeTa = L VieV (4.1)
Tik € {0, 1} Vi eV eVk

IN

Para um grafo GG, o poliedro Pjye.sso na0 serda vazio se somente se (G possuir uma
K —coloracao. Vemos que se existir uma K —coloracao para (G, entao devemos escolher
uma cor para cada vértice ¢ dentre aquelas que lhe sao atribuidas pelas variaveis binarias
ik = 1.

Este problema de decisao de coloragao em grafos é N'P—Completo, isto é, a existéncia
de um algoritmo polinomial que resolva o problema implicard na solucao polinomial de
qualquer problema da classe N'P. A existéncia deste algoritmo é improvavel pois estari-
amos afirmando que a classe N'P seria igual & classe de problemas solucionados polino-

mialmente P.
Teorema 3. [28] Um Grafo G é 2—colorivel se somente se G nao contém ciclos impares.

O problema de decidir se existe um ciclo impar em um grafo é polinomial [29], logo,
pelo Teorema 3, vemos que o problema de decidir se um grafo é 2—colorivel pertence
a classe P. Entretanto, os problemas onde K = 3 ou 4 contém todas as dificuldades

apresentadas pelo problema geral [28] [7] [8].

4.2. Formulacoes

O problema de encontrar a x(G)—coloragao de um grafo G pode ser formulado de varias
maneiras diferentes. Formulagoes baseadas em permutagoes de cores tornam-se desinte-
ressantes por gerar grande simetria nas solugoes. Uma alternativa para este problema sao
as formulacoes baseadas em conjuntos independentes que apresentam um nimero pequeno
de restricoes; entretanto, estas formulacoes tendem a apresentar um grande nimero de

variaveis.



4.2. Formulacgoes 32

4.2.1. Formulacao simétrica

Uma forma de transformar a formulacao do problema de decisao em um problema de
otimizagao é apresentada a seguir [30] [15]. Definimos as varidveis bindrias w; para j =
1,...,A(G) + 1, que indicam se a cor j é atribuida a algum vértice, isto é, w; = 1 se

somente se z;; = 1, para algum vértice 7. A formulacao é dada por.

Minimizar Z]-A:(f)ﬂ w;
Sujeito a E]-A:(f)ﬂ Ty > 1, VieV (1)
Tij+a, < w;, V(k)€eA e 1<j<AG)+1 (2) (4.2)
Tij e {0,1}, VieV,e 1<j<A(G)+1
w; e {0,1}, 1<j<AG)+1

A restrigdo (1) assegura que cada vértice ird receber exatamente uma cor, enquanto

que a restrigao (2) impede que dois vértices adjacentes possam receber a mesma cor.

Notemos que esta formulagado para o problema de coloragao nao descarta (torna
invidvel) solugoes simétricas. Por exemplo, qualquer permutacao de cores ird gerar uma
nova solucao pertencente a Ppye.isao- Isto define um nimero exponencial de coloracoes e

torna inviavel sua utilizagao na pratica para grandes instancias.

Apresentaremos a seguir duas novas formulacoes que buscam eliminar solucoes simétricas
através da inclusao de algumas desigualdades validas na formulagao 4.2 [30]. O primeiro

conjunto de restri¢oes adicionais é definido pelas facetas

w; Yiev Tij, V1 <j<AG)+1
wj = Wiy, V1 < j < A(G)

IN

(4.3)

Esta nova formulagao garante que uma cor j é atribuida a algum vértice somente se
a cor j — 1 ja tiver sido atribuida anteriormente. Se forem utilizadas k cores na solucao
do problema, o modelo elimina permutacoes de cores maiores que k& mas considera vidveis

solucoes geradas através de permutacoes das primeiras k cores.
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O segundo conjunto de facetas busca eliminar solugoes simétricas geradas por per-
mutacgoes de cores através da insercao das restricoes 4.4 ao invés das restricoes de 4.3
[30]. Para fazer isso, vamos definir apenas as varidveis bindrias z;; para 1 < j <

min{i, A(G) + 1} tal que

IN

Tij w;, ViVk +1 < j < min{i, A(G) + 1} k = maior r6tulo de um vizinho de i
j j (4.4

zy < YhDjo1 Thjo1, Vivl < j <14

Esta formulacao permite que o vértice i seja colorido apenas por uma das primeiras
¢t cores. Para cada solucao do modelo representada por uma particao de vértices, temos
apenas uma atribuicao de cores, pois todas as outras permutacoes que definem a mesma

coloracao sao pontos inviaveis do problema.

Apesar desta formulacao nao considerar solugoes simétricas de uma mesma, coloracao,
este modelo depende da maneira que os rétulos dos vértices sao atribuidos, o que dificulta

a caracterizacao do poliedro do problema e torna desinteressante sua utilizacao na prética.

4.2.2. Formulacao por conjuntos independentes maximais

Esta formulagao possui um nimero menor de restricoes que as formulagoes anteriores e tem
como objetivo solucionar o problema de cobertura dos conjuntos independentes maximais
que pela Proposigdo 2 é equivalente ao problema de coloragao [15]. Esta formulacao,
chamada formulagcio dos conjuntos independentes mazimais [15], possui uma varidvel

para cada conjunto independente maximal no grafo.

Vamos considerar S como sendo a familia de todos os conjuntos independentes maxi-
mais do grafo G. Vamos definir uma formulagdo com varidveis binérias z; € {0,1} para
cada conjunto independente maximal s € S. A variavel binaria xy; = 1 implica que to-
dos os vértices do conjunto independente s recebem uma mesma cor, enquanto que ter
xs = 0 implica que esse conjunto independente nao é escolhido para uma cor (os vértices

de s podem receber cores distintas se cobertos por outros conjuntos independentes). O
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problema da coloragdo minima de um grafo pode ser definido como (denotado por CI, de

conjunto independente):

(CI) Minimizar Y ,cs s
Sujeito a Z{SES|i€S} T 2 ]_, VZ € V (45)
Ts € {0,1}, Vse S8

Esta formulagao possui uma restricao por vértice, mas o nimero de variaveis é tao
grande quanto o numero de conjuntos independentes maximais, podendo chegar a um

nimero exponencial, o que tornaria o problema dificil de ser tratado.

Outra dificuldade para o problema CI é o fato de os vértices serem multi-coloridos,
o que pode gerar coloracoes equivalentes. Uma forma de tentar evitar a simetria das
solucoes do problema é utilizar uma formulacao alternativa para conjuntos independentes
(nao sé maximais) através da substituicao da restri¢ao do problema CI pela restri¢ao 4.6

[15]. Porém, esta abordagem tende a aumentar o nimero de varidveis do problema.

> zy=1, VieV (4.6)

{seSlies}
4.2.3. Formulacao por subgrafo critico

Esta formulacao, denominada formulacdo do subgrafo critico, busca explorar as pro-
priedades do grafo critico sobre o modelo anterior. De forma andloga a formulacao por
conjuntos independentes maximais, definimos o poliedro P:
P@) ={zer"| > z,>1VieV}
{seS8|ies}

onde z5 € {0,1}, Vs € S.

Seja G' um subgrafo amigdvel de G, isto é, um subgrafo induzido de G’ com a seguinte

propriedade:
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Propriedade 1. Existe uma x(G')-coloracao independente maximal de G' que pode ser

estendida para uma x(G')-coloragao de G.

Como conseqiiéncia da Propriedade 1, vemos que x(G') = x(G). O problema de achar
uma X (G)—coloragao independente maximal de G' pode ser reformulado em termos de G’
como o problema de encontrar uma x(G')—coloracao independente maximal de G’ que
possa ser estendida para uma x(G')—coloracao independente maximal de G. A Figura
4.1 ilustra uma 3—coloragao independente maximal do subgrafo G' de G estendida para
uma 3—coloracao independente maximal de G.

1

3 1 2,3
/ w //?_)\ Z
2 @)\ extensao ) @
3 3 1
€4 G

Figura 4.1. Coloracao estendida

Vemos que o poliedro definido pelas coloracoes extensiveis do subgrafo G’, denotado
por P,.;(G'), estd contido em P(G') pois nem toda K —coloragao independente maximal
de G' pode ser estendida para uma K —coloracao independente maximal de G. Vemos

também que

> r; > 1, YueV -V" (4.7)

i:s; € u-extensivel
é uma inequagao valida de P.;;(G’). Inequagdes desta classe serdo denotadas de inequa-
coes de vértices. Esta classe de restricoes garante que qualquer vértice do grafo que nao
pertenca ao grafo amigavel, possa ser estendido para pelo menos um conjunto indepen-

dente maximal do grafo amigéavel.
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Uma segunda classe de inequagoes validas de P, (G'), denotadas de inequagdes de

arestas, sao definidas por

> x; > 2, V(v,w) € A(V = V). (4.8)

izs; € (v, w)-extensivel
A intuicao por tras deste argumento é que os vértices v e w precisam receber 2 cores
diferentes em qualquer coloracao de (G. Conseqiientemente, devem existir pelo menos
2 conjuntos independentes maximais (diferentes) escolhidos em G’ nesta coloragao que

sejam (v, w)-extensiveis.

A formulacao do problema de coloracao por subgrafo critico apresentada nesta secao

é original e foi desenvolvida por Corréa e Frota ao longo desta dissertacao [31].

4.3. Heuristicas

As heuristicas se apresentam como uma alternativa de baixo custo para a obtencao de
solucoes em que o 6timo é desejavel, mas nao necessario. Em alguns casos, em que as
instancias do problema sao muito grandes, as heuristicas sao a unica alternativa. Além
disso, as heuristicas sao por vezes tteis como componentes de algoritmos exatos, provendo
limitantes para a solucao dos problemas. Nesta secao apresentaremos algumas heuristicas

para o problema de coloracao de grafos.

4.3.1. DSATUR

Uma heuristica polinomial gulosa pode conseguir uma coloracao étima de um grafo se
os vértices forem visitados em uma ordem correta. Contudo a mesma heuristica pode
fornecer resultados muito ruins para uma ordem nao apropriada dos vértices. Formulare-
mos agora um algoritmo para fornecer uma coloracao gulosa baseado em DSATUR, (assim

denominado por usar o conceito de grau de saturacao) [11]. A saida desse algoritmo é
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um vetor contendo as cores atribuidas a cada um dos vértices, definindo sua coloracao
obtida. Se k é o ntiimero total de cores atribuidas aos vértices ao final de uma execucao,

entao Corlv] € {1,2,...,k}, para todo v € V(G).

No algoritmo, os vértices sao ordenados em ordem decrescente do grau de saturagao,
caso dois vértices tenham o mesmo grau de saturacao, a ordem sera estabelecida pelo valor
do grau dos vértices. A cada iteracao do procedimento, é escolhido um vértice v € V' nao
colorido, tal que ds(v) = max,ey{ds(w)}. Este vértice v recebe a menor cor que ainda
nao tenha sido atribuida a seus vizinhos. O algoritmo DSATUR ilustrado pela Figura
4.2 possui complexidade O(n?) e é uma heuristica simples e eficiente para encontrar uma
rapida coloracao de um grafo. Resultados da heuristica DSATUR e comparacoes com

outros algoritmos podem ser vistos em [11].

Algoritmo: DSATUR
Entrada G = (V, A)
Saida vetor Cor

ORDENAR_DECRESCENTE_GRAU(V, Cor);
Cor[i]=0VieV;
Cor[l] = 1;
Enquanto (3i | Cor[i] = 0)

j = VERTICE COM MAIOR GRAU DE SATURAGAO;
0. Cor[j] = MENOR COR DISPONIVEL;

5O otk W=

Figura 4.2. Heuristica DSATUR de coloragao

4.3.2. Busca TABU

A heuristica tabu, aqui descrita, foi sugerida por Hertz e Werra [32] e apresenta grande
eficiéncia e capacidade de resolver grandes instancias do problema. Antes do algoritmo,
vamos descrever brevemente o método tabu como uma busca, passo a passo, a partir de

uma solucao vidvel até uma solugdo minima local de alguma fungao objetivo [33].

Para isso, representaremos cada solucao viavel do problema por um ponto s. Deno-
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taremos por N(s) o conjunto de solu¢des vizinhas do ponto s. A fungao f(s) definird o

custo do ponto s.

O passo basico da técnica Tabu consiste em comecar de um ponto s vidvel e ir gerando
um conjunto de solugoes vizinhas (de nimero fixo) em N(s); entdo deve-se escolher o
melhor vizinho s* gerado e mover para este novo ponto, nao importando se f(s*) é melhor

ou nao do que f(s).

O que torna a técnica da busca Tabu interessante, é a construcao de uma lista 7T’
de movimentos proibidos: estes movimentos nao sao permitidos na presente iteracao. A
razao para esta lista ¢ a exclusao de movimentos que poderiam nos levar de volta a algum
ponto em que nos estdvamos em alguma iteracao prévia. Vemos que um movimento fica
proibido apenas por um certo ntiimero de iteracoes, entao na verdade temos uma lista
ciclica T onde a cada movimento s — s* o movimento oposto s* — s é adicionado ao fim

da lista 7" enquanto que o movimento mais antigo de 7' é removido.

Concluindo, o passo basico da técnica Tabu consiste em gerar aleatoriamente um
nimero fixo (numpe,) de movimentos possiveis a partir de s (quando um movimento
(s = s') € T é gerado, ele é descartado e um novo movimento é gerado). Entao o melhor

dos movimentos gerados s — s* é realizado e a lista Tabu T' é atualizada.

Seguindo Glover [34] é utilizada também uma funcao A(f(s)) denotada de funcdo de
aspiracao. Esta funcao representa o nivel de aspiracao a ser atingido pelo valor da funcao
objetivo. Se um movimento para um vizinho s’ é proibido (s — s’ € T') mas temos que
f(s") < A(f(s)), entao este movimento serd permitido e serd considerado um membro do

conjunto de vizinhos gerados.

Agora uma condicao de parada deve ser definida: geralmente é dado um nimero
maximo nb,,,; de iteracoes. Neste caso especifico, foi utilizada uma estimativa f* do
valor minimo da fun¢ao objetivo f(s). Entdo assim que o valor f* for alcancado (ou

estiver perto o suficiente) o procedimento serd finalizado.

Agora vamos descrever como o método da busca Tabu pode ser usado para coloragao
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de grafos. O algoritmo tenta achar uma coloracao para um grafo G que utilize um nimero
fixo k de cores. Depois, com esse algoritmo pode-se ir decrementando o valor de k até

atinger a melhor coloragao que a heuristica possa oferecer.

Dado um grafo G, uma solugao vidvel serd uma particao s = (V,V5,...,V}) dos
vértices do conjunto V' em um nimero fixo de k subconjuntos. Denotamos A(V;) como
o conjunto de arestas vw € A(G) | v e w € V;. Agora vamos definir a fungao objetivo f

como o somatério do niimero de arestas de cada subconjunto V;.
f&)=2_(1AWV) ), i=1,....k

Vemos que s serd uma coloracao prépria de G com k cores se somente se f(s) = 0. De
fato nés podemos estimar o melhor valor de f(s) com f* = 0; isto nos dard uma condigao

de parada do procedimento.

A partir de s é gerado um vizinho s’ (outra partigao de k subconjuntos de vértices) da
seguinte maneira: ¢é escolhido um vértice aleatério z € ViU Vo U. ..U V). Entao assumindo
x € V;, é escolhida uma cor aleatéria j # i e obtemos s' de s = (V1, V5, ..., V) pela

atribuicao:

Vj’:V}U{x}; V;':V;—{x}; V;::Vrpararzl,...,k;rgéi,j

Tendo gerado numyy,,, vizinhos de s (que nao pertencam a lista tabu), é realizado um

movimento em direcao ao melhor vizinho gerado.

A lista Tabu é obtida da seguinte maneira: se um vértice x é movido de V; para V; na
obten¢ao de uma nova solugao, o par (z, ) se torna proibido: o vértice 2 nao pode retornar
ao conjunto V; por algumas iteragoes. Como descrito antes, a lista 7" de movimentos tabu
é ciclica.

Agora devemos continuar as iteragoes até ser alcancada uma solugao s onde f(s) = f*

ou ser atingida o nimero maximo nb,,,, de iteragoes. Neste caso, nao é obtida uma

coloragao prépria de G se a tltima solucao s tiver f(s) > 0.
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Inicialmente é atribuido A(f(s)) = f(s) — 1 para todos os valores de s. Mas com a
geracao de vizinhos s’ com f(s') < A(f(s)) é feita a atribuicao A(f(s)) = f(s') —1. O

algoritmo da busca tabu aplicada a coloracao em grafos pode ser vista pela Figura 4.3.

1.  Algoritmo: TABU

2. Entrada: G = (V, A), nimero de cores k, tamanho da lista tabu | T |,

3. nimero de vizinhos de cada amostra num,,.,, nimero maximo de iteracoes nb,,qz
4.  Saida: coloracdo s = (V1,Va,..., Vi)

5.

6. Gera uma solugéo aleatéria s = (Vi,..., Vg);

7. nbiger = 0;

8. T = 0;

9. Enquanto f(s) > 0 e nbiter < nbma. Faga

10. Gera numye, vizinhos s; de s com (s = s; ¢ T') ou f(s;) < A(f(s));
11. s" = BEST (81,52, -, Snummos )}

12. T=TU{s" — s};

13. T = T— (movimento mais antigo);

14. s =s';

15. Nbiter = Nbjger + ]-)

Figura 4.3. Heuristica de busca TABU para coloragao de grafos

Segundo experimentos de Hertz e Werra, a técnica Tabu apresentada mostra resultados
superiores quando comparada a outras técnicas como témpera simulada [33]. O método

Tabu consegue encontrar coloragoes com menos cores e em menos tempo computacional

[32].

4.3.3. Outras heuristicas

Barbosa, Assis e Nascimento [35] apresentam duas formulagoes heuristicas para o prob-
lema de coloracao em vértices baseado em algoritmos genéticos. A primeira é baseada na
relacao que existe entre o nimero cromatico de um grafo e suas orientagoes aciclicas. Esta
formulacao considera o conjunto de orientacoes aciclicas de um grafo G como individuos

que sofrem a acao de operadores evolutivos.

A segunda formulacao, diferente da primeira, nao objetiva colorir um grafo apenas, mas
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sim toda uma classe de grafos que tenham o mesmo nimero de vértices e outros atributos
comuns entre si. Esta formulacao considera o conjunto de permutacgoes das ordens dos
vértices (1,...,n) como individuos capazes de atribuir uma colora¢io a qualquer grafo
de n vértices. O objetivo desta formulacao é criar modelos de individuos que na média

possam colorir um grafo com o menor nimero de cores possivel.

Vérias outras heuristicas foram criadas para o problema de coloracao em grafos, sempre
com o objetivo de encontrar coloracoes que utilizavam menos cores e em um curto espago
de tempo. Recentemente um esforco concentrado foi feito para testar diversas heuristicas
sobre um conjunto de grafos de vérios tamanhos e de diferentes caracteristicas. Este
esforgo foi parte do segundo desafio de implementacao de DIMACS [14]. Hoje em dia
grande parte dos trabalhos realizadas na area de coloracao em grafos realizam experimen-

tos computacionais sobre este conjunto de instancias.



Problema de Coloracao de Grafos: Algoritmos

Exatos

A seguir apresentaremos alguns algoritmos exatos para resolucao do problema de coloracao
de vértices. Na Secao 5.1 serd apresentado um algoritmo de enumeracao implicita baseado
na heuristica DSATUR (Sec¢ao 4.3), depois na Secao 5.2 serd apresentado o algoritmo
proposto por Herrmann e Hertz para encontrar o nimero cromatico de um grafo utilizando
o conceito de grafo critico. Na Secao 5.3 apresentaremos um método de geracao de colunas
proposto por Mehrotra e Trick para solucionar a formulagao dos conjuntos independentes
maximais apresentada na Secao 4.2. A descricao desses métodos neste capitulo objetiva
apresentar os algoritmos que serviram de inspiracao para os novos métodos propostos no
Capitulo 6. Finalmente, na Secao 5.4 serao mencionados outros algoritmos de enumeragao

implicita encontrados na literatura.

5.1. Método de busca baseado em DSATUR

Brélaz [11] desenvolveu um algoritmo exato de coloragao de grafos baseado na heuristica
DSATUR que evita redundancias na enumeracao das solugdes. O algoritmo funciona

dividindo a instancia de coloragao em varios subproblemas. Um subproblema do algoritmo
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exato de DSATUR é definido como uma coloragao parcial do grafo, isto é, uma atribuicao
de cores a um subconjunto dos vértices do grafo. A cada iteracao do algoritmo, existe
um limite superior U sobre o niimero de cores necessario para colorir o grafo. Se um
subproblema utiliza k£ cores numa coloracao parcial do grafo e k > U, claramente vemos
que este subproblema pode ser excluido da busca. Agora, se para todo vértice do grafo
for atribuida uma cor (coloracao completa), e tivermos k < U, entao uma coloragao com

menos cores foi encontrada e devemos atualizar o limite superior U.

O método de busca para o DSATUR é definido como um método de busca do tipo
branch-and-bound (Se¢ao 3.6) no qual, para cada subproblema o € Hy, temos que NiVEL(c)
é o nivel em que o subproblema o se encontra na arvore de ramificacao. Dado um sub-

problema o € Hy, temos que a prioridade de o é igual a NIiVEL(0).

Um subproblema p, de o, no método de busca para o DSATUR é definido como
um vetor cor € NI que ird armazenar a coloracio dos vértices do grafo, tal que a cor,
corli], é atribuida ao vértice v; para todo v; € V. Se cor[i] = 0, entdo o vértice v;
nao recebeu nenhuma cor. Para todo subproblema estendido o selecionado de H; pelo
operador OP;, é chamada a funcdo de ATUALIZACAO se o subproblema possuir uma col-
oracao completa, isto é, para todo vértice v; € V temos que p,.cor[v;] # 0. Caso uma nova
solucao nao seja encontrada, devemos iniciar uma ramificacao do subproblema o. A funcao

VERTICE_ SATURAGAO ird encontrar um vértice v; tal que ds(v;) = maxy,ey{ds(w)}. A

1 RAM| e

ramificacdo ird gerar um conjunto de novos subproblemas o',..., ol serao in-
seridos em H;. O subproblema o/ é criado atribuindo a cor j, onde j é uma das k cores
utilizadas no problema, ao vértice v; se e somente se esta atribuicao induzir uma coloracao
propria em . Adicionalmente é criado um novo subproblema atribuindo a cor k£ + 1 ao

vértice v; (Figura 5.1).

Sewell [36] sugeriu uma modificagdo para o algoritmo DSATUR com o objetivo de
diminuir o nimero de vértices a serem coloridos durante a enumeracao. Esta modificacao
consiste em determinar uma clique maximal C' do grafo e colorir seus vértices numa

fase inicial do algoritmo. Vemos que os vértices de C' nunca terao de ser recoloridos,
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1.  Algoritmo: Op;

2.

3. o < H;.SELEGAO;

4. Se (py.cor[v;] # 0 Vv; € V(G)) Entao

3. Se [, < U Entao

6. ATUALIZAGAO(D,, Iy );

7. Senao

8. v; = VERTICE_ SATURAGAO(py);

9. k = NUMERO_CORES_UTILIZADAS(p, );
10. Para (j=1...k+1) Faga

11. Se (NAO_P0OSSUE_VI1ZINHO_COLORIDO(v;, j) Entao
12. Se j < k Entao

13. lyi =k;

14. Senao

15. l,i =k+1,

16. Do-cor[vi] = j;

17. h,i = NIVEL(o) + 1;

18. H,.INCLUSAO(07);

Figura 5.1. Operador do método DSATUR de coloracao

pois os vértices de qualquer clique do grafo devem ter cores distintas. Logo, o problema
inicial p, inserido em H; possui os vértices da clique ja coloridos nao sendo necessaria
sua enumeracao. Isso sugere que pode ser util achar a clique maxima no grafo e colorir
estes vértices primeiro. Esta abordagem tem grande ganho quando o valor da clique e o

nimero cromatico do grafo sao préoximos.

Encontrar a clique maxima de um grafo é um problema tao dificil quanto o de coloragao
minima. Logo, para a modificagao sugerida por Sewell, nao é interessante buscar uma
clique maxima no grafo quando uma clique maximal pode ter bons resultados a um
custo bem mais reduzido. A Figura 5.2 ilustra um algoritmo guloso para encontrar uma
clique maximal do grafo. O algoritmo se divide em duas partes. Primeiro é construi-
da, de maneira gulosa, uma clique maximal no vetor candidatos € N* a partir de uma
ordem aleatéria dos vértices fornecida pela funcado ORDEM_ALEATORIA. O numero de
repeticoes desta fase, denominada fase aleatéria, é determinada pelo parametro de entrada

a. Analogamente, na segunda fase do algoritmo, denominada fase grau, é construida, de
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maneira gulosa, uma clique maximal a partir da ordem decrescente dos graus dos vértices

do grafo fornecida pela funcao ORDEM_DECRESCENTE_GRAU. No fim do algoritmo o

vetor melhor € R" guardara a clique maximal de maior cardinalidade encontrada.

e B o o

Algoritmo: CLIQUE_GULOSA
Entrada G = (V, A), a
Saida Clique M aximal

melhor = 0;

Para (i =1...a) Faca /* fase aleatéria */

candidatos = ORDEM_ALEATORIA(V);
Para (j =1...| candidatos |) Faca

candidatos = candidatos — Anti(candidatos[j], G);
Se | candidatos |>| melhor | Entao

melhor = candidatos;

candidatos = ORDEM_DECRESCENTE_GRAU(V); /* fase grau */

Para (i =1... | candidatos |) Faga

candidatos = candidatos — Anti(candidatos[i], G);
Se | candidatos |>| melhor | Entao

melhor = candidatos;
Retorne melhor

Figura 5.2. Heuristica gulosa para encontrar clique maximal.

A Figura 5.3 ilustra o subproblema inicial p, inserido em H; onde a clique formada

pelos vértices u, v, x foi identificada pela funcao CLIQUE_GULOSA e colorida na fase inicial

do algoritmo. Os subproblemas p. e p2 sdo resultado da ramificagao sobre o vértice de

maior grau de saturagao y.

5.2. Método do subgrafo critico

Herrmann e Hertz [16] propruseram um algoritmo para encontrar o nimero cromatico

de um grafo baseado na combinacao de uma heuristica e de um algoritmo exato para

coloracao em grafos. A idéia deste algoritmo repousa em duas fases: a primeira, denomi-

nada fase decrescente, se constitui na tentativa de determinar um subgrafo critico do grafo
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: G——(2) »
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Figura 5.3. Problema inicial do algoritmo DSATUR

original através de uma heuristica e encontrar seu nimero cromatico “na esperanca” que
este subgrafo seja menor que o grafo original. A segunda fase, denominada fase crescente,
é uma fase expansiva onde vértices sao adicionados ao subgrafo seguindo critérios deter-
minados pelo algoritmo. Este método é especificamente interessante quando se possui

uma coloracao de um grafo e desejamos provar sua otimalidade.

Vamos denotar I' como sendo uma heuristica que determina uma coloragao proépria do
grafo G, onde T'(G) é o nimero de cores distintas usadas na coloracao produzida por T
Claramente vemos que I'(G) > x(G). A seguir vamos apresentar uma heuristica, denomi-
nada CRIACAO_GRAFO_CRITICO, que é baseada em I'. Esta heuristica visa determinar
um subgrafo induzido I'—critico G’ a partir de GG, onde G’ é critico com relagao a coloragao
determinada por I' (Figura 5.4). O subgrafo G’ é obtido através da remocao iterativa de

vértices de G. Para isto, G’ ¢ inicializado em G, e os vértices em V' sdo examinados em
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uma ordem qualquer. Para cada vértice v € V, v serd removido de G’ se somente se

['(G' —{v}) =T'(G). No fim da execugao, a heuristica retorna um subgrafo I'—critico G'.

Algoritmo: CRIAGAO_GRAFO_CRITICO
Entrada G = (V,A) e T
Saida G' = (V', A)

G'=@G;
Vv € V' Faga
p=T(G" —v);
Se p =T'(G) Entao
&= {v};
0. Retorne G’

e R N i o

Figura 5.4. Heuristica que visa determinar o grafo critico de G.

Agora vamos detalhar o algoritmo do método do subgrafo critico. No inicio da fase
decrescente, é calculado um limite superior I'(G) para x(G). Em seguida, é determinado
um subgrafo I'(G) —critico G’ de G através da fungao CRIAGAO_GRAFO_CRIiTICO (Figura
5.4). Sobre o subgrafo G’ gerado é aplicado o método de coloragao exato do DSATUR

(Secao 5.1) que determinard o nimero cromético de G'.

Proposigao 7. [16] Seja I'(G) um limite superior sobre o mimero cromdtico x(G) do
grafo G, e seja G' um subgrafo induzido de G. Logo temos que x(G') < x(G) < I'(G).
Se x(G") =T'(G), entao x(G) = x(G").

Proposicao 8. [16] Se todos os limites superiores produzidos por I' na fase decrescente
do algoritmo da Figura 5.5 sao iguais ao niimero cromdatico do grafo dado como entrada

dessa heuristica (I'(G') = x(G")), entao o algoritmo pdra na fase decrescente.

Pela Proposicao 8, temos que o algoritmo pdara se o limite superior I'(G) calculado
sobre G for igual ao nimero cromédtico de G’ . Entretanto, se x(G') < I'(G) entao serd
iniciada a fase crescente do algoritmo. O objetivo desta fase é encontrar um vértice que

pertencia ao grafo critico mas foi retirado por engano na fase decrescente. Para isso é
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construido um conjunto List C V(G) tal que para todo vértice x € List temos que
X(G' + {z}) = x(G") + 1. Este conjunto de vértices é construido percorrendo os vértices

x € G — G' e calculando o valor de x(G' + {x}) somente se ['(G' + {z}) > x(G").

A seguir é adicionado um vértice x ao subgrafo G'. Se o conjunto List nao estiver
vazio, entao um vértice x é escolhido em List e o nimero crématico de G’ é incrementado
de uma unidade, caso contrario um vértice z € G — G’ é escolhido e x (G’ + {z}) recebe

o valor de x(G").

Se, durante a fase crescente, for encontrado um subgrafo G’ cujo valor do limite su-
perior I'(G) for igual a x(G"), temos, pela Proposigao 7, que o algoritmo péara. Sendo, os
vértices © € G — G’ serao iterativamente inseridos em G’ até que G = G', o que indica
que x(G) = x(G").

Vemos que, se o limite superior I'(G) for estritamente maior do que x(G), entao nao
existe beneficio nenhum em usar o método do subgrafo critico. Logo a escolha de uma
heuristica I' eficiente é fundamental para o desempenho deste algoritmo. Experimentos
realizados em [16] mostram que quando o grafo de entrada G é critico, nenhum vértice
é retirado durante a fase decrescente. Em todos os outros casos, o subgrafo critico G’,
determinado pela funcao CRIAGAO_GRAFO_CRITICO, é menor que o grafo original G, e

possivelmente mais facil de colorir.

5.3. Método da geracao de colunas

Nesta secao serd apresentado um método de coloracao de grafos baseado na formulacao

CI de programacao inteira do problema de coloracao de grafos descrita na Secao 4.2.

A formulacao CI possui uma varidvel para cada conjunto independente maximal do
grafo. Vemos que CI pode ter mais variaveis do que se pode tratar diretamente. Nos
iremos resolver essa dificuldade usando apenas um subconjunto das varidveis e gerando
as demais quando for necessario. Essa técnica, chamada de geracao de colunas, é bem

conhecida em programagao matematica, porém a necessidade de gerar colunas a cada
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1.  Algoritmo: METODO_SUBGRAFO_CRITICO
2.  Entrada G = (V, A)

3. Saida x(G)

4.

5. /% FaseDecrescente |

6. k=T(G);

7. G' = CrIAGAO0_GRrAFO_CRITICO (G, k);
8. k' = METODO_DSATUR (G');

9. Se (k' = k) Entao

10. Retorne k;

11.

12.  /* FaseCrescente x |
13.  List = 0;
14. Ve € G — G’ Faga

15. p=IC(G + {x});

16. Se u > k' Entao

17. k" = METODO_DSATUR (G’ + {z});
18. Se (k" = k' + 1) Entao
19. List = List U {z};

20. Se List # ) Entao

21. G' =G"+{z} | x € List;

29. B =k +1;

23. Senao

24. G'=G+{z}|z€e(G-G);
25. Se G' = G ou k' = k Entao

26. Retorne £';

27. Senao

28. Recomece Fase 2;

Figura 5.5. Algoritmo do método do grafo critico
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iteracao do método torna o procedimento nao trivial.

O procedimento de geracao de colunas serd aplicado sobre a relaxacao linear do pro-
blema CI, denotado por CIR. Seja & o conjunto de todos os conjuntos independentes
maximais de G. O procedimento de geracao de colunas comeca com um subconjunto
S C 8 de conjuntos independentes que cubram os vértices de G (S é calculado heuristi-
camente). A partir desta solugao inicial, solucionamos o problema CIR restrito a s € S.
Isto dard uma solucao viavel para CIR e um vetor de multiplicadores duais m. Agora,
devemos determinar se a solucdo 6tima corrente de CIR restrito a s € S é 6tima também
para CIR, ou se seria vantajoso expandir o conjunto S com o intuito de melhorar a funcio

objetivo.

Pelo Teorema 2 podemos verificar se a solucao corrente é 6tima para CIR averiguando
se seus custos reduzidos, associados a todas as variaveis xs do problema, possuem valores

nao negativos. Note que o custo reduzido de uma variavel xy vale:
Zy=1—nlz
onde 2* = [zf];cy é o vetor caracteristico de s € S, definido por:

1

s )

set eV

0, caso contrario

Se determinarmos o menor custo reduzido e este for nao negativo, a solugao corrente é
6tima para CIR (Teorema 2 ). Caso contrario, podemos promover uma troca de colunas
que ird gerar um melhoramento na func¢ao objetivo. O menor custo reduzido é determinado

por:

Zmn" = minges Zy= minges{l —7m12°} = 1 — maxses{n?2*}.

No contexto da nossa técnica de geragao de colunas, nao é necessario que nds consi-
gamos o menor custo reduzido: ¢ suficiente conseguir qualquer custo reduzido negativo, o

que nos indicaria uma direcao de melhoria da funcao objetivo do problema CIR. Entao



5.3. Método da geracao de colunas 51

devemos solucionar o seguinte problema de decisao: existe um conjunto independente
definido por um vetor caracteristico z tal que ;o 71z > 1, onde cada vértice i estd
associado a uma restricao do problema mestre CIR, que por sua vez estd associado a um

valor ;7

Este problema é conhecido como o problema de decisao do conjunto independente
ponderado (CIP). Vemos que, caso exista um conjunto independente que responda “sim”
para CIP, ele ira definir uma coluna para o problema CIR, e conseqiientemente, uma
varidgvel z; com um custo reduzido negativo. Por essa razido, o conjunto S deve ser
expandido para conter o novo C'I, pois sua inclusao acarretard um ganho na funcao
objetivo do problema mestre CIR. Logo, o vetor z define a nova coluna de CIR que
sera adicionada ao problema. Se, ao contrario, nao existir um conjunto independente que
satisfaca o problema C'IP, entao nao existe nenhum custo reduzido negativo, ou seja,
nao existe nenhum conjunto independente que, ao ser adicionado a S, promovera uma
melhoria de CIR. Portanto, a solucdo 6tima para o problema CIR restrito a S também

é a solucao 6tima do problema CIR.

Esse processo é repetido até que nao exista mais nenhum conjunto independente que
possa provocar uma melhoria no problema mestre CIR. Esta solucao 6tima para CIR re-
presenta um limite inferior para o problema original CI (Proposigao 6). Se a solucao 6tima
para o problema CIR tiver z, inteiro para todo s € S, entdo esta solucdo corresponde a
uma solucao 6tima do problema CI. Quando alguma variavel x, for nao inteira, teremos
que forcar a integralidade através de ramificacoes sobre os conjuntos independentes. Este

passo serd detalhado na Secao 5.3.2.

Infelizmente, CIP é um problema da classe NP, logo, temos que desenvolver técnicas
capazes de solucionar este problema que sejam suficientemente velozes para serem uti-

lizadas a cada iteracao do procedimento.
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5.3.1. Um algoritmo para o problema CIP

O problema de decisao do conjunto independente ponderado é um problema bastante
estudado na teoria dos grafos e em pesquisa operacional. Nesta secao, exibiremos um
algoritmo recursivo simples descrito no trabalho de Bassam [37] que, além de responder
{954 2 [y} : : {954 2

sim” ou “nao”, retorna um conjunto independente que prova resposta “sim”, se for o
caso. Descreveremos ainda uma heuristica gulosa que pode ser usada para reduzir a

necessidade do algoritmo recursivo.

A idéia basica do algoritimo recursivo para achar o conjunto independente ponderado
que satisfaca C'IP é a seguinte: dado um grafo G e um vértice : € V, 0o CIP em G é o
CIP em G restrito a (V — {i}) ou o CIP do grafo induzido por i unido com Antig(i). A
idéia dessa recursao pode ser vista pela Equacao 5.1 e que servira de base para o algoritmo

mostrado na Figura 5.6:

CIP(G U {i}) = max(CIP(G), CTP(G({i} U Antic(i)))) (5.1)
1. Algoritmo: CIP
2. Entrada um grafo G
3. Saida um vetor de vértices Best
4.  Variaveis Globais Best = NULL
d.
6. H + HEURISTICA_GULOSA_CIP(G);
7. Best < max{Best, H};
8. {21,22,,Zk}:V(G)—V(H),
9. Para j=1...k Faga
10. H + HU{i;};
11. Se (| ({i;} U Antiu(i;)) |>| Best |) Entao
12. CIP ({’L]} + AntiH(ij));

Figura 5.6. Algoritmo recursivo para problemas (CIP).

Como nao é necessario que nés consigamos o melhor (méximo) conjunto independente
ponderado, uma abordagem heuristica para encontrar uma coluna de melhoramento no

programa mestre CIR pode ser suficiente em muitos casos. Somente é necessario usar o
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algoritmo da recursao quando for necessario provar que nao existem conjuntos indepen-

dentes com peso maior que 1 (quando a heuristica falha).

Existem muitas heuristicas para conjuntos independentes ponderados. Uma das mais
simples é a heuristica gulosa demonstrada pela Figura 5.7 [38]. Este algoritmo descrito
a seguir foi utilizado nos experimentos apresentados em [15]. A heuristica comega com
o vértice de maior peso. Adiciona vértices em ordem nao crescente de seus pesos com
o cuidado de que o conjunto resultante sempre seja um conjunto independente. Esta
heuristica é simples, muito rapida, e parece trabalhar razoavelmente bem. O conjunto
independente resultante pode ser adicionado diretamente ao problema mestre CIR, (se

seu valor for maior que 1) ou pode servir de ponto de partida para o algoritmo recursivo.

Para j =1...n Faga
Se (ijv) ¢ A(G) Yv € V(H) Entao
H<+ HU {Z]}
0. Retorna H

1.  Algoritmo: HEURfsTICA_GULOSA_CIP
2. Entrada um grafo G

3.  Saida um conjunto independente H

4.

5. H<+ 0

6. {i1,i2,...,in} + ORDENA_PESOS(G);
7.

8.

9.

1

Figura 5.7. Heuristica gulosa para problemas (CIP).

5.3.2. Ramificacdo para o método da geracao de colunas

O operador de ramificacao é responsavel pela decomposicao do problema original em
subproblemas menores com o objetivo de percorrer o espago de solucao do problema.
Uma dificuldade em usar a técnica de geracao de colunas para programas inteiros é o
desenvolvimento de uma regra de ramificagao para assegurar a integralidade do problema.
Regras que sao apropriadas para problemas em que todo o conjunto de colunas estd

explicitamente disponivel, nao cabem para problemas onde as colunas sao geradas por
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técnicas implicitas [15].

Uma abordagem para esse problema é usar o operador de ramificacao para buscar a
integralidade, sem aumentar a complexidade dos subproblemas. Isto é feito através de
uma regra de ramificagao que garanta que o subproblema a ser resolvido em cada ramo
seja um problema de coloragao em grafos sem restri¢oes adicionais e que pode ser resolvido

também pela técnica de geragao de colunas [15].

Considere uma solucao fracionaria do problema CIR. Vemos que existe uma varidvel
basica x5, que representa um conjunto independente s; e que possui um valor fraciondrio

(Figura 5.8).

Lema 1. [15] Se x,,, que representa um conjunto independente s, é fraciondrio, entao

existem vértices i, j e um outro conjunto independente s, tais que it € s1NS9, € ] € $1 — Sa.

Prova: Para construir nossa prova temos que demonstrar que, dada uma solucao fra-
cionaria do problema, existem dois conjuntos independentes s; e s, onde s; N sy # () e
s1 — 89 # (0. Primeiro, vamos supor, por contradi¢ao, que nao existe dois conjuntos inde-
pendentes s; e sy onde s; N sy # (), em uma solucao vidvel de CIR que nao se constitui
numa solu¢ao para CI porque possui uma variavel fraciondria xs,. Pelas restri¢oes do
problema CIR, todos os vértices do grafo devem pertencer a pelo menos um conjunto in-
dependente e, pela hipdtese, os conjuntos independentes nao possuem intersecao. Logo, os
conjuntos independentes induzem uma coloracao no grafo que se constitui numa solucao
viavel para o problema CI. Como segunda parte da prova, vamos agora supor, novamente
por contradi¢ao, que s; —s, = (). Como s; e sy sdo conjuntos nao vazios, obrigatoriamente
o conjunto sy deve conter o conjunto s; (s; C sg), contrariando o modelo proposto do

problema CI, que afirma que os conjuntos independentes sao maximais. O

Vemos que o vértice ¢ pertence a dois conjuntos independentes, o que provoca a solugao

fracionaria do problema. A ramificacao adotada para este problema é definida na Secao

3.4 onde devemos criar dois novos subproblemas o' e 02 através de operacoes sobre os
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Figura 5.8. Conjuntos independentes s, e ss.

! serd gerado através da identificacio dos vértices i e

vértices ¢ e j. O subproblema o
J em IDENT(i,j), o que forgard a sua presenca no mesmo conjunto independente; no
subproblema o2, os vértices i e j se tornarao adjacentes, o que forcara suas presencas em
conjuntos independentes diferentes. Qualquer coloragao viavel deve estar em exatamente

uma destas duas ramificagoes.

5.3.3. Método de busca para o método da geracao de colunas

O método de busca para a geracao de colunas é definido como um método de busca
de branch-and-bound onde para cada subproblema ¢ € H; temos que a prioridade do
subproblema ¢ é o valor de limite inferior fornecido pela resolucao da relaxacao linear

CIR do subproblema o.

O operador Op; do método da geracio de colunas (Figura 5.9) inicia seu processo
selecionando um subproblema o € H;y. O valor de limite inferior [, é calculado através da
execugao do procedimento de geragao de colunas, denotado por GERAGAO_DE_COLUNAS,
sobre a relaxacao linear de o. E chamada a funcao de ATUALIZAGAO se o subproblema
o for soluciondvel, isto é, se todas as varidaveis de uma solucao 6tima x para o problema
CIR forem inteiras, implicando que x é uma solucao 6tima para o problema CI também.
Caso a solucao z de CIR nao seja inteira, devemos forcar a integralidade através de uma
ramificacao sobre o subproblema.

A funcido de ramificacao, denotada RAMIFICAGAO (Figura 5.10), receberd como en-

trada um subproblema o que dard origem a dois novos subproblemas o' e 02, onde o' é
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obtido de o através da identificacio dos vértices i, j; e 02 é obtido de o pela insercio da

aresta ij com i,j € V(py).

A funcao IJ_RAMIFICAGAO é responsdavel pela escolha dos vértices i, j € V(p,). Para
sua implementacao, devemos primeiro determinar a variavel z;, que corresponde a uma
coluna s; mais fraciondria do problema CIR. Entao devemos encontrar a primeira linha
i (que corresponde a uma restrigao do vértice i) coberta por essa coluna, depois devemos
determinar outra coluna (s3) que também cubra a linha i. Entao devemos encontrar uma
linha j, que corresponde ao vértice j, onde apenas uma das colunas escolhidas (s; ou s2)

cubra a coluna j.

O algoritmo descrito nesta secao foi implementado, o Capitulo 7 contém alguns resul-

tados e andlises.

Algoritmo: Opy

1

2

3 0 + H{.SELEQAO;

4. l, = GERACAO_DE_COLUNAS(0);

5. hy =15

6 Se (zs inteiro Vs € VARIAVEIS(CIR)) Entao
7 Se [, < U Entao

8

. ATUALIZAGAO;
9.
10. RAMIFICAGAO(o, 0!, 0?)
11. H,.INcLusAo(ol);
12. H,.INCcLUSAO(0?);

Figura 5.9. Operador do método geracao de colunas.

5.4. Outros algoritmos

Algoritmos de enumeracao implicita sao bastante utilizados na solucao de problemas de
coloracao de grafos por serem flexiveis e eficientes. O primeiro algoritmo de coloracao deste
tipo foi proposto por Brown [10] em 1972. A idéia principal deste algoritmo é baseada na

seguinte regra: dada uma ordem dos vértices do grafo G, devemos colorir estes vértices
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Algoritmo: RAMIFICAGAO
Entrada um subproblema o

Saida dois subproblemas o' e o2

LJ_RAMIFICAGAO(py, i, §);
Dot < DUPLICA_GRAFO(pg);
Pyt 4 IDENTIFICA_VERT(py1,1, j);

© XN U=

Doz < DUPLICA_GRAFO(pg);
Doz < INSERE_ARESTA(p,2,1, J);
Retorna o' e o

— =
O

Figura 5.10. Algoritmo de ramificacao do método geracao de colunas.

executando dois passos alternadamente. O primeiro ird colorir os vértices seguindo a
ordem crescente estabelecida até encontrar um vértice que nao possa ser colorido com o
numero de cores corrente. O segundo passo ird retroceder seqiiencialmente na ordem até

encontrar um vértice que possa ser colorido com outra cor [9].

Brélaz [11] em 1979, observou que poderia diminuir o niimero de problemas analisados
se ordenasse os vértices do grafo utilizando o conceito de grau de saturacao. Esta nova
abordagem demonstrou melhores resultados que o algoritmo de Brown e deu origem ao
algoritmo exato de DSATUR descrito na Se¢ao 5.1. Mais tarde Jiirgen [39] fez uma
correcao no algoritmo de Breldz com respeito a atualizacao de vértices predecessores na

ordem.

Korman [12] sugeriu também uma modificagao para o algoritmo de Brown. Ele notou
que durante a execucao do algoritmo, podiamos atribuir um nimero maior de cores vidveis
para alguns vértices e que os vértices com poucas possibilidades de cores viaveis deveriam
ser coloridos primeiro. Entao ele sugeriu uma regra de rearranjo dinamico da ordem
dos vértices previamente estabelecida [9]. Esta regra diz que dado um subconjunto de
vértices nao coloridos {v;,...,v,} devemos promover uma troca na ordem dos vértices
entre o vértice v; e o vértice v; (j > ¢) onde v; é o vértice com o menor nimero de

possibilidades de cores atribuidas a ele.
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Notemos que os métodos derivados do modelo de Brown vistos aqui (Brélaz, Sewell e
Korman) direcionaram seus esforcos para melhorar o algoritmo inicial através da sugestao
de novas ordens para a analise dos vértices. Isto porque a ordem em que os vértices de

um grafo GG sao coloridos pode ter grande influéncia no desempenho do algoritmo.



Problema de Coloracao de Grafos: Novos

Algoritmos Exatos

Neste capitulo serao mostrados os novos métodos que foram desenvolvidos durante a
elaboracao desta dissertacao. Na Secao 6.1 mostraremos uma modificacao do método
DSATUR apresentado na Secao 5.1. A idéia inicial deste novo método, denominado de
DSATUR critico, é aproveitar o conceito do grafo critico para gerar uma nova ordem
para os vértices com o objetivo de aprimorar o método DSATUR. Logo a seguir na Secao
6.2 apresentaremos um novo algoritmo de programacao linear baseado nos trabalhos de
Mehrotra e Trick [15] e Herrmann e Hertz [16]. O objetivo deste método, denominado de
coloracao amigavel, é unir a forca do método de geracao de colunas proposto por Mehrotra
e Trick [15], que possui a capacidade de gerar limites inferiores muito préximas do valor do
numero cromatico, porém requer a solugao de problemas de grande custo computacional,
com a tentativa de Herrmann e Hertz [16] de construir um grafo critico para diminuir a
complexidade do problema. Os resultados e andlises das implementacoes dos algoritmos

propostos neste capitulo sao apresentados no Capitulo 7.
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6.1. DSATUR critico

Como foi visto na Secao 5.1, o método de coloracao DSATUR enumera as solucoes vidveis
do problema atribuindo cores aos vértices do grafo de acordo com uma ordem sobre
seus graus de saturagao. Porém, devemos colorir primeiro os vértices de uma clique (de
preferéncia maxima), pois estes vértices nao precisarao ser recoloridos. A idéia principal
do método DSATUR critico é que, analogamente aos vértices da clique do grafo, devemos
colorir primeiro os vértices do subgrafo critico pois estes tém menos chances de ser recolo-
ridos que os demais vértices do grafo. A modificagao do método DSATUR, é apresentada

a seguir.

Seja G' um subgrafo induzido obtido de G através do algoritmo de criacdo de um
grafo ['—critico ilustrado pela Figura 5.4. Seja ainda C' uma clique maximal obtida de G’

através da heuristica gulosa apresentada na Figura 5.2.

A nova ordem dos vértices a serem coloridos pelo método DSATUR critico serd

1) vértices de C
2) vértices de G' — C, usando método DSATUR

3) vértices de G — G’, usando método DSATUR

Os primerios vértices analisados nesta nova ordem serao os vértices pertencentes &
clique C' do subgrafo I'—critico G’ que nao precisarao ser coloridos novamente. O segundo
grupo de vértices analisados serao os vértices que pertencem ao subgrafo critico G’ mas
nao pertencem & clique C'. Deixamos por ultimo os vértices do grafo G' que nao pertencem
ao subgrafo I'—critico G'. A ordenacao entre os vértices de cada grupo sera determinada

decrescentemente em relacao ao grau de saturacao dos vértices.

O método DSATUR critico é similar ao método DSATUR (Secao 5.1), com a diferenca
que na escolha dos vértices para a ramificacao, realizada pela funcao VERTICE_ SATURACAO,

o vértice escolhido seguira as regras estabelecidas acima.



6.2. Método da coloracao amigavel 61

Proposicao 9. Se I'(G') = x(G") = x(G) (em particular, se G' é critico) entao os sub-

problemas em que algum vértice de G — G' é colorido sao podados.

Prova: Sejam (H;,OpP;,Esc,GR) os componentes de uma busca DSATUR, onde U =
['(G") é o valor da melhor solucdo vidvel do problema encontrada. Por contradigao, va-
mos supor um subproblema o € H; em que o vértice v € V(G — G') é colorido. Como
X(G") = x(G) sabemos que para todo vértice u € V(G') foi atribuida uma cor per-
tencente a {1,...,x(G)} durante uma iteragao preliminar da busca. Sabemos também,
pela definicdo do método de busca DSATUR (Se¢ao 5.1), que o limite inferior I, de um
subproblema ¢ igual ao nimero de cores distintas utilizadas na coloragao parcial do sub-
problema. Contudo, esta afirmacgao contraria a hipdtese de que U = x(G) e a definigao
do método da busca genérica (Secao 3.3) que estabelece que para todo problema o € H;

temos que [, < U. O

Vemos também que, se x(G') < x(G), entdao o algoritmo nao serd capaz de podar
todos os subproblemas em que os vértices de G — G’ sao coloridos. Logo, o algoritmo
continuard seu processo de enumeracao de cores sobre estes vértices restantes, nao sendo
necessaria uma fase crescente do método do subgrafo critico (Se¢ao 5.2) que iria iniciar
um novo processo de enumeracao sobre o subgrafo. Esta abordagem é mais interessante
quando o nimero de vértices do subgrafo critico é préximo do nimero de vértices do grafo

original.

6.2. Método da coloracdao amigavel

A relaxagao da formulagao CI (Segao 5.3) possui a capacidade de gerar limites inferi-
ores muito préoximos ao valor do nimero cromatico do grafo, porém, a necessidade de
resolve-lo a cada iteracao do método de geracao de colunas constitui num grande custo
computacional. Uma abordagem para tentar diminuir a complexidade do algoritmo seria

aplicar a relaxacao C'IR sobre um subgrafo G’ do grafo original, na esperanca que este
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novo modelo possua menos varidveis a se considerar.

. . . ’ ’ . . .
Mais precisamente, seja 8" = {s,..., 8|5:|} a familia de todos os conjuntos indepen-

dentes maximais de G'. Denominamos CIRR. a formulagao apresentada a seguir:

CIRR Minimizar ;. ¢.cs T
Sujeito a  Yies, i > 1 Vv eV’

X; > 0 Vied

Vemos que CIRR é uma relaxacao linear de CI, levando, portanto, a um limite inferior
para o problema. Porém, como o niimero cromatico do subgrafo G’ ja é um limite inferior
para o numero cromatico de GG, temos que o limite inferior fornecido por CIRR é de pior

qualidade.

Este fato motiva a segunda formulacao apresentada a seguir. Denominamos como

CIRA a relaxagao linear de CI adicionando a CIRR as inequacoes (4.7) e (4.8) definidas

anteriormente.
CIRA Minimizar Yishes Ti
Sujeito a > iwest; Ti > 1 Yo e V! (1)
T > 0 Vie S (2)
Yis, é u-extensfvel Ti = 1 VueV =V’ (3)
2, é (v, w)-extensivel i = 2 V(v,w) € AV =V')  (4)

Vemos que quando G’ = G, somente as restri¢oes do tipo (1) s@o consideradas, trans-
formando o PPL em um problema CIR (Secao 5.3). Vemos também que a formulagao
CIRA leva a limites inferiores piores que CIR por se basear também no conceito de sub-
grafo. Porém, as restricoes adicionais conseguem estreitar um pouco a diferenca com a
relaxacao CIR e melhorar o limite inferior em relacao a CIRR. Além disso, o conjunto
de colunas obtido pela solucao de CIRA torna-se um conjunto de colunas iniciais para

CIR (Secao 6.2.3).

O procedimento de geracao de colunas para o problema CIRA comeca com um con-

junto de colunas iniciais S'. A partir desta solucio inicial, solucionamos o problema CIRA
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. ! . ~ 7.
restrito a s € 5. Agora, devemos determinar se a solucao corrente 6tima de CIRA res-
. !y 7 o . . . . !
trita a S° é também 6tima para CIRA ou se seria vantajoso expandir o conjunto S'. Na
proxima se¢ao sera apresentado um procedimento para construir um conjunto de colunas

iniciais para o problema CIRA.

6.2.1. Subgrafo amigavel e colunas iniciais

Seja G = (V, A) um grafo e G’ um subgrafo induzido I'—critico de G' construido pela
funcao CRIAGAO_GRAFO_CRITICO. A idéia para o procedimento de obtencao das colunas
iniciais para o problema CIRA é usar o subgrafo I'—critico como uma aproximacao inicial
para o subgrafo amigavel. Observe que o subgrafo G’ pode nos levar a um problema de
programacao linear CIRA inviavel. Isto ocorre quando uma ou mais inequacgoes do tipo
vértices ou arestas nao podem ser satisfeitas. Neste caso, temos que o sugrafo G’ nao é
X(G)—critico de G pois x(G) > x(G'). Vemos também que G’ nao é um grafo amigdvel
de G. Se G' nao é amigdvel, ele é atualizado durante o processo de geracao de colunas
iniciais. Se continuar nao amigdvel, a correcao serd feita ao final da geracao de colunas

(Secao 6.2.3).

O primeiro passo para gerar um conjunto inicial de colunas para o problema CIRA
é gerar uma coloracdo gulosa de G’ pela heuristica I', denotada por (si, sz, ..., sr@)),
onde s; C V, para i = 1...'(G"), é um conjunto independente de G'. Esta coloragio
dard origem as colunas iniciais de CIRA. Claramente vemos que esta familia de colunas
iniciais satisfaz as inequacoes do problema original CIR sobre G'. Agora é preciso verficar
se todas as restri¢oes do tipo vértice e aresta associadas a V' — V' sao cobertas por estas

colunas.

Suponha que exista uma restricao do tipo vértice associada a um vértice u € V — V'’
~ . Z ;. . . . . !
que nao foi coberto. E necessario incluir uma nova coluna (conjunto independente) s de

G' tal que

! ’ z
1) s é u—extensivel.
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2) s é maximal com respeito a 1).

Vemos que o conjunto independente s nio é necessariamente um conjunto indepen-
dente maximal de G' pois pode existir um vértice de V' que nao seja adjacente aos vértices
de s porém nao é u—extensivel. Se s # ), entao devemos incluir este novo conjunto in-
dependente no conjunto das colunas inicias de G'. Se s’ = ) é porque, para todo vértice
v € V' temos que v € Adj(u) em G. Logo vemos que o subgrafo G’ nao é x(G)—critico
pois ao colorirmos G’ com I'(G") cores iremos precisar da cor I'(G') 4+ 1 para colorir o
vértice u. Vemos também pela Propriedade 1 que G' nao é um grafo amigavel de G pois
nao podemos extender uma x(G')—coloracao de G’ para G. Neste caso, incluimos o vértice
u em G’ na tentativa de tornd-lo x(G)—critico, e incluimos um conjunto independente
s = {u} no conjunto de colunas iniciais de G’ com o objetivo de viabilizar a restricio em

(3), equivalente ao vértice u.

Analogamente suponha agora que exista uma restricao do tipo aresta associada a uma
aresta uv € A(V — V') que nao foi coberta pelo conjunto de colunas corrente. Neste
ponto do procedimento, todas as restricoes do tipo vértices foram cobertas pela etapa
anterior, logo se s e s sdo os conjuntos independentes de G’ que cobrem as restricoes de
vértices equivalentes aos vértices u e v temos por definicio que s e s sdo uv—extensiveis e
poderiam satisfazer a restricao equivalente & aresta uv. Como a restricao nao foi satisfeita,

, ’ [/ N . . . ’
concluimos que s e s sao idénticos. Logo deve-se gerar os conjuntos independentes s,
! ’ " ! "
de G (V' —s)esy,de G (V' —s) tal que
g ; ’ ’
1) s, é u—extensivel e s, C (V' —s).
"o, , " ’ "
2) s, é v—extensivel e s, C (V' —s ).
! " ~ . . . .
3) s, e s, sA0 maximais com respeito a 1) e 2), respectivamente.
’ " ~ . , . . . ~ .
Se s, # () ou s, # (), entao incluimos um dos dois conjuntos independentes (nao vazio)

no conjunto de colunas iniciais do problema com o objetivo de satisfazer a restricao da

aresta uv. Caso contrario, temos que (V' —s') C Adj(u) e (V' —s") C Adj(v). Logo,
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devemos adicionar os vértices u ou v a G’ e incorporar as colunas correspondestes aos

conjuntos independentes {u} e {v} ao conjunto inicial de colunas.

O algoritmo para quando todas as restricoes de vértices e arestas estao cobertas. No
final do procedimento de obtencao das colunas iniciais para o problema CIRA, temos que
G' pode nao ser um subgrafo amigavel de G pois pode ainda nao ser possivel expandir
uma coloracao de G’ para uma coloracao de G. A solucao deste problema é apresentada

na Secao 6.2.3.

6.2.2. O problema do conjunto independente maximo ponderado alterado

Assim como na formulagao CI, se o menor custo reduzido for nao negativo, a solucao
corrente é 6tima para CIRA (Teorema 2). Caso contrario, devemos realizar uma troca de
colunas e gerarmos um melhoramento na funcao objetivo. Nesta formulacao, assumimos
que G’ é um grafo amigdvel de G. Logo, temos o acréscimo das restricoes de vértices
e arestas no problema. Vamos definir CIPA(G") como o problema de decisio do con-
gunto independente ponderado alterado de G’ onde o peso do conjunto independente s; é

calculado pelo seguinte somatério:

mlzf + Z Tl 4 Z 7T(j;,w) (6.1)
ueV-Vv'ls; ¢ u-extensivel (uw)eA(V—V")|s; é (u, w)-extensivel
Sendo 7, m, € T(uw) 0s mutiplicadores duais relacionados as restri¢oes (1), (3) e (4)

respectivavente.

Decidir se existe uma coluna associada a um conjunto independente que ird promover

uma melhora na fungio objetivo corresponde a decidir se existe um CIPA(G') > 1.

A estratégia para encontrar um conjunto independente maximal s que satisfaca o
problema CTPA(G') utiliza a seguinte heuristica gulosa (Figura 6.1). Comece com s = ()
e defina EXT(s,V')={ve V' —s|sév-extensivel} e EXT(s,V—-V')={veV-V"|

s é v-extensivel}. O algoritmo executa iterativamente até EXT (s, V') = (). Inicialmente,
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atribui-se EXT (s, V') =V'e EXT(s,V —V') =V —V'. O valor do peso de s, denotado

por w(s), é calculado por

Algoritmo: HEURISTICA_GULOSA_CIPMA
Entrada Conjunto de Vértices V'
Saida Conjunto Independente Maximal s e seu peso w(s)

EXT(s,V')=V",
EXT(s,V -V =V -V
Enquanto EXT(s,V’) # () Faga
v = MAXI_PESO(EXT(s,V")); equagdo (6.3)
EXT(s,V')=EXT(s,V') = {v};
s =s+{v};
ATUALIZA(EXT (s,V = V")),

=S N Al o i

= O

Figura 6.1. Heuristica gulosa para CIPM A

w(s) = ZWUT + Z ml 4 Z 7r(Tu,w) (6.2)

vEs uwEEXT(s,V—V") (uw)EAUEEXT(s,V—-V') OU weEXT(s,V—V")

Para cada vértice v em EXT(s, V'), seu peso sera

de( o ® s 5 o 63
(vu)eA(

EXT(s,V-V")) (uw)EA|(vu)EA(EXT(s,V V")) OU (vw)eA(EXT(s,V—V"))

Vemos que o peso do vértice v no conjunto EXT'(s, V') leva em consideragao o valor dos
multiplicadores duais das restricoes de vértices e arestas que nao serao mais extensiveis
ao conjunto s devido a presenca do vértice v. Esta quantidade corresponde ao valor

adicionado ao peso do conjunto s se v for for incluido nele.

[terativamente, o algoritmo escolhe um vértice v em EXT (s, V') tal que v tenha peso
maximo em rela¢ao a Equacao (6.3). Remove este vértice de EXT'(s, V'), e o adiciona a
s. No final deste procedimento, s serd um conjunto independente maximal de G’ e seu

peso serd dado por w(s) (Equagao (6.2)).
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6.2.3. Resolucao de CIR

Pela construcao das colunas inicias do problema CIRA vemos que o subgrafo G’ pode
nao ser amigdvel, isto é, a coloracao independente maximal de G’ obtida pela solucao
de CIRA pode nao ser extensivel para G. Com o objetivo de alcancar uma coloracao
independente maximal para GG e conseguir um limite inferior melhor para o problema,
solucionamos o problema CIR utilizando um conjunto de colunas iniciais geradas a partir
da solucao 6tima de CIRA na esperanca de que este conjunto de colunas inicias de
CIR esteja proximo da solucao 6tima do problema. Para cada conjunto independente s;
de G’ correspondente a uma varidvel bdsica x;, defina G; como subgrafo de G(V — V)
induzido pelo conjunto de vértices {v € V — V' | s; é v—extensivel }. Agora aplique uma

heuristica gulosa para construir uma colorac¢ao independente maximal de G; denotada por

(Ci,CL, ..., CL).
Propriedade 2. s;- U C; é um conjunto independente maximal de G, para j =1,...,k

Prova: Primerio vemos que s; é v—extensivel Vv € C’JZ Logo, vemos, por definicao, que
S;UC; ¢ um conjunto independente. Segundo, sabemos que s; é um conjunto independente
maximal de G'. Por contradigao, vamos supor que exista um vértice v; € V — {s'Z UC’;} tal
que s; U C’Jl: é v;—extensivel. Vemos entdo que, para todo u € C’Jl:, temos que u ¢ Adj(v;).
Logo, o vértice u poderia receber a cor j e ainda assim teriamos uma k—coloracao de G,

o que contradiz o fato de Cj ser um conjunto independente maximal. O

Para finalizar, gere todas as colunas correspondentes aos conjuntos independentes
maximais s{ formados pela uniao do conjunto s; e um conjunto independente maximal
da coloracao C’; de G; para todo j = 1...k (Propriedade 2). Apéds a geracao das colunas

iniciais de CIR, o problema é solucionado seguindo os moldes descritos na Secao 5.3.
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6.2.4. Método de busca para coloracao amigavel

O método de busca para a coloracao amigavel é definido como um método de busca
branch-and-bound onde para cada subproblema o € H; temos que a prioridade de o é
dada pela média aritimética entre o valor de limite inferior e o valor do limite superior,
isto é, PRIO(0) = l“% O valor do limite superior u, é determinado pela heuristica I"
enquanto que a funcdo GERACAO_DE_COLUNAS_AMIGAVEL é responsavel pela resolucao
dos problemas CIRA e CIR, detalhado nas secoes anteriores, e determinar o valor do
limite inferior [,. O algoritmo do método de busca para coloracao amigavel é ilustrado

pela Figura 6.2.

1 Algoritmo: OpP,

2

3 o < H;.SELEGAO;

4. Uy =I(ps);

5. G' = CRIAGAO_GRAFO_CRITICO(py, Uy );

6 l = GERAGAO_DE_COLUNAS_AMIGAVEL(G', ps);
7 Se (zs inteiro Vs € VARIAVEIS_BAsicAs(CIR)) Entao
8. Se [, < U Entao

9. Ty — O}

10. U <+ ly;

11. ATUALIZACAO;

12.

13. RAMIFICAGAO(a, 0!, 0?)

14. H,.INcLUSAO(cl);

15. H,.INCcLUSAO(0?);

Figura 6.2. Operador do método coloracao amigavel.



Resultados Computacionais

Durante a elaboracao desta dissertacao foram implementados os novos algorimos pro-
postos no Capitulo 6. Na Secao 7.1 descreveremos brevemente as classes de grafos que
compoem o conjunto de instancias de teste extraidas de DIMACS [14]. Na Secao 7.2
serao apresentados os detalhes de implementacao referentes a estes algoritmos. A seguir,
na Secao 7.3, apresentaremos os resultados e andlises do método DSATUR critico (Segao
6.1) e a comparagao entre o método da geragao de colunas original e o método da coloragao

amigavel apresentado na Secao 6.2.

7.1. Descricao das instancias

Em nossos experimentos computacionais foram utilizadas instancias extraidas do conjunto
de problemas de colora¢ao de grafos de DIMACS [14]. O objetivo dos experimentos foi
determinar a robustez dos novos algoritmos propostos. Aqui nds iremos rapidamente

descrever estas classes de grafos.

Grafos Aleatoérios G, , sao grafos com n vértices onde ha uma probabilidade p de existir
uma aresta entre quaisquer par de vértices, independente da existéncia ou nao de

outra aresta. Foram realizados testes em grafos aleatérios tendo n = 50, 60, 70 e uma
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probabilidade de aresta p = 0.5,0.7,0.9. Foi gerado aleatoriamente um conjunto de

10 grafos G, , para cada par (n,p) e uma média de seus resultados é mostrada nas

Tabelas 7.3 e 7.1.

Grafos de Registros Uma aplicacao muito utilizada para coloracao em grafos é o pro-
blema de alocagao de registros compartilhados por uma compilagao dado um cédigo
seqiiencial. Os vértices nestes grafos representam variaveis e dois vértices sao conec-
tados por uma aresta se somente se as duas variaveis correspondentes a estes vértices
utilizam o mesmo registro ao mesmo tempo em um fragmento de cédigo. O nimero
cromatico destes grafos indicam o nimero minimo de registros necessarios naquele
fragmento de cédigo. mulsol.i.x, inithx.i.x, zeroin.i.x sao grafos de registros (o

caractere x é um nimero usado para diferenciar as instancias).

Grafos Rainha Dado um tabuleiro de xadrez ¢ por r, um grafo rainha queen.q_r é
um grafo com qr vértices cada um correspondendo a um quadrado do tabuleiro, e
uma aresta existe se somente se conecta dois quadrados na mesma linha, coluna ou
diagonal. Esta classe de grafos representa o problema de decidir a questao: Existe
uma maneira de se colocar ¢ conjuntos de r rainhas num tabuleiro ¢ por r onde
rainhas de um mesmo conjunto nao possam se atacar? A resposta é positiva se

somente se o grafo correspondente ao problema tiver nimero cromatico igual a r.

Grafos de Mycielski Dado um grafo G = (V, A) onde n =| V |, definimos a trans-
formacao de Mycielski [40] como o processo de obtencao do grafo MYy de G onde

V(IMYg) = {21, T2y oy Tny Y1, Yy« -+ s Yny 21

O conjunto de arestas A(MYg) é formado pelas arestas z;z; para todo v;v; € A(G),
z;y; para todo v;u; € A(G) e y;z para todo i. Sabemos que esta transformagao
nao afeta o tamanho da maior clique do grafo e incrementa o niimero cromatico em
uma unidade [41]. Definimos grafos de Mycielski, denotados por mycielx, como o

conjunto de x trasformacoes de Mycielski sucessivas, a partir de um grafo com dois
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7.2.

vértices e uma aresta. Esta classe de grafos parece ser dificel de se resolver pois nao

possui triangulos (a clique maxima é 2) mas possui nimero cromético igual a x+1.

Detalhes de implementacao

Os algoritmos aqui apresentados foram implementados num microcomputador Pen-
tium IIT 800 MHz com 128 MBytes de memoéria usando a biblioteca CPLEX 7.1

para resolver problemas de programacao linear.

Uma heuristica TABU sugerida por Hertz e Werra [32] e descrita na Secao 4.3.2 é

utilizada na geracao de uma coloracao viavel I' e na construcao de grafos ['—criticos.

Algumas melhorias sugeridas em [15] foram implementadas a respeito de estratégias

de ramificacao e geracao de boas colunas para o problema.

Durante os experimentos foi verificado que a tarefa de encontrar colunas tteis, isto
é, que promovam a melhoria da funcdo objetivo, se tornava dificil & medida em
que o método da geracao de colunas transcorria. A partir de um determinado
ponto, a heuristica gulosa para C'I PA nao conseguia encontrar boas colunas, sendo
necessaria a utilizacao do algoritmo recursivo. Também foi verificado que o ganho
efetivo na fungao objetivo promovido pelas tltimas colunas geradas nao compensava
seu custo. Por estas razoes, o processo de geracao de colunas é parado para um
problema CIRA(G"), para cada grafo G' em dois casos: quando o peso da ultima
coluna gerada for menor do que 1.1; ou quando o peso da tltima coluna gerada for
menor do que 1.2 e o valor da solugdo corrente do problema CIRA(G’) é menor
do que 105% do valor de limite inferior do problema pai de G. Foi observado que
quando o peso de uma coluna gerada atinge um valor menor que 1.1, as préximas
colunas geradas pouco tém a contribuir para o valor da funcdo objetivo ou para
o conjunto de colunas da solucao de CIRA. Quando a coluna gerada possui peso
menor que 1.2 existe a possibilidade de alcancar um conjunto de colunas iniciais

melhor para CIR, porém, verificamos que quando o valor da funcao objetivo do
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problema CIRA fica menor que o limite inferior do problema pai de G, podemos

gerar colunas muito ruins para CIR.

e Foi verificado também que este critério de parada tende a aumentar ligeiramente
o nimero de colunas geradas para o problema CIR(G). Porém verificamos uma
queda consideravel no nimero de colunas geradas para CIRA(G’). Foi experimen-
tado alterar o valor do critério de parada para um valor superior (na tentativa de
encontrar um bom conjunto de colunas iniciais para CIR(G) em um menor tempo),
o que conduziu a resultados ruins pois enquanto que uma solugao para CIRA(G')
era encontrada rapidamente, o nimero de colunas geradas para CIR(G) aumentava
drasticamente. Foi utilizada a heuristica gulosa CLIQUE_GULOSA descrita na Secao

5.3.3 para aproximar a clique maxima em G e utilizar este valor como limite inferior

do pai de G.

e Observamos que o custo de atualizar o peso dos vértices de EXT (s, V') (Equagao
6.3) iterativamente durante o procedimento de solugdo do problema C'IPA era alto.
Logo, com o objetivo de tornar o procedimento mais rapido, decidimos calcular os
pesos dos vértices pertencentes a EXT (s, V') apenas no comeco do procedimento.
Esta abordagem demonstrou um aumento na velocidade do método com uma pe-

quena perda na qualidade das colunas geradas.

e Devido ao custo de se solucionar os problemas CIRA e CIR a cada iteracao, foi
tentado solucionar apenas o modelo baseado no grafo I'—critico (CIRR), sem as
restricoes de vértices e arestas. Os resultados foram ruins pois os limites inferiores

encontrados em cada subproblema eram de mé qualidade.

e Foi tentado, também, diminuir o numero de restricoes do modelo CIRA através
do seguinte procedimento. Iterativamente, eram incluidas restri¢oes de vértices e
arestas no modelo, a medida em que elas se tornavam violadas. Esta abordagem
se mostrou ineficiente porque no final do procedimento, todas as restricoes eram

incluidas. Portanto, observamos que seria melhor inclui-las no inicio de uma vez so.
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e Com o objetivo de diminuir o custo da geracao de grafos I'—criticos a cada sub-
problema, foi tentado manter um conjunto global de vértices pertencentes ao grafo
critico de todos os subproblemas. Entretanto, esta abordagem também se mostrou

ruim devido as diferencas estruturais dos subproblemas.

7.3. Sumario de resultados

Os resultados das coloracoes sobre as intancias descritas anteriormente sao apresentados

nas tabelas a seguir. Para cada grafo G sao apresentadas as seguintes informacoes :

e Tamanho: informacao relativa ao nimero de vértices e ao nimero de arestas da

instancia.

e TABU: informacao relativa ao limite superior do nimero cromatico do grafo fornecido

pela heuristica TABU.

e LP:informacao relativa ao limite inferior do niimero cromético do grafo. E denotado
por LP o valor da solugdo 6tima do problema CIR(G) onde G é o grafo original.
As instancias que nao possuem valor neste campo, foram solucionadas diretamente
sem a necessidade de gerar colunas, isto é, o valor do limite superior (TABU) é igual

ao valor da maior clique maximal encontrada (CLIQUE_GULOSA).
e X(G): representa o valor da coloracao 6tima do grafo.

e Nos: informa o nimero de subproblemas explorados durante a busca. Um valor
em branco neste campo, indica que o problema nao pode ser resolvido dentro do

intervalo de tempo limite (24 horas).

e CIR: informacoes relativas ao método de geracao de colunas. Denotamos de T'empo
0 tempo em minutos para a resolucao da instancia, denotaremos de C'ol o nimero
total de colunas geradas em toda a arvore de ramificacao para solucionar o problema

CIR.
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e CIRA_CIR: informacoes relativas ao método de coloragao amigavel. Similarmente ao
anterior, a variavel T'empo listard o tempo em minutos para a resolucao da instancia.
Denotaremos de G’ — Col e G — Col o numero total de colunas geradas em toda a

arvore de ramificacao para solucionar o problema CIRA e CIR respectivamente.

e DSATUR,;: informacoes relativas ao método DSATUR critico. Novamente, a

variavel Tempo designara o tempo em minutos para a resolucao da instancia.
e Tamg: nimero de vértices do subgrafo critico gerado pelo método DSATUR critico.

e Desg: média do nimero de vértices coloridos do subgrafo G’ em cada subproblema

descartado pelo limite superior do método DSATUR  critico.

e Desg_g: média do numero de vértices coloridos em G — G’ em cada subproblema

descartado pelo limite superior do método DSATUR  critico.

7.3.1. DSATUR critico

Observamos que o método DSATUR critico possui uma grande velocidade na analise
de seus subproblemas, porém, a quantidade de subproblemas analisados impossibilita a
solucao de instancias de grande porte. Este grande ntimero de subproblemas é gerado
devido aos limites inferiores pobres que sao fornecidos pelo método que impossibilitam

um processo de poda eficiente.

Observamos pela Tabela 7.1 que o método DSATUR critico teve uma dificuldade maior
na resolugao dos grafos aleatérios com probabilidade de aresta de 70%, enquanto que os
grafos aleatérios com probabilidade de aresta de 90 % foram solucionados rapidamente.
Este comportamento se deve a alta densidade de arestas dos grafos com p = 0.9 pois estes
grafos possuem um valor A elevado o que tende a gerar menos coloracoes viavies durante
o processo de ramificagao do método. Logo, os grafos menos densos (p = 0.5,0.7) tendem
a gerar mais subproblemas. Podemos verificar também, que o nimero de problemas

analisados pelos grafos aleatérios com p = 0.5 é menor do que os grafos com p = 0.7. Isto
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ocorre devido ao valor pequeno do niimero cromatico dos grafos aleatérios com p = 0.5

que conseguem alcancar mais rapidamente esta coloracao e provar sua otimalidade.

Pelas colunas Desg e Desg_¢ das Tabelas 7.1 e 7.2 podemos verificar que os subpro-
blemas descartados pelo limite superior do método DSATUR critico possuem a seguinte
caracteristica: os vértices que foram coloridos durante a enumeracao implicita pertencem,
na maioria absoluta, aos subgrafos criticos gerados pelo método. Percebemos que o tempo
de solucionar uma instancia do problema de coloracao pelo método DSATUR critico é
dado pelo tempo de solucionar o subgrafo critico G' desta mesma instancia utilizando o
método DSATUR. Vemos também, pela coluna T'amg, que os tamanhos dos subgrafos
criticos gerados sao, na sua maioria, menores que os tamanhos dos grafos originais, por-

tanto, é conseguida uma diminuicao sobre o tamanho das instancias a serem solucionadas.

Grafo | Tamanho TABU | x(G) Nos DSATUR.it | Tameg | Des | Desg_cr
n m ‘ Tempo

Gso0,.5 | 50  600.2 9.4 9.4 22071.1 0.799 39.1 22.37 0.00
Gs0,7 | 50  814.6 14.2 14.2 37013.3 1.270 41.6 26.91 0.00
Gs0,.9 | 50 1096.8 22.2 22.2 425.4 0.805 42.7 32.88 0.13
Geo,.5 | 60  960.2 10.2 10.2 | 1023516.4 18.468 48.2 26.90 0.00
Geo,.7 | 60 1236.2 14.8 15.0 | 3771985.3 90.361 o1 31.61 0.00
Geo.o | 60 1604.4 | 254 | 25.4 | 10176.22 1.733 55.3 | 42.60 | 0.07
Gros | 70 12186 | 11.6 | 11.6 . . . . .
Gro,7 | 70 1678.6 16.2 17.0 - - - - -
Gro,9 | 70 2173.6 28.1 28.6 | 601275.75 33.574 64.66 47.27 0.04

Tabela 7.1. Sumario de resultados dos grafos aleatérios do método DSATUR critico.

7.3.2. Coloracao Amigavel

A partir das Tabelas 7.3 e 7.4 observamos que:

1. O nimero de subproblemas analisados pelos métodos baseados em geracao de co-

lunas é bem menor que o nimero de problemas analisados pelo método DSATUR

critico. Este comportamento é explicado pela alta qualidade dos limites inferiores

conseguidos pelos métodos baseados em geracao de colunas, entretanto seu custo
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Grafo Tamanho  TABU | x(G) Nos DSATUR. i | Tameg | Desg | Desg_qr
n m ‘ Tempo

mulsol.i.1 | 197 3925 49 49 1 3.65 49 49 0
mulsol.i.2 | 188 3885 31 31 1 1.57 106 49 0
mulsol.i.3 | 184 3916 31 31 1 1.60 107 31 0
mulsol.i.4 | 185 3946 31 31 1 1.97 101 31 0
mulsol.i.5 | 186 3973 31 31 1 1.70 31 31 0
inithx.i.1 | 864 18707 54 54 1 63.721 54 54 0
inithx.i.2 | 645 13979 31 31 1 34.05 31 31 0
inithx.i.3 | 621 13969 31 31 1 27.07 31 31 0
zeroin.i.1 | 211 4100 49 49 1 3.82 49 49 0
zeroin.i.2 | 211 3541 30 30 1 2.58 30 30 0
zeroin.i.3 | 206 3540 30 30 1 2.53 30 30 0

queen.6_6 | 36 290 7 7 1156 0.098 28 17.86 0.03
queen.7_7 | 49 476 7 7 1008 0.407 10 7 0
queen.8_8 | 64 728 9 9 4517943 60.693 53 29.22 0
queen.9_9 | 81 2112 10 10 - - - - -
queen.8_12 | 96 1368 12 12 1 0.70 12 12 0
myciel3 11 20 4 4 27 0.0 11 7.93 0
mycield 23 71 5 5 8728 0.017 23 15.83 0
myciel5 47 236 6 6 - - - - -

Tabela 7.2. Sumadrio de resultados de algumas instancias de DIMACS para o método
DSATUR critico.

computacional é bem mais elevado. Observamos pela coluna LP nas Tabelas 7.3 e
7.4 que os métodos CIR e CIRA_CIR obtem valores de limite inferior muito préximos

do valor do numero cromaético das instancias.

2. O numero de colunas necessdrias para alcancar a solucao em CIR é bem maior que
o numero de colunas geradas por CIRA_CIR na resolucao do modelo CIR. Isto

ocorre devido a qualidade superior do conjunto de colunas iniciais fornecidas pelo

modelo CIRA no método CIRA_CIR.

Em comparacao com CIR, o método CIRA_CIR apresentou melhores resultados quando
o numero de colunas necessario para solucionar o problema é grande, isto é, o método
CIRA_CIR se mostrou melhor que CIR nas instancias em que o procedimento de geracao
de colunas teve mais dificuldade. Vemos que para grafos aleatérios (Tabela 7.3) com

probabilidade de aresta de 50%, o método CIRA_CIR solucionou em um tempo menor
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Grafo | Tamanho TABU | LP | x(G) | N6s CIR CIRA_CIR
n m ‘ Tempo Col ‘ Tempo G'—Col G- Col ‘

Gso0,.5 | 50  600.2 9.4 8.6 9.4 | 45.8 3.0 996.2 2.4 419.9 359.3
Gso,.7 | 50  814.6 14.2 13.5 | 14.2 8.0 0.9 312.9 1.2 313.4 202.5
Gs0,9 | 50 1096.8 | 22.2 |21.9| 222 | 14 0.1 51.2 0.4 48.4 32.8
Geo,.5 | 60  960.2 10.2 9.2 | 10.2 | 39.6 5.4 902.3 3.9 428.3 364.0
Geo,.7 | 60 1236.2 14.8 15.0 | 15.0 | 10.6 2.5 398.3 2.8 311.1 207.2
Geo,.9 | 60 1604.4 | 254 | 249 | 254 | 12.1 1.5 47.1 2.1 34.0 48.4
Gro,5 | 70 1218.6 11.6 10.7 | 11.6 | 44.4 10.1 921.1 9.0 419.6 374.7
Gro,7 | 70 1678.6 | 16.2 | 16.2 | 17.0 | 35.0 8.5 390.8 8.9 316.8 210.2
Gro,9 | 70 2173.6 | 28.1 | 28.1 | 28.6 | 7.2 5.9 49.4 6.8 41.2 44.3

Tabela 7.3. Sumario de resultados dos grafos aleatérios do método coloragao amigavel.

que CIR as instancias de n = 50, 60, 70, enquanto que nos grafos aleatérios mais densos
(p =0.7,0.9), em que o procedimento de geracao de colunas apresentou mais facilidade,
o método CIR foi mais rapido. Vemos também na Tabela 7.4 que, para o grafo rainha
queen.6_6, o método CIRA_CIR obtém um tempo pior que CIR, porém, 4 medida em
que os grafos rainhas se tornam mais dificeis e precisam gerar mais colunas para sua
solucao, o método CIRA_CIR melhora seu rendimento, alcancando o mesmo tempo na

instancia queen.8_8 e superando o o método CIR na instancia queen.9_9.

O método CIRA_CIR consegue obter uma diminuicao do tempo de resolucao das ins-
tancias de coloracao, devido a sua capacidade de gerar um conjunto de boas colunas iniciais
para o modelo CIR, porém, o custo computacional destas colunas é grande, tornando
interessante sua utilizagao apenas em instancias onde o método de geracao de colunas

encontra mais dificuldade.

Vemos que a eficiéncia do método CIRA_CIR depende de dois pontos principais: o
tempo necessario para se gerar uma coluna no modelo CIRA, e o nimero de colunas
geradas para alcancar a solucao de CIR a partir do conjunto de colunas iniciais fornecido
por CIRA. O primeiro ponto estd relacionado com a solugao do problema C'IPA. Vemos
que, pela concepcao do problema CIPA, o calculo do peso de um conjunto independente
ponderado leva um tempo maior para ser realizado, entretanto, pelo problema C'IPA

ser modelado sobre um subgrafo critico, ele provavelmente possui menos conjuntos inde-
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Grafo Tamanho  TABU | LP | x(G) | Nos CIR CIRA_CIR
n m ‘ Tempo  Col ‘ Tempo G'—Col G — Col ‘

mulsol.i.1 | 197 3925 49 - 49 0 0.026 0 0.026 0 0
mulsol.i.2 | 188 3885 31 - 31 0 0.015 0 0.015 0 0
mulsol.i.3 | 184 3916 31 - 31 0 0.016 0 0.016 0 0
mulsol.i.4 | 185 3946 31 - 31 0 0.016 0 0.016 0 0
mulsol.i.5 | 186 3973 31 - 31 0 0.013 0 0.013 0 0
inithx.i.1 | 864 18707 54 - 54 0 0.193 0 0.193 0 0
inithx.i.2 | 645 13979 31 - 31 0 0.167 0 0.167 0 0
inithx.i.3 | 621 13969 31 - 31 0 0.154 0 0.154 0 0
zeroin.i.1 | 211 4100 49 - 49 0 0.025 0 0.025 0 0
zeroin.i.2 | 211 3541 30 - 30 0 0.012 0 0.012 0 0
zeroin.i.3 | 206 3540 30 30 0 0.012 0 0.012 0 0
queen.6_6 | 36 290 7 7 7 1 0.033 37 0.090 60 11
queen.7_7 | 49 476 7 - 7 0 0.004 0 0.004 0 0
queen.8_8 | 64 728 9 8.4 9 1 1.101 175 1.102 173 71
queen.9_9 | 81 2112 10 9 10 27 601.43 10796 | 461.09 4334 4913
queen.8_12 | 96 1368 12 - 12 0 0.009 0 0.009 0 0

myciel3 11 20 4 2.9 4 5 0.002 29 0.002 47 6

mycield 23 71 5 3.2 5 1462 | 1.408 15926 | 2.882 8731 3275

myciel5 47 236 6 3.5 6 - - - - - -

Tabela 7.4. Sumadrio de resultados de algumas instancias de DIMACS para o método
coloragao amigavel.

pendentes a considerar. Logo, o método CIRA_CIR tera vantagem sobre o método CIR,
quando o nimero de conjuntos independentes que o problema C'IP tiver que considerar,
for grande o suficiente para que o tempo de resolucao do problema C'IPA seja menor,

mesmo com um calculo de conjunto independente ponderado mais lento.

O segundo ponto esta relacionado com a qualidade das colunas iniciais geradas pelo
modelo CIRA. Vemos que quanto melhor a qualidade do conjunto de colunas inici-
ais, menor é o nimero de colunas necessarias para alcancar a solucao 6tima do modelo
CIR. Vemos também que a qualidade das colunas iniciais esta diretamente relacionada a
semelhanca entre os poliedros formados pelas solugoes viaveis dos modelos CIRA e CIR.
Esta caracteristica estimula o estudo de cortes sobre o poliedro do modelo CIRA com o

objetivo de aproximar sua estrutura ao poliedro do modelo CIR.



Conclusao

Durante a elaboracao da dissertagao foram desenvolvidos dois novos métodos apresentados
nos capitulos anteriores. O primeiro, denominado de DSATUR critico, demonstrou que o
tempo de um processo de enumeracao implicita de cores baseado em DSATUR sobre um
grafo G é equivalente ao tempo de enumeracao de cores sobre um subgrafo I'—critico G’,
gerado a partir de G. Observamos pelas colunas T'ameg e Desq das Tabelas 7.1 e 7.2 que
o nimero de vértices coloridos de G’ dos subproblemas descartados durante a busca ainda
é inferior ao tamanho do subgrafo I'—critico gerado. Entao, vemos que ainda é possivel
estreitar a diferenca entre o subgrafo ['—critico gerado e o subgrafo critico. Isto poderia

promover uma diminuicao ainda maior na instancia do problema.

O segundo método apresentado é baseado em uma nova formulagao gerada a partir
da construcao de grafos criticos e conjuntos independentes maximais. Este novo método,
denominado de coloracao amigavel, mostrou competitividade com o método de geracao
de colunas, sendo mais eficiente em instancias onde o processo de geracao de colunas en-
contrava mais dificuldade. Observamos também que, a possibilidade de conseguir limites
inferiores de uma qualidade razoavel, porém, com um baixo custo computacional através
da solucao dos modelos CIRR e CIRA, pode nos levar a bons procedimentos heuristicos

para grafos que sao muito grandes ou muito dificeis de serem solucionados.
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Com o objetivo de aprimorar o método da coloragao amigavel, devemos buscar uma
melhoria no tempo de resolucao do problema do conjunto independente ponderado al-
terado (CIPA) para atingir colunas mais velozes para o modelo CIRA. Observamos
também que o sucesso deste novo método esta relacionado com a capacidade de gerar

grafos criticos rapidamente a cada iteracao do processo de geracao de colunas.

Uma abordagem para tentar diminuir o tempo computacional poderia ser alcancada
com uma paralelizacao para os novos métodos. Existe a perspectiva de implementacao de
uma versao paralela para a biblioteca PARADISE e explorar o paralelismo inerente de uma
estrutura branch-and-bound sobre o método do DSATUR critico, o que seria interessante
devido ao grande numero de subproblemas analisados durante sua enumeracao implicita.
Uma outra abordagem paralela que poderia vir a ser estudada seria a paralelizacao do

processo de geracao de colunas.

Foram realizados experimentos computacionais em grafos aleatérios e em grafos de
DIMACS. Estes experimentos demonstraram que os novos métodos podem resolver ins-

tancias de grafos de grande porte e ser competitivo com outros métodos aqui apresentados.



A

PARADISE

Durante o estudo e desenvolvimento da dissertacao, foi utilizada uma biblioteca de fungoes
construida sobre o modelo da busca genérica. Os elementos previamente descritos e agora
implementados permitem diversas abordagens de busca. Neste apéndice iremos especificar

suas principais rotinas de configuracao e acesso, assim como suas sintaxes e parametros.

A PARADISE é uma biblioteca modular e de facil configuracao. Sua grande flexibi-
lidade permite ao usuario configurar a abordagem de busca desejada através da passagem
de funcoes e parametros que especificarao o modelo assim como o problema a ser abor-
dado. Deixando transparente ao usudrio apenas suas funcoes de acesso e configuracao, a
PARADISE torna-se um instrumento simples, pratico e eficaz na resolucao de problemas

de otimizacao combinatéria.

Para utilizar a biblioteca é necessério, primeiro adicionar em seus programas o arquivo
CPD.c, com isso o usudrio poderd utilizar as funcoes de configuracao e acesso. Depois é
necessario definir a familia de conjuntos prioridades que serao utilizadas no processo. Em
seguida, o usudrio deve implementar os operadores que serao passados como parametros
para a biblioteca e que servirao como guia durante a busca realizada sobre o espago
de solucao. Por fim, deve-se configurar o modelo desejado através da especificacao de

“quando” e “onde” cada operador devera agir, isto é realizado pelos escalonadores. Apds
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feito estas configuracoes, deve-se chamar a funcao CPD para iniciar o processo de busca.

A.1. Rotinas de configuracao

SETBUFFER

e Definicao : Funcao responsavel por receber as funcoes de salvar, restaurar e trocar
instancias do problema para um buffer de caracteres e vice-versa. As funcoes devem

receber como parametros uma instancia do problema e um buffer de caracteres.

e Sintaxe : |int erro = setbuffer(int *sas, int *res, int *exs);

e Parametros :

sas - funcao para salvar uma instancia do problema para um buffer.
res - funcao para restaurar uma instancia do problema de um buffer.

exs - funcao para trocar dois problemas de posicao.

SETSEARCH

e Definicao : Principal funcao de configuracao, responsavel por receber as funcgoes
que irao direcionar a busca como limites inferior e superior, prioridade do problema
e o escalonador de tarefas responsavel por escolher o operador que ira atuar naquele

momento.

e Sintaxe : |int erro = setsearch(int *1_sup, int *Linf, int *prioridade, int *escalonador);

e Parametros :
l_sup - Funcao que receberd uma instancia do problema e retornard um limite
superior para ele.

Linf - Funcao que receberd uma instancia do problema e retornard um limite infe-

rior para ele.
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prioridade - Funcao que receberd uma instancia do problema e retornara sua pri-

oridade.

escalonador - Funcao que escolherd qual operador devera ser executado.

SETCPD

e Definicao : Funcao responsavel pela passagem de parametros que serao necessarios

para busca.

e Sintaxe : |int erro = setsub(int nproc, int tamanho);

e Parametros :

tamanho - Tamanho maximo da instancia do problema.

NEWCP

e Definicao : Funcao responsavel pela criacao de um novo conjunto prioridade. Ela

deve retornar um inteiro que sera o indice desse conjunto prioridade.

e Sintaxe : |int numcp = newcp(int *comparagao);

e Parametros :

comparagao - Funcao que recebera dois indices de problemas do conjunto e re-

tornard o indice daquele de melhor prioridade.

BESTSOLCP

e Definigao : Funcao responsédvel por receber a solugao inicial (U, x,) do problema,
assim como, a funcao de comparacao entre possiveis solucoes melhores para um

determinado conjunto prioridade.

e Sintaxe : |int erro = bestsolcp(int cp, int valor, ptgrafo instancia, int *comparacao);
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e Parametros :

cp - Indice do conjunto prioridade.
valor - Valor da melhor solugao (U).
instancia - Instancia da melhor solugao (z,).

comparacgao - Funcao que ird comparar uma solucao candidata com a melhor

solucao corrente daquele conjunto prioridade.

NEWOPERATOR

e Definicao : Funcao responsavel pela criacao de um novo operador. Ela deve re-

tornar um inteiro que sera o indice desse operador.

e Sintaxe : |int numop = newoperator(char *nome, int *operador);

e Parametros :

nome - Identificacao do operador.

operador - Funcao de execucao do operador. Esta funcao deve receber como en-

trada uma instancia do problema e sua prioridade.

A.2. Rotinas de acesso

INSERTCP

e Definicao : Funcao para inserir uma instancia de um problema diretamente em

um determinado conjunto prioridade.

e Sintaxe : |int erro = insertcp(int cp, ptgrafo instancia);

e Parametros :

cp - Indice do conjunto prioridade.
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instancia - Instancia do problema.

POSICAOCP

e Definicao : Funcao que retorna uma posicao livre na estrutura de um determinado

conjunto prioridade.

e Sintaxe : |int pos = posicaocp(int cp);

e Parametros :

cp - Indice do conjunto prioridade.

pos - Indice da posicao livre

LIBERACP

e Definicao : Funcao que libera um problema armazenado numa determinada posi¢ao

e Sintaxe : |void liberacp(int posi¢ao);

e Parametros :

posicao - Indice da posicao a ser liberada no conjunto prioridade indicado.

SELECAOCP

e Definicao : Funcao que retorna a instancia de maior prioridade de um determinado

conjunto prioridade.

e Sintaxe : |int pos = selecaocp(int cp);

e Parametros :

cp - Indice do conjunto prioridade.

pos - Indice da posicao do problema de maior prioridade.
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VAZIACP

acesso

86

e Definicao : Funcao que checa se um determinado conjunto prioridade esta vazio.

e Sintaxe :

int resultado = vaziacp(int cp);

e Parametros :

cp - Indice

do conjunto prioridade.

resultado - resultado da funcao

VAZIACCP

e Definicgao :

e Sintaxe :

int resultado = vaziaccp();

e Parametros :

resultado - resultado da funcao

CPD

e Definicao : Funcao de inicializagao do processo de busca genérica paralela.

e Sintaxe :

CPD(int prioridade, ptgrafo instancia);

e Parametros :

prioridade

instancia -

- prioridade do problema inicial.

instancia do problema inicial.

Funcao que checa se todos os conjuntos prioridade estao vazios.
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