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RESUMO

Desenvolve-se o uso conjugado do método de transformada integral, de caracteristicas
hibridas analitico-numéricas, com os recursos de programacdo simbolica e programacao
numérica para se proceder a solucdo de problemas de interesse das engenharias e ciéncias
fisicas. Discute-se uma variante do problema de Luikov, que expressa a transferéncia
simultanea de calor e massa num meio capilar poroso com efeito da pressdo. Este & expresso
por um sistema de equagdes diferencias parciais parabdlicas acopladas, EDP’s.
Preliminarmente, procede-se a andlise via transformada integral de um sistema geral de
EDP’s, implementando-se como aplicagdo um algoritmo para solu¢do da variante do
problema de Luikov. Este algoritmo possui fortes caracteristicas analiticas e interpreta os
formalismos matematicos associados ao método de transformada integral. Detalham-se os
formalismos do método de transformada integral generalizada, GITT, quando é necessario a
escolha de problemas auxiliares associados, tipo Sturm-Liouville, pares de transformada-
inversa e normas. Visando melhorar as taxas de convergéncia numérica, o problema original é
tratado por técnicas de filtragem para separar o problema homogéneo, o qual ¢ transformado,
resultando num problema de valor inicial acoplado. Este ¢ resolvido através do uso de
bibliotecas cientificas disponiveis nas linguagens de programacao utilizadas, Mathematica e
Fortran. Para os materiais epoxy e silicon gel, de alto interesse na protecdo de chips e
circuitos eletronicos, determinam-se as distribui¢des de temperatura, umidade e pressdo no
interior do meio capilar poroso, obtidas na forma de séries de expansdo de autofungoes,
truncadas de uma ordem finita. Os resultados obtidos nas duas solugdes sao numericamente

idénticos. Graficos e tabelas disponibilizados possibilitam a analise fenomenoldgica.
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ABSTRACT

It is developed the conjugated use of the integral transform method that has analytical-
numerical hybrid characteristics with the resources of symbolic programming and numerical
programming to proceed to the solution of problems of interest to engineers and physical
sciences. It is discussed one variant of the Luikov problem that expresses the simultaneous
transfer of heat and mass in a capillary porous media with the pressure effect. This is
expressed by a coupled system of parabolic partial differential equations, EDP’s. Initially, the
analysis of a general system of EDP’s is realized using integral transform. As application this
system is implemented in an algorithm to solve the variant of the Luikov problem. This
algorithm has strong analytical characteristics and it interprets the mathematical formalisms
associated to the integral transform method. The formalisms of the generalized integral
transform method, GITT are detailed when it is necessary the choice of the auxiliary
associated problems, Sturm-Liouville type, pairs of transform-inverse and norms. Seeking to
improve the rates of numerical convergence, the original problem is treated by filtering
techniques to separate the homogeneous problem that is transformed, resulting in a coupled
initial value problem. This problem is solved through the use of available scientific libraries
present in the utilized programming languages, Mathematica and Fortran. For the materials
epoxy and silicon gel of high interest in the protection of chips and electronic circuits, the
temperature, humidity and pressure distributions are determined inside a capillary porous
media that are obtained in the form of eigenfunctions series truncated of a finite order. The
results obtained for both solutions are numerically identical. Graphics and tables permit the

phenomenological analysis.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

No ocidente, a partir da década de 50, aparecem os primeiros computadores,
desenvolvidos inicialmente com prioridade para executar tarefas associadas ao calculo
numérico avangado, proveniente de inimeros problemas de origem cientifica e tecnologica.
A linguagem de programacdo Fortran, Formulae Translation, se torna extensamente
utilizada pelos cientistas, que desenvolvem inimeros programas e técnicas de computagao
cientifica.

Presentemente, o uso da simulacdo computacional se caracteriza ainda mais como
de fundamental importancia para o desenvolvimento cientifico-tecnoldgico. Neste contexto,
um dos grandes desafios para cientistas de vérias areas consiste na descoberta de novos
procedimentos que venham minimizar certas restrigdes apontadas na literatura
contemporanea: longo tempo de processamento, precisao limitada, instabilidade numérica,
enorme esfor¢o despendido na elaboragdo e modificag¢do de algoritmos numéricos [01].

A simulagdo e andlise fenomenoldgica, através do uso de recursos computacionais,
¢ primordial no desenvolvimento de novas descobertas cientificas e tecnologicas, com
fortes reflexos nas politicas de desenvolvimento industrial. Destacam-se, entre outras
contribui¢des relevantes, a descoberta de novas tecnologias em materiais supercondutores,
fibras Oticas, engenharia aeroespacial, biomedicina, prote¢do térmica de chips eletronicos,
modelagem e previsdo meteoroldgicas. No campo académico, ocupam cada vez mais
espago aplicacdes desenvolvidas através da simulacdo, concentradas em dareas como
matematica computacional, mecanica computacional, ciéncia computacional e fisica
computacional. Destaca-se que todas estas areas contribuem em inumeras éareas do
conhecimento, citando-se: engenharia, computagdo, medicina, biologia e educagao.

Para simular processos fisicos, ¢ necessario se consolidar uma complexa cadeia de
pesquisas, enumerando-se: estabelecimento das leis governantes, postulacdo dos modelos
matematicos associados e o desenvolvimento de técnicas computacionais para tratamento
analitico e numérico destes problemas, que muitas vezes sdo expressos por sistemas de
equagdes diferenciais parciais, EDP’s cuja solugdo requer elevado esforco computacional.
Assim, o aprimoramento de metodologias para melhoria da modelagem computacional
certamente contribuird, para o avango tecnoldgico da humanidade, permitindo a obtencdo
de produtos de alta qualidade, a custos mais reduzidos.

Historicamente, a corrida tecnologica ocidental desenvolvida com auxilio do
computador levou ao aparecimento de técnicas puramente numéricas de solugao,
destacando-se os métodos de diferencas finitas e elementos finitos como ferramentas que
possibilitam o processamento do calculo numérico avancado através da utilizacdo de
linguagens de programacao cientificas. Genericamente, os métodos puramente numéricos
baseiam-se na discretizagdo temporal e espacial das equagdes originais.

Paralelamente, nos paises do leste europeu, houve um desenvolvimento
independente da computacdo cientifica, quando pesquisadores desenvolveram poderosas
ferramentas analiticas e mesmo processadores simbodlicos [02].



Algumas solugdes analiticas associadas a problemas mais avancados, quando
trabalhadas através de teorias matemadticas aprimoradas principalmente nas trés décadas
anteriores, mostraram-se mais confidveis e suas implementagdes computacionais tornaram-
se mais simples. Assim, no final da década de setenta, pesquisadores russos, bulgaros e
americanos iniciaram pesquisas conjuntas para desenvolver técnicas hibridas analitico-
numéricas, visando utiliza-las mais eficientemente na computacdo cientifica em fungdo dos
eventuais avancgos, disponibilizados pela ciéncia da computacdo, que deveriam surgir nas
décadas seguintes[03,04].

A partir da década de oitenta, a denominada técnica analitico-numérica de
transformada integral [01-04] se consolidou como uma poderosa ferramenta para solugdo
de EDP’s, destacando-se suas vantagens no caso de problemas apontados na tradicional
literatura como de dificil trato computacional.

O aparecimento de programas de computagao simbodlica no ocidente ocorre mais
tardiamente quando comparado com o leste europeu. Porém, a promissora evolucdo destes,
tornam ainda mais viavel o investimento em métodos analitico-numéricos. A utilizacao do
Mathematica®, software de ultima geracdo que retne recursos de computacio simbdlica,
torna ainda mais atrativo o desenvolvimento de programas com manipulacdo automatica de
expressoes analiticas, segundo conjuntos de regras definidas a priori pelo usudrio.
Incorpora também uma poderosa linguagem simbolica para o desenvolvimento de
programas avangados, integrando diferentes paradigmas de programagdo, tais como:
programacao procedural, funcional, l6gica e orientada a objetos.

Entre as iniimeras e elegantes extensdes da técnica de transformada integral obtidas
e especificamente para justificar a presente pesquisa, destaca-se a andlise e tratamento de
problemas parabolicos acoplados difusivo-convectivos. Nesta dire¢do resolveu-se por
transformada integral uma variante do modelo matematico oriundo da teoria do processo de
secagem proposto por Luikov [05-10] que, devido aos fortes acoplamentos existentes em
suas versoes linear e ndo-linear, foi apontado na literatura da modelagem computacional
por diversos autores ocidentais como nao-atrativo do ponto-de-vista analitico e numérico,
mas estes utilizavam apenas técnicas puramente numéricas [11-13]. O fato dos autores
ocidentais apontarem dificuldades analiticas foi causado pelo desconhecimento de
modernas técnicas de tratamento analitico, como a técnica de transformada integral.

Desenvolveu-se através do uso dos formalismos da transformada integral um
algoritmo que trata um problema difusivo-convectivo generalizado acoplado. Para
aplicagdo, escolheu-se uma variante do problema de Luikov com efeito da pressao [07-09],
expresso por um sistema de trés equacdes diferenciais parciais. Neste, se visa determinar
numericamente os valores da temperatura, umidade e pressdo no interior de um meio
capilar poroso. A implementacao foi construida utilizando-se as linguagens de programagao
Mathematica e Fortran. Os resultados sdo apresentados nas formas de tabelas e gréficos,
destacando-se as excelentes taxas de convergéncia numérica das séries de expansdo de
auto-fungdes e a conseqiiente obten¢do de resultados benchmark.

Nas sessOes seguintes se apresenta uma revisao bibliografica do problema de
Luikov, da técnica de transformada integral e da computacdo simbodlica. Em seguida,
desenvolve-se um algoritmo com tratamento e solucdo sistematizada de um problema
composto por um sistema de trés equacdes diferenciais parciais acopladas, do tipo
parabdlico, com contorno acoplado, quando se utilizam os formalismos de transformada
integral. Como aplica¢do desta metodologia sistematica, implementa-se um algoritmo para



solucao analitico-numérica de uma variante do problema de Luikov com efeito da pressao,
onde se utiliza controle prescrito de erro e as linguagens de programacdo Fortran e
Mathematica. Nas sessdes posteriores, apresentam-se resultados, na forma de tabelas e
graficos, que posteriormente sdo criticamente discutidos. Conclusdes e sugestdes sio
apresentadas no capitulo final.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Técnica De Transformada Integral
2.1.1 Fundamentos

Na literatura, observa-se, de forma crescente, a partir da década de oitenta, um certo
renascimento das técnicas ditas analiticas, voltadas para um melhor aproveitamento dos
recentes avangos em analise numérica, linguagens de programagao e métodos computacionais
associados a problemas da matematica avangada. Estes investimentos buscam diminuir os
custos computacionais, melhorar a precisao dos resultados e diminuir os esfor¢os despendidos
pelo programador nos estagios de construcdo e implementagdo algoritmicas.

Ozisik e Murray publicaram em 1974 uma nova técnica de caracteristicas analitico-
numéricas para resolu¢do de sistemas de equacdes diferenciais parciais, EDP’s, a principio
nao trataveis pela teoria classica de separacao de variaveis conhecida no ocidente [02], a qual
dispensava a necessidade do problema ser separavel a priori. Estavam assim estabelecidos os
formalismos bésicos para o surgimento da denominada Técnica de Transformada Integral
Classica (Classical Integral Transform Technique), CITT.

Em um estagio bem mais avangado, Mikhailov e Ozisik langam em 1984, o primeiro
livro generalizando os formalismos da CITT [03], que postulava um tratamento unificado,
segundo sete classes de equagdes diferenciais parciais que foram definidas a partir de
inumeros problemas de transferéncia de calor e massa encontrados na literatura. Na década
de oitenta, observa-se uma série de extensdes da técnica de transformada integral classica
para resolugao de diversos problemas abordados principalmente na literatura ocidental, que
eram resolvidos por métodos discretizados denominados ‘“‘puramente” numéricos, como
diferencas finitas, elementos finitos, volumes finitos e suas variantes [14-19]. Comparando-se
as caracteristicas da abordagem da CITT, com as técnicas citadas, observou-se o
aparecimento de uma série de vantagens [04, 20]:

a) Metodologia sistematica de solugao;

b) Reducao do tempo de processamento;

c) Controle prescrito de erro;

d) Aceleragdo da taxa de convergéncia numérica;

e) Inexisténcia de malhas (fator que se acentua criticamente para problemas
multidimensionais);

f) Obtengao de solugdes benchmark;

g) Determinagdo numérica direta da fungdo em um ponto (para valores definidos de
tempo e espaco) sem necessidade de calculo numérico de estados temporais anteriores
ou de outros pontos do dominio espacial;

h) Versatilidade do método em se hibridizar com outros, devido as suas caracteristicas
analitico-numéricas.



Em sintese, na década de oitenta, a CITT passou por uma continua evolucdo, gerando
solugdes computacionais bastante eficientes para uma vasta gama de problemas a priori ndo
transformaveis ou nao solucionaveis numericamente[04,20], mostrando-se ser bastante
competitiva.

Em funcdo do processo evolutivo encontrado no método de transformada integral, em
1993, Cotta publicou o segundo livro relativo ao assunto [04], apresentando uma revisdo dos
formalismos classicos, que sdo agora estendidos com énfase para a solugdo de problemas nao-
lineares e fortemente acoplados e propondo técnicas para melhorar a eficiéncia da solucao
numérica. A partir de entdo, convencionou-se renomear o método, sendo intitulado como
Técnica de Transformada Integral Generalizada (Generalized Integral Transform Technique),
GITT.

Ainda nesta década, a computagdo simbolica passa a ser amplamente empregada
como ferramenta no desenvolvimento dos formalismos analiticos de GITT [01,21], gracas aos
avangos disponibilizados em programacdo funcional, programacdo baseada em regras e
outros recursos imprescindiveis a programacao cientifica avangada. Com isso, a exaustiva
manipulag¢do de formulagdes analiticas passou a ser tarefa do computador, ampliando-se cada
vez mais as fronteiras da GITT para o tratamento analitico, solu¢do numérica e visualizagdo
grafica de sistemas de EDP’s ndo lineares acopladas [01,22-24]. Novos livros e publicacdes
expandindo o poder da GITT sdo publicados e surge a primeira revista especializada em
métodos hibridos, com destaque para a conjun¢do entre computagdo simbolica e métodos
hibridos analitico-numéricos, que se passa a denominar de computagao hibrida.

Uma vigorosa vantagem do método se caracteriza em se poder eliminar a dependéncia
de variaveis espaciais associadas aos potenciais originais, 0 que se consegue via formulas
analiticas de transformada. Assim o esforco computacional predominante ¢ dispendido na
solugdo do problema transformado, onde permanece apenas a dependéncia temporal. Torna-
se necessario somente o uso de um processo de discretizagdo numérica na variavel temporal,
para integracdo ao longo desta coordenada. Isto viabiliza o emprego de algoritmos bem
estabelecidos para solu¢do de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias, EDO’s, com
controle automatico de erro, que sao encontradas em bibliotecas de sub-rotinas cientificas.
Para aceleracdo da taxa de convergéncia numérica da solugdo, adotam-se técnicas de
filtragem, ordenamento de espectro de autovalores, balangos integrais e métodos adaptativos
[01,11,12,25,26].

O método de GITT, conjugado ao uso de computacdo simbolica, possibilita ao usudrio
construir e implementar algoritmos que automaticamente manipulam e disponibilizam
importantes informagdes analiticas [01,27]. Estes executam o processamento sistematico de
tarefas repetitivas e tediosas, associadas ao desenvolvimento de célculos analiticos avangados,
que tradicionalmente eram realizadas via exaustiva manipulagao humana.

Sem os avangos alcangados nos formalismos teoéricos dos métodos analitico-
numéricos, ndo seria possivel se construir algoritmos que cada vez mais incorporassem e
desenvolvessem célculos analiticos e conseqiientemente tornasse mais atrativo o
processamento analitico avangado.

Genericamente, para solugdo de um problema segundo os formalismos de GITT
necessita-se de um par transformada-inversa e de um problema auxiliar associado, que
incorpore caracteristicas analiticas dos operadores do problema original. A eliminagao de
varidveis independentes, por meio de operadores de integracdo apropriados, leva a obtengdo



de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, que ¢ denominado de sistema
transformado. Num passo seguinte, este tltimo ¢ truncado de uma ordem finita e prescrita N,
para ser resolvido analitica e numericamente. Caso o sistema transformado possa apresentar
solucdo analitica, esta pode ser obtida automaticamente. Em caso contrario, se busca uma
solugdo numérica, através do uso de algoritmos computacionais disponiveis em bibliotecas de
subrotinas cientificas, citando-se o IMSL® [28].

Em sintese, os passos a serem executados para se resolver um problema através do uso
dos formalismos da GITT podem ser sistematizados como mostrado a seguir:

- Escolha de um problema auxiliar associado, que guarda o méaximo de informacdes do
problema original, relativas a geometria e operadores;

- Desenvolver o par de transformadas integrais para os operadores “transformada” e
“inversa”;

- Transformar o sistema de equagdes diferenciais parciais original, fazendo uso de
operadores apropriados. Isto resulta na obtencdo de um sistema de EDO’s infinito, nao
linear, que pode ou ndo ser acoplado. Se obtivermos o ultimo, cada potencial transformado
desacoplado pode ser independentemente resolvido chegando-se a uma solugdo exata;

- Truncar e resolver o sistema de EDO’s, segundo uma precisdo prescrita, com controle
numérico de erro;

- Construir os potenciais originais, através do uso das formulas de inversdo.

Entre as inimeras aplicagdes da GITT em modelagem avangada, ciéncia e tecnologia
enumeram-se as seguintes:

a) Problemas que possuem coeficientes variaveis nas equagdes governantes. Exemplificam-se
modelos provenientes da analise de aletas com dissipacao tempo-dependente ¢ escoamento
com desenvolvimento simultaneo em canais. Destacam-se as publicagdes de Mikhailov
[29], Ozisik [30], Cotta [30,31], Leiroz [31] e Aparecido [31].

b) Problemas com coeficientes varidveis em suas condigdes de contorno. Enumeram-se
modelos provenientes da analise da conducdo de calor com nimero de Biot tempo-
dependente e convecgdo interna em dutos aletados externamente. Algumas relevantes
contribuicdes sdo encontradas em Ozisik [02,17,32], Murray [02], Yener [32], Cotta [16,
17,33] e Santos [17,33].

c) Problemas que apresentam contornos geométricos variaveis, destacando-se modelos
provenientes da analise de mudancga de fase e oxidacao em fronteiras méveis e controle do
escoamento e transferéncia de calor em dutos irregulares relacionados a projetos de
trocadores de calor compactos. Entre as principais publicagdes enumeram-se trabalhos de
Ozisik [18,34,35], Gugeri [34], Leite [35], Verguese [35], Cotta [18,19,36,37,38,39],
Aparecido [18,19, 37,38,39] e Diniz [37].



d) Problemas que possuem problemas auxiliares de dificil solucdo, que sdo aplicados na

analise de trocadores bitubulares, processo de secagem, convec¢do interna forcada
periddica e transiente, transferéncia de calor em escoamentos com efeitos de condugdo
axial e convec¢do interna em dutos retangulares. Estes podem ser classificados de acordo
com a natureza dos problemas auxiliares associados:
- problemas de autovalor acoplados: Mikhailov [03,12,40], Ozisik [03,41], Shishedjiev
[40], Rossen [42], Hayakawa [42], Cotta [12,14,41], Ribeiro [12,14], Lobo [43], Guedes
[41] e Scofano Neto [14].
- problemas de Sturm-Liouville que apresentem varidvel de uma transformada de
Laplace: Cotta [44] e Ozisik [44].
- problemas de Sturm-Liouville que apresentem fun¢des complexas: Cotta [45,46,47],
Ozisik [45], Kakag [47] e Li [47].
- problemas de Sturm-Liouville ndo classicos: Bayazitoglu [48] e Ozisik [48].
- sistemas de Sturm-Liouville ndo separaveis: Aparecido e Cotta [49].

Problemas ndo-lineares caracterizados pela presenca de equagdes cujos termos fonte e/ou
condi¢des de contorno dependem do potencial a ser obtido (Cotta [50,51,52] e Serfaty
[51,52]). Estes sdo aplicados na andlise de conducdo de calor com condutividade térmica
variavel, condi¢des de contorno com troca radiante, processo de secagem nao linear,
equagdes de camada limite e Navier-Stokes.



2.1.2 Solucio para Equacio Diferencial Parcial Parabolica

Visando um tratamento e solu¢do generalizados de numerosos problemas difusivo-
convectivos [03], seja o seguinte problema parabolico [03], definido numa regido finita V,
com superficie de contorno S:

W(X)% FLT(x,0) = P(x,0), XeV, t>0 (2.1.a)

com condic¢ao inicial

T(x,t)=f(x), xeV, t=0 (2.1.b)
e condi¢do de contorno

BT(x,t)=0(x,t), xeS§, t>0 (2.1.0)
os operadores lineares L e B sdo definidos pelas expressoes

=-V-K(x)V+d(x) (2.1.d)
B=a(x)+ B(X)K(x)i (2.1.e)
on

onde 7(x,t) € o potencial a ser obtido (temperatura, concentragao, etc.); w(x), K(x) e
d(x) sao coeficientes da equagdo (2.1.a) cujo termo nao homogéneo P(x,f) representa uma
fonte ou sumidouro; a(x) e B(x) sdo coeficientes prescritos da equagdo de contorno (2.1.c)
cujo termo ¢(x,f) expressa as informagdes de contorno ndo homogéneas; 0/0n corresponde a
derivada na dire¢ao normal e apontando para a direcao exterior a superficie de contorno S; x e
t sdo variaveis independentes que representam as coordenadas espacial e temporal,
respectivamente.

Primeiramente se supde a representacdo do potencial 7(x,) através de uma expansao
de autofungdes da forma

T(x0) = 2 A v (%) (2.2)

onde as autofuncdes (LX) sdo obtidas a partir da adogdo do seguinte problema
auxiliar associado:

WO (u,,%) = Ly (1,,%), xeV (2.3.2)
possuindo a seguinte condi¢do de contorno
By(u,,x)=0, xeS (2.3.b)

cujos termos guardam informagdes contidas nos operadores das equacdes (2.1.a) e
(2.1.c), desprezando-se os termos ndo homogéneos P(X,f) e d(X,1).



O problema auxiliar assim formulado ¢ um problema de autovalor do tipo Sturm-
Liouville e que possui as seguintes propriedades [53]:
a) os autovalores > sdo reais e positivos, podendo ser ordenados crescentemente. Assim,

u12<u22<u32<u42<... (2.4.2)

b) as autofungdes y(piXx) associadas aos autovalores p° obedecem a relagio de
ortogonalidade

ij(x)w(u,.,x)w(uj,x)dvzo, i (2.4b)

Os coeficientes de expansdo, A,(f), na equagdo (2.2), sdo obtidos aplicando-se o

operador IV w(xX)¥ (1 ;,X)dv, conforme ilustrado a seguir:

J, WO T30 = 3 A wOw iy X0 (3 0 (2.5.2)

Aplicando-se a relacdo de ortogonalidade das autofungdes, apresentada em (2.4.b) na
equacao anterior, encontra-se:

A,(0) = NLL wOOW (1, X)T(X,t)dv (2.5.b)

onde N; ¢ a integral de normalizagado, ou simplesmente norma, definida por:
N, = J, woolv (u,x)F dv 2:6)

As equacgdes (2.2) e (2.5.b) levam a defini¢ao do par de transformacdo integral, o qual
¢ composto pelas formulas de transformada e de inversa:

Ti(t) = ﬁ jV w)W (1, X)T(X, 1)dv (2.7.2)

1

T(x,1) = iﬁ‘l’ (u,,x)T:(2) (2.7.b)

Os potenciais transformados T (t) sdo calculados pela solugdo do sistema diferencial
ordinario que ¢ decorrente da eliminagdo da coordenada espacial x expressa na equagdo
(2.1.a), conforme o procedimento apresentado a seguir.

Aplica-se o operador ﬁL\V (n,,x)dv sobre a equacdo (2.1.a), obtendo-se:

dT:(1) 1
dt =N.l/2

1

_[V\V (1, X)[V-K(x)VT(x,t) —d(x)T(x,t) + P(x,t)]dv (2.8)



Similarmente, aplica-se o operador =
N,

1

J.VT (x,t)dv sobre a equagdao (2.3.a),

resultando:

Mffiﬂ=fﬁ%7LJTX0PW”K1@VW(Mp@+%KXNWMwXHm/

Adicionando-se, membro a membro, as equagdes (2.8) e (2.9), encontra-se o seguinte

(2.9)

sistema diferencial ordinario desacoplado:

dT:(t _ -
dt( )+ W Ti(t)y=g,(t), t>0, i=12,.. (2.10.a)
onde §i (¢) € definida por
— 1
g, ()= WL v (1, x)V-KX)VT(x,) - T(x,0)V- K(xX)Vy (1, x)]dv +
’ (2.10.b)

1
o IV‘V (1,,X) P(X,)dv

A primeira integral de volume da equagdo (2.10.b) ¢ entdo transformada em uma
integral de superficie através da formula de Green, resultando:

T .
on on

_ I
8.0 =77 [ KO (1, %)

" . (2.10.c)
+yT | v (%) P(x,0)av

O primeiro integrando da equagdo (2.10.c) ¢ desenvolvido algebricamente,

combinando-se as equagdes de contorno (2.1.¢) e (2.3.b), de forma a se obter:

oy (M;,X)
OO _ i 00,y P TEO gy
KOO (k%) === T(x,0) = =] = d(x.1) ST

(2.11)

Das equagoes (2.10.a), (2.10.c) e (2.11), chega-se ao seguinte sistema transformado:
dT:(t — -
#+ W' Ti(t)y=g.(t), t>0, i=12,.. (2.12.2)

onde §i (¢) ¢ dada por,
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w0 - K )
e

WL\V (1, X) P(x,1)dv

(t) 11/2 Ld)(X,t)

ds+
(2.12.b)

As condicdes iniciais requeridas para solugdo do sistema transformado sao obtidas

transformando-se a condi¢do inicial, equacdo (2.1.b), o que ¢ executado utilizando-se a
defini¢do do potencial transformado (2.7.a):

70 =~z [, w00 (1 0T (RO =~ [ O (0 /0y 212:0)

i

A solucdo analitica exata do sistema transformado, descrito pelas equagdes (2.12.a)
(2.12.b) e (2.12.c), ¢ dada por:

T:(t)=e™" {71 +J-e“"2’§i (r)dr}

onde

(2.13.2)

7. =5 ], 0w 0 £ (0 @.13b)

Aplicando-se a equacao (2.13.a) sobre a formula de inversdo, dada pela equacao
(2.7.b), encontra-se a seguinte formulacao explicita para o potencial 7(x,?):

T(x,1) = Z"’(” o7 4 [l g (e | (2.14)

E importante observar que para uma determinada ordem de truncamento, a medida
que cresce o valor da coordenada temporal, a série (2.14) converge com menos termos. Isto

mostra que o uso de aproximagdes analiticas tende a diminuir consideravelmente o custo
computacional da solu¢do em relacdo aos métodos puramente numéricos

11



2.1.3 Solucio geral do Sistema de EDP’s Parabolicas Acopladas

Nesta se¢do sao descritos os formalismos necessarios para a solugdo de um sistema
parabolico nao-linear acoplado, definido em uma regiao finita ¥, possuindo uma superficie de
contorno S e para k=1,2,3. Para tanto, levam-se em conta recentes extensoes aos fundamentos
classicos da técnica de transformada integral [04,11,21].

w, (x)@JrLka (x,2) = B(x,t,T(x,1), T,(x,t), ;(x,1)), xeV, t>0
(2.15.a,b,c)

com condig¢des iniciais

T,(x,t)= f,(x), xeV, t=0 (2.15.d,e,9)

e condic¢Oes de contorno

B, T, (x,t)=0¢,(x,t,T,(x,8), T, (x,1), T;(x,1)), xS, t>0 (2.15.g,h,1)

os operadores lineares L; e By sdo definidos pelas expressoes

L =-V-K,(x)V+d,(x) (2.15.).k0)

B =0, () + B (0K, () 2.15.mn0)

onde Tx(x,f) sdo os potenciais a serem determinados. Py(x,t,Ti(X,t),T>(x,1),T5(X,f)) €
O(x,1,T1(x,0), T2(x,f),T5(X,t)) incorporam os termos ndo-homogéneos, nao-lineares e de
acoplamento presentes no sistema. Os demais termos sdo idénticos aos definidos nas
equagoes (2.1.a-e).

Sem perda de generalidade, utilizado os mesmos formalismos da GITT descritos na
secdo anterior, definem-se a seguir, para £k=1,2,3, os problemas auxiliares desacoplados
associados, os pares de transformacao integral e o sistema transformado, relativos ao sistema
de equagdes (2.15.a-0):

a) Problemas auxiliares
equagdes governantes

Hkizwk W (g, X) = Ly (1, X), XV (2.16.a,b,0)
condi¢des de contorno
Bka(”'k[’X) = O’ Xe S (216daeaf)

A escolha de problemas auxiliares desacoplados constitui um importante passo, pois
evita definitivamente o aparecimento de eventuais autovalores complexos [04,11,14,54].
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b) Pares de transformacgao integral
formulas de transformada

_ 1
Tm(t)::Eg—ﬁ;ﬁ/w%(x)yk(ph,x)T(xJ)dv (2.17.a,b,c)

ki

formulas de inversao

0 1 _
Tux¢)=§55777wkuhﬂmTha) (2.17.d.e,)
i=1 ki

1

onde Nj; sdo as integrais de normalizagdo, ou simplesmente normas, definidas por
N, = Wi O, (1, x)]* dv (2.18.a,b,c)
¢) Sistema transformado acoplado

dT « (f)
dt

0 T =g, (T (,0,T,(x%,0), T3 (x,0), >0, i=12,..(2.19.ab,)
com condig¢des iniciais

_ _ |
Tmmthzﬁngm@N%mwmﬂ@Mv 2.19.d,e.0)

ki

onde § o (GT(x,0), T, (X, 1), T5(x, 1)) sdo fungdes definidas por

— 1
gu (T (60, T (6 0) = =7 [ W (s DR (L T (60 T (3.0 T (5. 0)dv+
ki
O 4 (1> X)
1 Wk(“kiax)_Kk(X)kaink
+ LT (x,0, T, (x,0), T, (x,t
N [ 00 61T (6,0, T, (.0, T, (x,1) T TE
(2.19.g,h,i)

Observando que as equacdes (2.19.g,h,1) dependem dos valores dos potenciais 77(x,?),
T»(x,?) e T3(x,t) ao longo do contorno S, conforme o tipo da condi¢do do contorno existente no
problema governante, torna-se necessario uma analise da taxa de convergéncia numérica
nesta regido. A utilizagdo direta das férmulas de inversao definidas nas equagdes (2.17.d,e,f) ¢
possivel, contudo ndo representa a melhor alternativa, uma vez que a série pode convergir
mais lentamente proximo ao contorno S. Isto decorre devido as autofun¢des ndo obedecerem
as condi¢cdes de contorno nao-homogéneas presentes no sistema original. Outras alternativas
foram postuladas [14,20,55], visando melhorar o comportamento da taxa de convergéncia
numérica da solu¢do. Sem perda de generalidade, o sistema transformado assume a seguinte
forma:
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sistema transformado acoplado

m 2 — ok _
o T =g, 150, i=12.. (2.20.a)
T, _ _
d ;;(t)+},L2_/.2Tz_/(t)=g*2_/., t>0, j=12,.. (2.20.b)
dT (¢ — -
;()+u3,2T31(t)=g*3,, t>0, 1=12,. (2.20.c)
t

condig¢oes iniciais

Tu(0)=f, (2.20.d)
T20)=f,, (2.20.¢)
T3(0)= £ (2.20.9)
onde

g% =g, (t,T1n(0),Ton(0), T3, (1)), n,m,p=12,.. (2.20.g)
g%, =2, (. Tu(@), Ton(0), T3, (1)), nym, p=12,. (2.20.h)
g% =gy (6. T (@), Ton(0),T3p (1)), nym,p=12,.. (2.20.1)

As equacdes (2.20.a-i) definem um problema de valor inicial ndo-linear acoplado,
constituido por um conjunto infinito de equacdes. A solugdo deste sistema, que permite
explicitar os potenciais Ti(X,f), pode ser obtida computacionalmente apds o truncamento do
sistema em uma ordem finita, suficientemente grande, segundo um valor prescrito de erro
numérico. Com o truncamento, o sistema infinito € reduzido a uma ordem finita de NxMxP
equagOes ordinarias acopladas. Assim, como passo inicial visando truncar as equacdes
(2.20.a,b,c), limita-se a quantidade de autovalores p,, p,, € Wy, tomando i=1,2,..N,
j=1,2,...M e 1=1,2,...,P. Em seguida, para truncar as equacdes (2.20.g,h,i), analogamente se
limita a quantidade de potenciais transformados 7'1.(¢), T2m(t) € T3, (t), com n=1,2,...,N,
m=1,2,...Mep=1,2,...,P.

Com base nas equagdes (2.20.d,e,f), determinam-se os valores iniciais
correspondentes ao sistema truncado: f,,, com i=1,2,..,N, f, ;» com j=12,..Me [, com
1=1,2,...,P.

Agora, as formulas de inversdo definidas nas equacgdes (2.17.d,e,f) sao
respectivamente truncadas em N, M e P termos. Visando encontrar a ordem de truncamento
(valores M, N e P) que satisfaca a tolerdncia prescrita de erro, deve-se verificar a

convergéncia numérica das séries de expansdo de autofungdes (formulas de inversao) apds
sucessivas variagoes adotadas na ordem de truncamento do sistema transformado.
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Analisando-se o problema de valor inicial, este pode ser resolvido numericamente
recorrendo-se ao uso de matrizes de autovalores ou subrotinas cientificas, disponiveis em
sistemas de computagdo numérica, citando-se o IMSL [28] ou em sistemas de computagdo
simbolica, como o Mathematica [22,56]. As ordens de truncamento necessarias para alcangar
uma determinada precisdo prescrita podem ser minimizadas adotando-se o uso de
procedimentos adaptativos. Calculados os potenciais transformados, o passo seguinte ¢
utilizar as féormulas de inversdo, obtendo-se assim os potenciais desejados.

Destaca-se que quando se utilizam métodos com caracteristicas analiticas, como a
GITT, o custo computacional de processamento de um problema tridimensional ¢ proximo ao
de um problema unidimensional. Por outro lado, ao se utilizar métodos puramente numéricos
para se executar as mesmas tarefas, a variagdo do custo de processamento pode sofrer
incremento da ordem de cem vezes.
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2.2 Computacgio Simbdlica

A computagdo simbolica é caracterizada como uma linguagem de programacao de
alto nivel que disponibiliza para o usudrio a criagdo de documentos interativos. Estes
permitem a edi¢do de texto e definicdo de rotinas sistematizadas para execugdo de conjuntos
de tarefas necessarias ao desenvolvimento de calculo analitico e/ou numérico, além de
visualizacdo grafica de fungdes ou arquivos de dados. Estes recursos permitem mais
facilmente ao usuario implementar programas avangados para tratamento simultineo
simbolico (manipulacdo analitica) e numérico de problemas relacionados & matematica, fisica
e engenharias.

A computagdo simbolica nasceu da necessidade de se atribuir a8 maquina a cansativa
tarefa de manipular algebricamente extensas expressoes matematicas, a fim de permitir aos
usuarios o estudo e andlise de modelos cada vez mais complexos. A maquina analitica,
idealizada por Charles Babbage em 1812, deveria processar com rapidez dados numéricos e
até¢ simbolicos, desde que adequadamente representados. Entretanto, foi necessario pouco
mais de um século at¢ o surgimento dos primeiros computadores eletronicos nos anos
quarenta, que auxiliavam no tratamento de problemas aplicados a ciéncia e tecnologia (C&T),
via 0 uso de métodos puramente numéricos [57]. As primeiras referéncias documentadas
sobre o uso da manipulag¢do de simbolos por computador datam de 1953 [57,58,59]. Durante
a década de cinqlienta, surgiram programas computacionais capazes de manipular
polindmios, resolver equagdes e calcular derivadas de fungdes. Em 1966 houve as duas
primeiras conferéncias sobre célculo simbdlico, ocorridas em Washington e Pisa [57]. No
inicio da década de 70, ja existiam programas computacionais que integravam funcdes
analiticamente e, ao final da mesma, outros surgiram para a solugdo simbolica de equagdes
diferenciais e integrais [57].

Tradicionalmente, a computagdo simbdlica € utilizada para execucdo automatica de
operagdes de aritmética, algebra e calculo avangado [56,57,60]. Aliado a isto, um grande
numero de fungdes matemadticas se encontram implementadas nos sistemas de computacao
simbolica, SCS, o que aumenta consideravelmente o potencial aplicativo. Muitos SCS,
utilizando técnicas de programagdo baseadas em regras e programacao funcional permitem
que se definam novas fungdes matematicas a partir das operacdes e fungdes ja disponiveis.

As operacdes de calculo avangado realizadas pelos SCS envolvem diferenciacao,
integracdo, calculo de limites, célculo vetorial, representagdo em séries de funcdes, entre
outras. Estes recursos t€m sido utilizados sistematicamente no tratamento de inimeros
problemas aplicados a C&T [01,21,60].

No caso de atividades de pesquisa e modelagem avancada, pode reduzir
significativamente o trabalho necessario para o desenvolvimento de calculos analiticos,
eliminando assim tediosos ¢ desnecessarios esfor¢cos de concentragdo mental, associados a
manipulacdo de extensas expressdes matematicas repetitivas e mecanicas. Como
conseqiiéncia, ¢ possivel se obter um tratamento analitico mais rapido, recursivo e confiavel.

Como exemplo das tultimas tendéncias em SCS, cita-se o Mathematica, que foi
lancado em 1988 pela Wolfram Research, que permite a integracdo de recursos de
computacdo numérica, simbolica e métodos analitico-numéricos, dentro de um ambiente de
programacao totalmente heterogéneo.

Em nivel de avangos conseguidos em modelagem avangada aplicada a C&T, cita-se o
aparecimento de livros e revista internacional que oferecem solu¢des melhoradas nos aspectos
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de taxa de convergéncia numérica, estabilidade numérica e tarefas associadas ao programador
relativas a constru¢do e implementacao algoritmicas.
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2.3 Problema de Secagem de Luikov

A analise via simula¢do computacional do comportamento dinamico das distribuigdes
simultaneas de temperatura, umidade e pressdo no interior de meio capilar poroso ¢ de
fundamental importancia para a melhoria do controle de processos industriais e também para
o desenvolvimento das ciéncias térmicas, fisica e engenharias.

Luikov [05,06,61,62], partindo de conceitos da termodindmica de processos
irreversiveis estudou este fendmeno, representado-o matematicamente por um sistema de
equagdes diferenciais acopladas. Philip e De Vries [63] postularam um modelo do mesmo
tipo. Fulford [64], Rossen e Hayakava reanalisam a teoria de secagem proposta por Luikov,
segundo os aspectos que envolvem os conceitos fisicos e a publicam sob forma de revisao
[42,66,67]. Em linhas gerais, mostram uma analise da influéncia qualitativa dos parametros
adimensionais sobre as variacdes dos potenciais de temperatura e umidade durante o processo
de secagem.

Em uma das variantes de sua teoria, Luikov solucionou um sistema de equagdes
lineares, aplicando um método de caracteristicas fortemente analiticas, caracterizado pela
técnica de transformada de Laplace, segundo diferentes tipos de condi¢des de contorno e
sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas. Estas solu¢des podem ser
consideradas como casos especiais dos resultados obtidos usando a metodologia proposta por
Mikhailov [68].

Devido a complexidade matematica encontrada em determinadas variantes do
problema de Luikov, existem solucdes analiticas somente para certas versdes particulares,
onde as propriedades termofisicas e os coeficientes das equagdes sdo constantes. Em
determinadas variantes deste problema, o trabalho torna-se mais tedioso quando ocorre a
possibilidade de se encontrar autovalores complexos, como descrito nas metodologias
desenvolvidas por Lobo et al. [69] e Liu e Cheng [70], ou quando se precisa resolver um
problema multidimensional e com multicamadas.

Muitas aproximacgdes numeéricas propostas para solucionar as equacdes de Luikov nao
lineares compreendem variagdes dos métodos classicos tais como os métodos de elementos
finitos e diferencas finitas, bem como contornos varidveis e métodos variacionais.

Com o advento da GITT a partir do final da década de oitenta foram publicados
trabalhos mostrando solu¢des de variantes do problema de Luikov, desenvolvidas através
de procedimentos sistemdticos, sendo observado que algumas solugdes anteriormente
apresentadas estavam incompletas [54,70].

No préximo capitulo aborda-se uma variante do problema de Luikov, apresentando-se
a analise do modelo fisico, caracterizacdo do modelo matematico associado e a metodologia
de solugao.
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CAPITULO 3

PROBLEMA DE TRANSFERENCIA DE CALOR E MASSA EM UM
MEIO CAPILAR POROSO SOB EFEITO DA PRESSAO

Visando uma aplicacdo dos formalismos da técnica de transformada integral
generalizada utilizados no tratamento do problema parabodlico, acoplado e nao-linear
tratado na sessdo 2.1.3, adota-se uma variante do modelo de Luikov [05-10], composto por
trés equacdes diferenciais parciais, lineares e acopladas, oriundas dos balancos de energia,
massa ¢ da equagdo de mudanca de pressdo, aplicados no interior de um meio capilar
poroso e isotropico.

3.1. Modelo Fisico

A interrelacdo entre a transferéncia de calor e massa em meios capilares porosos
levando em conta o efeito termogradiente foi primeiramente estabelecida por Luikov
[05,06,61,62,65]. Partindo de fundamentos da termodindmica de processos irreversiveis, o
mesmo definiu um sistema acoplado de equagdes diferenciais parciais oriundos das
equagdes de balango e de mudanga da pressao. O problema com dois graus de liberdade
assume que a pressdo ¢ constante através do dominio de interesse. Entretanto, durante um
prolongado periodo de secagem, um gradiente de pressdo total se desenvolve dentro do
material imido. Como resultado uma transferéncia adicional de umidade e calor ganha
lugar devido ao movimento de filtracdo composta de fases liquida e vapor. O gradiente de
pressao total aparece dentro do material como resultado da evaporagao e da resisténcia do
esqueleto poroso durante o movimento do vapor. O gradiente de pressdo passa a ser
significante quando o processo de secagem se torna mais intenso. Desta forma, Luikov [07-
09] introduziu efeito da pressdao e definiu o sistema acoplado de equacdes diferenciais
parciais que descrevem as interrelagdes entre transferéncia de calor, massa e pressao em um
corpo capilar poroso.

A fim de definir a transferéncia de umidade por difusdo e filtragdo sdo necessarias
trés equagdes diferenciais parciais interdependentes que tém como variaveis a serem
numericamente determinadas os potenciais de pressdo, temperatura ¢ umidade. Na
derivacdo destas equagdes as seguintes hipoteses sao feitas [07]:

(1) a massa ¢ presente apenas nas fases de liquido e vapor;

(i1) as temperaturas do liquido, vapor e do corpo seco sdo iguais em um
elemento diferencial volumétrico;

(iii)  reacdes quimicas associadas ndo sdo levadas em conta.

(iv)  mudancas dimensionais que ocorram dentro do material podem ser
ignoradas.
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Os seguintes subscritos sao usados para identificar os componentes materiais:

0 — esqueleto do corpo poroso

1 — vapor
2 — liquido
3 —solido

4 — gas inerte

Nas equagdes seguintes, 7, U e P representam, respectivamente os potenciais de
temperatura e de umidade e a pressdo total do ar umido dentro do corpo.

Equagao de conservacao de massa.

O balango de massa para um dos materiais vapor ou liquido segue a lei da
conservagao de massa, i=0a 4:
o(m;p,)

T:_div(jidif + i)+, (3.1)

Onde, m; representa o conteudo de massa, po € a densidade, j; 4 ¢ a densidade do fluxo
de massa transferida por difusdo, j; s € a densidade do fluxo de massa transferida por filtragdo
e [; representa a capacidade volumétrica da superficie do material.

O fluxo de massa ndo é apenas relacionado com o gradiente de concentragdo de
umidade, que ¢ conhecido como efeito Soret, isto &,

Jay ==, Po(Vm+3VT) (3.2)

Onde, a,, representa difusividade de massa e 6 ¢ o coeficiente termogradiente.

A presenca do gradiente de pressdo total dentro do corpo capilar poroso produz
transferéncia da mistura de liquido e vapor por efeito de filtragdo molar, que é descrita como
segue:

T = i ¥ o :_kpvp (3.3)

Onde, £, € o coeficiente de filtracdo de massa.

A equagdo (3.1) representa o balango de massa para o i —ésimo material componente.
Entretanto, para o material como um todo o balanco total de massa ¢ obtido somando os
balangos dos componentes, isto ¢ i =0, 1, 2, 3, 4. Entretanto, a soma das fontes e sumidouros

para todos materiais € igual a zero, entdo, apos substituicdo nas equagoes (3.2) e (3.3), a
equagao (3.1) fica

P _ i, pyVm +a, p VT +k VP) (3.4)

ot

A expressao de Luikov para o conteudo de umidade em termos do potencial de
umidade estipula que ¢, € constante. A equacdo (3.4) vem a ser entdo
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k
U g voms Oy Mo yrp (3.5)
8t c Cmpo

m

Onde, ¢, representa a capacidade massica.
Equacao da conservagao de energia térmica.

O balango de energia térmica dentro do corpo capilar poroso ¢ representado por
4

PoC, % =—divj, - _h], (3.6)
i=0

Onde, ¢, representa a capacidade térmica, j, € o fluxo de calor e 4; corresponde a

entalpia especifica.
A transferéncia de calor por conducdo ¢ normalmente relacionada com o gradiente de

temperatura, mas no caso de um sistema acoplado, ele é também relacionado, embora
fracamente, com o gradiente de umidade, e isto ¢ conhecido como o efeito Dufour.
Entretanto, isto ¢ usualmente considerado insignificante para corpos capilares porosos, entdo,

Ja :_quT (3.7)

Onde, k, € o coeficiente de condutividade térmica.
O termo fonte ou sumidouro ¢ devido a mudanca de fase da dgua contida dentro do

corpo, entao

4 k
D hd, ==\diV| a,,p, {Vm +3VT +—2 vp} (3.8)
i=0 a,Po
Substituindo as equagdes (3.7) e (3.8) na equagdo (3.6) e rearranjando, obtém-se
k ehk,
or _eke,a, EMC, Ay oy | K 87»6am v+ e vap (3.9)
o ¢, Poc, ¢, PoCy

Nas equagdes acima, € ¢ o critério de mudanga de fase do liquido no interior do meio
poroso e | € o calor latente de vaporizagao.

Equagao da Pressao

Para um sistema fechado, uma equacdo representando a mudanga na pressao ¢
requerida. A difusdo de vapor e ar em capilares ¢ quantitativamente menor se comparada com
a transferéncia por filtragdo, isto ¢

Si+Jjy=—k,VP (3.10)

Onde, j; ¢ a densidade do fluxo de massa transferida.
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Somando as equacgdes diferenciais de transferéncia de massa com respeitoa i =1 ¢ 4,
resulta

—5(90@; FU)) i, +u,) 41, + 1, (3.11)

O conteudo de massa da mistura gés-vapor ¢ determinado pela pressdo e temperatura:

p(u, +u4):%1—[b (3.12)

Diferenciando, assumindo 7% >> ¢, € T >>db e fazendo

c =HbM (3.13)
’ TRp,

obtemos

8(u1+u4)zc oP (3.14)

ot ? ot

Nas equagdes acima, ¢, ¢ a capacidade de filtragdo madssica, M representa a massa
molecular do ar umido, R ¢ a constante universal de gés, b corresponde a satura¢do nos
capilares do corpo e I representa a porosidade média do corpo.

Substituindo as equagdes (3.10) e (3.14) na equagdo (3.11), resulta

a_P_k_Pvzp_gc_ma_U

(3.15)
Of  pec, c, Ot
entao
a—P:—MVZU—ﬁVZT+aP(l—s)V2P (3.16)
ot ¢, Cp
Condigdes de Contorno
As condigdes de contorno associadas com estas equagdes sao [07]
u=U, emlI; (3.17a)
k o
Kma—U+jm+La—T+au(U—Ua):0 eml, (3.17.b)
on C, On
T=T, emlI; (3.17.¢)
or .
kqa—i-]q+aq(T—Ta)+au(1—e)(U—Ua)=0 eml, (3.17.d)
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P=P emI’ 3.17.e
w 5

Nas equagdes acima, k,, € o coeficiente de condutividade massica, o, € o coeficiente
de transferéncia convectiva de massa e o, € o coeficiente de transferéncia convectiva de calor.

O primeiro termo na equagao (3.17.d) representa a contribui¢do da transferéncia de
calor no interior do meio capilar poroso, o segundo e o terceiro termos expressam a
quantidade de calor fornecido pela superficie, enquanto o ultimo termo ¢ a contribui¢do do
calor consumido na mudanga de fase do liquido.

Para a equacdo (3.17.b) o primeiro termo descreve o fornecimento de umidade da
superficie para o interior do meio capilar poroso sob influéncia do gradiente de umidade,
enquanto os dois ultimos termos descrevem a contribuicdo da transferéncia de umidade
devido ao efeito termogradiente e a transferéncia convectiva.

As equagdes (3.17.a), (3.17.c) e (3.17.e) descrevem as condi¢des de contorno de
Dirichlet para umidade, temperatura e pressao respectivamente.

As equagoes (3.17.b) e (3.17.c) podem ser reescritas na forma

oT

K,—+J =0 3.18
11 an q ( )
Kzza—U+J; =0 (3.19)
on
onde,

J: =A,(T-T)+AU-U,)+J,

J =A(T-T)+A,U-U)+J,

7\,0(” K o T ) i
Al = k (I_S)Kll Aq :% Jm :K22|:__—q

q q

I oA K 0o K
A”K”L——c—“‘”} A T
m'q

m m

As equagdes diferenciais parciais para temperatura, pressao ¢ umidade ndo sdo
simétricas; entretanto, multiplicando a equagdo (3.5) por p,c,d /cm , a equacao (3.9) por
ehpyc, € a equagdo (3.16) por —Ap,c,k, /km nos podemos produzir um conjunto de

equacdes simétricas, isto &,
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onde,

onde,

or _
ot

C ‘Z—U =[K, VT +K,, VU +K,,V*P]
t

C [K,,V’T+K,VU+K,V’*P]

m

Cp%—Pz[K31V2T+K32V2U+K33V2P]

t

C,=c,pd’ K, =k, +erk, B’
C, =€kp,c, K,, =¢€hk,,

C, =-Apyc,k, [k, Ky =xk.(e-1)/k,

m=c,U e 38'=8/c,
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K, =K, =€)k,
K=K, =¢e\k,d’
K,, =K, =s%kp

(3.20)



3.2. Modelo Matematico

De forma sistematica o modelo matematico completo do problema de Luikov em
analise pode ser enunciado:

Equacdes Governantes

oT o°T o%U o%P
Cq_=K11 5 +K12 5 +K13 5
ot ox X ox
2 2 2
ija—l]:]<21a ]14‘1{22a U+K238 P (3.21.a,b,C)
ot ox? x 2 ox?
oP 8T 82U o%P
ot ox ox ox
Condigoes Iniciais
T(x,0)="T,
U(x,0)=U, (3.22.a,b,¢)
P(x,0)= P,
Condig¢oes de Contorno
or =0 v =0 op =0 (3.23.a,b,c)
Ox x=0 Ox x=0 Ox x=0
T(L,t)=Tg
U(L,t)=Upg (3.24.a,b,c)
P(L,t)= Py

Onde,
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C, c,Pd’

Cm = S}Mpocm

Cp }\’pocpkp

L km -

K, K, K,| |k +erk,p' €rs%, ersk,

K, K, K,|=| Ak, erk, elk, (3.25.a,b,c)
K, K, K Mo (e -1

31 32 33 87\-8 7€p Slkp p( )
5 =2
c

Nas equagdes acima,

T=T (x, t) representa o potencial de temperatura
U=U(x,t) expressa o potencial de umidade

P= P(x,t) representa o potencial de pressao

Antes de se proceder ao uso dos formalismos da GITT para resolver o problema
acima formulado, este € criticamente analisado. Inicialmente verifica-se que o mesmo nao ¢
homogéneo no contorno, o que requer o uso de termos filtro [05,14], visando a posterior
obtenc¢do de expansodes de autofungdes com melhor convergéncia numérica, principalmente
nas proximidades do contorno x = L. Isto ¢ possivel a partir da escolha de filtros que
incorporem as solugdes de regime permanente (0,,(x), 0,,(x) e 0,,(x)) para o problema
dado, que s3o determinadas resolvendo-se o problema estacionario associado, resultante da
substitui¢ao de T'(x,t) por 0,,(x), U(x,t) por 6,,(x) e P(x,t) por 0,,(x), nas equagdes

(3.21.a,b,c), (3.23.a,b,c) e (3.24.a,b,c). Sem perda de generalidade, a solugdo do problema
estacionario associado € facilmente calculavel e expressa por:

0,,(x) =Ty
0,,(x)=U, (3.26.a,b,c)
05, (x) =P,

Os potenciais desejados agora sdo definidos em termos das fungdes filtro obtidas,
0,,(x), 0,,(x) e 6,,(x), adicionados dos potenciais homogéneos 0,,, (x,?) , 0,,(x,t) e

0,,(x,1):

T(x,t)=0,,(x)+0,, (x,0) =T, +0,,, (x,0) (3.27.2)
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U(.X,t) :62P(x) +62H ()C,l) = UB +62H ()C,t)

P(X,l) :e3P(x) +63H ()C,t) = PB +63H ()C,f)

(3.27.b)

(3.27.0)

As definicdes dadas pelas equacdes (3.27.a), (3.27.b) e (3.27.c) sdo aplicadas sobre
o sistema original, dado pelas equacdes (3.21.a,b,c), (3.22.a,b,¢), (3.23.a,b,c) e (3.24.a,b,c),

de forma a obter o seguinte problema homogéneo:

Equagdes Governantes

00 00 00 00
C o K TR R
00 00 00 00
C, ﬁj‘H =K, ax;H +K,, &;H + K, ax;H
00 00 0’0 0’0
C 6;H =K aleH tEy 8x§H s 8x§H
Condigdes Iniciais
0. (x,O) I, =Ty = F
0,4 (x,O) Uy-Uy =1,
0,,(x,0)=P, - P, = F,
Condig¢oes de Contorno
09, _0 09, _0 00,, _0
ax x=0 6x x=0 ax x=0
0,,(L,t)=0
0,4 (L’t) =0
0,,(L,t)=0
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3.3. Soluciio por Transformada Integral

Para aplicar a metodologia desenvolvida no item 2.1.3 (que tratou da solucao geral
via transformada integral do sistema de EDP’s parabolicas acopladas) ao modelo
matematico apresentado na sessdo anterior e que foi desenvolvido a partir do problema de
Luikov, doravante se aplicam os formalismos da GITT as Equag¢des (3.28 a 3.30). Sem
perda de generalidade, para obtengdo do sistema transformado associado, adotam-se, os
seguintes problemas auxiliares associados do tipo Sturm-Liouville [53]:

Problemas Auxiliares Associados

\Pj E\Pj(x)’ ] = 1’253

d’V¥, 2 d¥y
+u, ¥, =0 —4 =0 V¥, =0 3.32.a,b,c
e Hy 1 dx |, 1 el ( )
d*¥v a¥y
= +u," W, = 2 =0 =0, (3.33.a,b,c)
x=0
d’¥, ) dvy,
yeandlt Pi=0 X:O:o ¥, =0, (3.34.a,b,c)

Os problemas de valores de contorno que constituem os problemas auxiliares acima,
apresentam como solugdes os seguintes conjuntos de auto-valores (L, Lbi, M3i), com as
suas respectivas auto-fungdes associadas (W1i, W2i, W3i):

\Pli =COS ;X Wy =% (3353,]3)
Wy, =cospyx Wy = % (3.36.a,b)
\P3i = COSHy; X My = % (337a,b)
i=12,3,.. (3.38)
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r L
Ny =[Wlde==
! li 2
0
L
z\fz,_jwjarx=£
1
. 2
L
N3, —J‘P;dxzé
1
: 2

Formulas de Transformada

6 Eé() 5 56() 6, =
_ 1 j.
=———0 | W,0,dx
1li 1/2 1iV'1h
Ni™ %
) ,; = Y,.0,;,dx
2i — 1/2J- 2iY 2h
N21
03 = N%Z/Q IT3ze3hdx
Formulas de Inversao
_i 1
=N, 2
i=l
= Z 1/2
i=1
Aplicando 0s operadores

(3.39.a,b,c)

(3.40.a,b,c)

(3.41.a,b,c)

I‘ledx e J“I’31dx

1/2
2i 3i

1/2

respectivamente, sobre as equagdes (3.28.a,b,c), obtem-se, respectivamente, as seguintes

equacoes:
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do,, 0’0 1 f 0’0 0’0
= N11,/2 J"I’llK“ R dx+N11{2 !‘I’UKIZ v+ NVZ I‘PIIKB —
do, 0%, aze”, 0°0,,
Cm 7 = N;/lz j\PzzKu axz dx + N;/lz I\Pszz 6 dx + Nl/z I\P21K23 6)(2 ——dx
de—3[ a 261H a Ze 2H a ZBSH
» dl‘ = sz ‘([\11311(31 a 2 dx+ N;{2 £T3iK32 axz dx+ N;{z £T3iK33 ax—zdx

(3.42.a,b,c)

Aplicando 0s operadores N11,/2 IGIHd N;/,z jeszx e N;{z Ie3hd

respectivamente, sobre as equagdes (3.32.a, 3.33.a, 3.34.a) obtemos, respectivamente, as
seguintes equacdes:

11“11911 = 1/2 _[elH 11 dx

— d*¥
_Kzzuzziezz = N1/2 J-GZH ZZ ——dx (3.43.a,b,c)
2i

33“31931 = 1/2 J.OSH 31 dx

Subtraindo, membro a membro, as equacdes (3.42.a,b,c) das equagdes (3.43.a,b,c),
respectivamente uma a uma, resulta:

do,, N —u’K
C, dtl MK 0y = 1K 0, — 1K,
do,, 2 2 —uikK
" dt = -1y K0, — 15 K0, — 15 K05, (43.2b.0)
do,, y —uiK
p d; = R KBy — 15 K0, — 15Ky,

e Prova das Equagdes (3.44.a,b,c):
Subtraindo, membro a membro, as equagdes (3.42.a) e (3.43.a), resulta:

do, K, ¢, 0% d*¥,
C, di — K0, _Nl/z_[ P, =0, dle dx +

2
i 0 ax

1/2 J‘\Pll 2H dx + 1/2 J‘\Ph 3H dx
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A primeira integral fornece:

L
d’ Y, 00 d¥
- ldx = L9 L \ds =0
v([ 1i lH dx :| j|: 1i 6)( 1H dx :|
A segunda integral resulta em
e | —
j=14V2;
1/2 J-lPu 2H dx = 1/2 I‘Pll ~ 1/2 J. Z Nl/z -
11 j=1 2j
L N L
Z 7 " ge Ko 53 cosun .- cos(u, ) =
LR f .
A L
Hl 1
- Nll/zz 21/22 IC (an)dx 12“2;62,
1i 2[ 0

De modo anélogo a terceira integral resulta em:

K13 j. 8263H
li

A dx=-K,.u20.
Nlll(z ) A2 131393

Com isso demonstra-se a equagdo (3.44.a).
As equacdes (3.44.b,c) podem ser demonstradas de modo analogo a equagdo

(3.44.a).
A partir das equagdes (3.40.a,b,c) , obtemos:

m(l 2i)1

T 1—21') 2
. 242L

e_si(o): (_ l)l MF3

RO=C0 2 Basabo

e Prova das Equagdes (3.45.a,b,c):
Das equacgoes (3.40.a), (3.29.a) e (3.35.a,b), resulta:

0,/(0) = 1/2j‘PI,elh<x0>dx—N1/zjcos(ul,ﬁl,,(xO)dx f —sen(ul,x>\ =

1i

2 L 1 M 2N2L
= F, zn(i_l)senn<z—5)— FA2L i )< D™ =D o
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Isto mostra a equacao (3.45.a).

As equagoes (3.45.b,c) sdo demonstradas de modo analogo.

As equagdes (3.44.a,b,c) e (3.45.a,b,c) formam um sistema de E.D.O.s acopladas. A
partir deste, € possivel calcular o valor das transformadas. Usando as formulas de inversao
(3.41.a,b,c), calculam-se os valores dos potenciais homogéneos. Num passo seguinte ¢
possivel compor a solucdo geral do problema de Luikov, expresso pelos potenciais de
temperatura, umidade e pressdo, para isto se substituindo os valores dos potenciais
homogéneos, equagdes (3.41.a,b,c), e as solucdes do problema particular, equacdes
(3.26.a,b,c), nas equagdes (3.27.a,b,c).

Para proceder a implementacao algoritmica, optou-se pela utilizacdo das linguagens
de programacao Fortran e Mathematica, as quais possuem bibliotecas cientificas de
funcdes proprias para solucdo do problema de valor inicial, definido pelas equagdes
(3.44.a,b,c € 3.45.a,b,c).

No capitulo seguinte apresenta-se uma analise e discussdo critica dos algoritmos
implementados, mostrando-se o comportamento da convergéncia numérica das séries de
expansdo de autofungdes, as quais expressam os potenciais desejados. As propriedades
termofisicas dos materiais epoxy e silicon gel [07,09] foram selecionadas como valores
numéricos de entrada dos algoritmos. Estes materiais sd3o largamente empregados como
protecao capsular de processadores e outros chips da industria eletronica.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E COMENTARIOS

A solugdo por transformada integral obtida no item 3.3 foi implementada utilizando-
se as linguagens de programacio Fortran ¢ Mathematica®, neste Gltimo via um notebook,
quando foram utilizados recursos de computagdo simboélica, como programacgao funcional,
programacao baseada em regras e visualizag¢ao grafica.

Para tanto, foi utilizado um microcomputador Pentium II de 300 MHz e 128 MB de
memoéria RAM. Para andlise do comportamento da taxa de convergéncia numérica, as
séries de expansdo de autofungdes foram truncadas para varios valores de N, M e P,
conseguindo-se 5 digitos significativos convergidos, o que caracteriza uma excelente taxa
de convergéncia numérica. Detalhes e exemplos na forma de graficos e tabelas que
expressam os perfis de distribuicdo de temperatura, umidade e pressdo no interior do meio
capilar poroso s3o mostrados a seguir.

4.1 Resultados para Epoxy

Atribuiram-se os seguintes valores de propriedades termofisicas para o epoxy [07]:
po=1170,0 Kg.m> c,=1.400,0 .Kg ' °K’", ¢;,= 0,03 Kg.Kg'°M™" ¢,=0,05 KgKg ' Pa_ ¢
=03, A =23.10°JKg"', A= 0,67 °M. °K’, K, = 576,0 Jh''.m" °K"! K= 3,0.10° Kg.h®
1.m'1.°M'1, Kp= 1,5.10'6 Kg.h'l.m'l.Pa'l. O comprimento caracteristico escolhido ¢ L = 0,01
m. Os valores adotados para as condigdes iniciais sdo To = 30,0 °C, Uy = 13,5 ‘M e Py =
0,00 Pa. As condi¢des de contorno assumem os seguintes valores em x = 0,00 m: 0 T(x,t) /
0t=10,00,0 U(x,t)/0t=0,00, 0 P(x,t) / 0t= 0,00 e em x = 0,01 m: T(x,t)= 80,0 °C, U(x,t)
=28,5°M e P(x,t) = 100 Pa.

Para visualizagdo do comportamento do processo de secagem, as curvas de
distribuicdo de temperatura, T, umidade, U, e pressdo, P, sdo obtidas a partir de valores
convergidos dos potenciais e representadas, respectivamente, pelas Figs. (4.1.1) a (4.1.6),
mostradas a seguir. Conforme esperado, o epoxy possui uma baixa inércia térmica, atingindo,
apods 0,30 h e nas camadas mais internas, temperaturas préximas ao valor de equilibrio, o que
pode ser observado na Fig. (4.1.1). Na Fig. (4.1.3), conforme esperado, s3o necessarias cerca
de 4000 h para o meio poroso atingir valores de teor de umidade proximos a umidade de
equilibrio, o que caracteriza uma alta inércia mdssica. Ainda na Fig. (4.1.3), devido ao
intenso efeito termogradiente [05,06,11] ocorrido no inicio do processo de secagem (o que
pode ser inferido da Fig. (4.1.1), para t < 0,02 h), se pode observar quando t = 80 h e préximo
a superficie a penetragdo de uma frente de umidade, que se desloca das camadas mais
proximas a superficie para as mais internas. Este efeito prossegue, transferindo parte da
umidade para as camadas mais internas, o que pode ser observado na mesma figura, para
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tempos mais longos. Posteriormente, prevalece o efeito da secagem, quando esta ocorre em
todo o dominio do meio poroso e se aproxima do valor de equilibrio (t > 4000 h). A Fig.
(4.1.5) exibe o efeito da pressdo, que provoca uma componente de transferéncia de massa por
filtragem, adicional a transferéncia de massa por difusdo. O efeito da pressdo negativa nas
camadas mais internas (na figura, quando t = 400 h), também ¢ citado em [07]. Observa-se no
efeito filtragem que a pressdo no meio poroso possui alta inércia pneumatica, atingindo
valores proximos ao equilibrio (para t > 4000 h).
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T(x,0) (°C)

t=0, 08 h
Xm)l NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 48.41948 48.39764 48.40861 48.40163 48.40618
0,002 49.93302 49.94053 4994331 49.94477 49.94570
0,004 54.45575 54.42988 54.44352 54.43497 54.44065
0,006 61.43849 61.45121 61.45579 61.45821 61.45978
0,008 70.39301 70.33080 70.36531 70.34341 70.35806
0,010 80.00001 80.00001 80.00001 80.00001 80.00001

t=0, 16 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 64.36787 64.34739 64.35728 64.35174 64.35481
0,002 65.11606 65.12418 65.12718 65.12875 65.12971
0,004 67.40338 67.37833 67.39051 67.38370 67.38750
0,006 70.87558 70.88819 70.89297 70.89553 70.89708
0,008 75.36577 75.30560 75.33630 75.31897 75.32866
0,010 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000

t=0,40 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 78.28109 78.26278 78.26986 78.26724 78.26787
0,002 78.34988 78.35866 78.36186 78.36334 78.36398
0,004 78.65919 78.63672 78.64543 78.64221 78.64297
0,006 79.05546 79.06898 79.07410 79.07646 79.07747
0,008 79.66301 79.60966 79.63107 79.62325 79.62492
0,010 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000

Tabela 4.1.1 Convergéncia numérica e resultados obtidos usando o Fortran para as
distribui¢cdes de temperatura no epoxy, adotando-se Tol=10-5.
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Ux,0) M)

=200 h
Xm)l NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 26.35214 26.35210 26.35214 26.35214 26.35207
0,002 29.33821 29.33809 29.33808 29.33802 29.33805
0,004 36.34476 36.34475 36.34475 36.34473 36.34477
0,006 41.70301 41.70326 41.70333 41.70347 41.70332
0,008 39.13145 39.13149 39.13150 39.13153 39.13148
0,010 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999

t=1600 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 60.24081 60.24073 60.24084 60.24076 60.24189
0,002 58.68774 58.68769 58.68777 58.68772 58.68867
0,004 54.18021 54.18019 54.18022 54.18023 54.18077
0,006 47.15865 47.15866 47.15863 47.15870 47.15885
0,008 38.30980 38.30982 38.30978 38.30985 38.30983
0,010 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999

t=4000 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 35.55658 35.55642 35.55645 35.55650 35.55623
0,002 35.21120 35.21106 35.21109 35.21113 35.21088
0,004 34.20889 34.20877 34.20878 34.20883 34.20861
0,006 32.64775 32.64767 32.64766 32.64771 32.64755
0,008 30.68060 30.68056 30.68055 30.68058 30.68050
0,010 28.50000 28.50000 28.50000 28.50000 28.50000

Tabela 4.1.2 Convergéncia numérica e resultados obtidos usando o Fortran para as
distribui¢des de umidade no epoxy, adotando-se Tol=10-5.
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P(x,f) (KPa)

=200 h
Xm)l NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 -2.89755 -2.89751 -2.89759 -2.89760 -2.89745
0,002 -2.33967 -2.33959 -2.33964 -2.33962 -2.33953
0,004 2.07790 2.07784 2.07778 2.07773 2.07783
0,006 17.72557 17.72539 17.72532 17.72518 17.72539
0,008 51.38997 51.39017 51.39021 51.39030 51.39024
0,010 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000

t=1600 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 50.13243 50.13249 50.13235 50.13243 50.13190
0,002 52.57258 52.57262 52.57252 52.57256 52.57219
0,004 59.65461 59.65460 59.65460 59.65453 59.65456
0,006 70.68627 70.68622 70.68630 70.68616 70.68649
0,008 84.58840 84.58836 84.58843 84.58832 84.58862
0,010 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000

t=4000 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 91.07384 91.07388 91.07385 91.07384 91.07389
0,002 91.51073 91.51076 91.51073 91.51071 91.51077
0,004 92.77859 92.77861 92.77859 92.77859 92.77863
0,006 94.75334 94.75335 94.75335 94.75333 94.75336
0,008 97.24167 97.24167 97.24168 97.24167 97.24168
0,010 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000

Tabela 4.1.3 Convergéncia numérica e resultados obtidos usando o Fortran para as
distribui¢des de pressdo no epoxy, adotando-se Tol=10-5.
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Time(h) Orean A1 tvin 3] S 1 et

o 0. 30. 30. 30. 30. 30. 80.
0.03 45,3981 49,9408 54.4298 61.4508 70.3305 g0.
0.16 6d.3474 65.1242 67.3733 70,8862 75.3058 g0.
0.:24 T2.3145 72.7014 T3.8241 75,5717 77765 80.
0.32 76,2845 T6.4771 TT.036 77,8057 78.9971 80.
0.4 T8.2627 78.3586 TE.6367 78,0885 79.6096 80.
0. 43 78,2486 792962 T9.4344 79,6485 79.9155 g0.
0.56 78,74 79.76838 T9.8321 78,8381 g80.0854 g0.
0.64 79,985 79.9967 g0.0305 80.0825 g0.1452 g0.
0.72 80. 1072 80.1129 g0.1295 80.1547 80.1839 80.
0.3 g0. 1682 80.171 g0.175 50.1505 g80.2037 g0.

Tabela 4.1.4 Distribuigdes de temperatura no epoxy, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.

T(*C)
100

g0

&0

40

t=0.02h

a0

- - - - — ¥ (x)
0.002 O.004 O.006 0.005 0.01

Figura 4.1.1. Distribui¢ao dos perfis de temperatura, T, no epoxy, usando o Mathematica,
para N=M=P=10.
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Figura 4.1.2. Distribuicdo da temperatura, T, no epoxy, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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Timeh) Oreirn 2T 4rern G Sron 1 Cirezn
°M 0. 13.5 13.5 13.5 13.5 15 .5 28.5
500. 63.6911 62.0509 57.2231 49_5329 39.6276 28.5
16500. a0.241 55.6879 54,1502 47.15586 35.3097 28.5
2400, 49.2811 45,264 45,3123 40,7145 34,9217 28.5
3200. 40,8492 40,2448 35,4907 35.7587 32.3161 28.5
4000. 35.5569 35.2115 34,2091 32.6479 30,6807 28.5
4500. 32.463 32.2691 31,7062 30.8294 29,7246 28.5
S5600. 3070w 30.5996 30.2861 29. 7977 29,1522 28.5
6400, 29.7252 29,6652 29,4912 29.2201 25.87586 28.5
7200. 29,1787 29,1455 29,0491 28.8959 28,7097 28.5
g000. 28.8756 28.8573 28.8039 28.7208 28.6161 28.5

Tabela 4.1.5 Distribui¢des de umidade no epoxy, usando o Mathematica, para N=M=P=10.

Hi®M
Sl
7O
a0 t=2000h
S0O¢
aof  t=400k

30} t=4000k

10 t=B0k

* (1)

0o.002 o0.004 0,006 O0.003 O.01

Figura 4.1.3. Distribuicao dos perfis de umidade, M, no epoxy, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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Figura 4.1.4. Distribui¢do da umidade, U, no epoxy, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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Titmeh) Oteiztr 21 drrin (&1 Sretr 1 Ceter

Fa a. a. o. a. a. o. 100.
Goa. 16.5038 20,4554 32.1365 50.491 73,885 100.
1a00. 50,1323 52,5725 59.6546 70,6564 54,5885 100.
2400. 71,4817 TZ.8774 To.9282 B§3.2373 91,1573 100.
3200, g3.979:2 54,7633 g7.0359 90,583 95,0433 100.
4000, 91.0738 91.5107 9Z.7786 94,7533 97,2417 100.
4300, 95.044 95,2854 95,9921 27,0881 95.4691 100.
5600, 97,2558 97,3899 97.77a7 85.3568 99,1519 100.
6400, 95.451 95.5554 95.7711 89,107 99,5306 100.
T200. 99,1595 99,2007 99,3201 89,504 99,7403 100.
g0aa. 99,5352 99,5579 99,6239 99,7268 99.5564 100.

Tabela 4.1.6 Distribui¢des de pressao no epoxy, usando o Mathematica, para N=M=P=10.

F (Fa)
100

=10 t=4000h

a0
t=2000Hk

40
t=1200h
20 t=40h

- - - — ()
o.002 0.004 0.006 O.005 O.01

Figura 4.1.5. Distribuicdo dos perfis de pressdo, P, no epoxy, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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Figura 4.1.6. Distribuicdo da pressao, P, no epoxy, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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4.2. Resultados para o Silicon Gel

Atribuiram-se os seguintes valores de propriedades termofisicas, para uma capsula
de silicon gel [07], utilizada na protegdo de chips eletronicos: po= 550,0 Kg.m™, cq=246,0
JKg 'K, cn=0,03 KgKg'°M" ¢,= 0,05 Kg.Kg'.Pa, 6= 0,3, A =2,3.10°TKg", A=
0,67 °M. °K™', Ky = 7055,0 J.h"'.m" °K™", K= 4,0.10° Kg.h'.m™ °M™, K, = 2,0.10° Kg.h
"m” Pa’. O comprimento caracteristico escolhido ¢ L = 0,01 m. Os valores adotados para
as condigdes iniciais sdo To = 30,0 °C, Uy = 13,5 °M e Py = 0,00 Pa. As condic¢des de
contorno assumem os seguintes valores em x = 0,0 m: 0 T(x,t) /0t=0,0 U(x,t)/ 0t=0, 0
P(x,t)/0t=0¢emx = 0,01 m: T(x,t)= 80,0 °C, U(x,t) =28,5 °M e P(x,t) = 100 Pa.

Para visualizagdo do comportamento do processo de secagem, as curvas de
distribuicdo de temperatura, T, umidade, M, e pressdo, P, sdo obtidas a partir de valores
convergidos dos potenciais e representadas, respectivamente, pelas Figs. (4.2.1) a (4.2.6),
mostradas a seguir. Conforme esperado, o silicon gel também possui uma baixa inércia
térmica e da ordem de 2 magnitudes menor que a do epoxy, atingindo assim, ap6s 0,003 h e
nas camadas mais internas, temperaturas proximas ao valor de equilibrio, o que pode ser
observado na Fig. (4.2.1). Na Fig. (4.2.3), conforme esperado, sdo necessarias cerca de 16000
h para o meio poroso atingir valores de teor de umidade proximos a umidade de equilibrio, o
que caracteriza uma alta inércia massica. Ainda na Fig. (4.2.3), devido ao intenso efeito
termogradiente [05,06,11] ocorrido no inicio do processo de secagem (o que pode ser inferido
da Fig. (4.2.1), para t < 0,0002 h), se pode observar quando t = 800 h e préximo a superficie a
penetracdo de uma frente de umidade, que se desloca das camadas mais proximas a superficie
para as mais internas. Este efeito prossegue, transferindo parte da umidade para as camadas
mais internas, o que pode ser observado na mesma figura, para tempos mais longos.
Posteriormente, prevalece o efeito da secagem, quando esta ocorre em todo o dominio do
meio poroso e se aproxima do valor de equilibrio (t > 16000 h). A Fig. (4.2.5) exibe o efeito
da pressao, que provoca uma componente de transferéncia de massa por filtragem, adicional a
transferéncia de massa por difusdo. O efeito da pressdo negativa nas camadas mais internas
(na figura, quando t = 800 h), também ¢ citado em [07]. Observa-se no efeito filtragem que a
pressdo no meio poroso possui alta inércia pneumadtica, atingindo valores proximos ao
equilibrio (para t > 16000 h).
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T(x,0) (°C)

t=0, 00040 h
Xm)l NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 42.15583 42.15545 42.15554 42.15537 42.15540
0,002 4393294 4393293 4393293 4393291 43.93288
0,004 49.15338 49.15310 49.15329 49.15321 49.15329
0,006 57.43903 57.43927 57.43940 57.43949 57.43952
0,008 68.07705 68.07645 68.07696 68.07671 68.07695
0,010 80.00001 80.00001 80.00001 80.00001 80.00001

t=0, 00120 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 66.40817 66.40794 66.40810 66.40798 66.40804
0,002 67.07321 67.07330 67.07337 67.07341 67.07341
0,004 69.00454 69.00426 69.00449 69.00450 69.00458
0,006 72.01162 72.01177 72.01189 72.01210 72.01210
0,008 75.80207 75.80138 75.80184 75.80169 75.80191
0,010 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000

t=0, 00240 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 77.09987 77.09969 77.09983 77.09952 77.09956
0,002 77.24162 77.24175 77.24179 77.24160 77.24158
0,004 77.65430 77.65405 77.65422 77.65393 77.65400
0,006 78.29604 78.29620 78.29625 78.29615 78.29614
0,008 79.10598 79.10529 79.10571 79.10535 79.10557
0,010 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000 80.00000

Tabela 4.2.1 Convergéncia numérica e resultados obtidos usando o Fortran para as
distribui¢des de temperatura no silicon gel, adotando-se Tol=10-5.
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Ux,0) M)

t=800 h
Xm)l NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 31.64017 31.64017 31.64001 31.63995 31.63988
0,002 34.16570 34.16573 34.16558 34.16552 34.16545
0,004 39.71530 39.71534 39.71539 39.71542 39.71545
0,006 43.03721 43.03720 43.03745 43.03752 43.03769
0,008 39.14575 39.14575 39.14577 39.14578 39.14580
0,010 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999
t=4000 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 65.73379 65.73364 65.73484 65.73486 65.73498
0,002 63.92024 63.92015 63.92098 63.92099 63.92108
0,004 58.64987 58.64990 58.64992 58.64990 58.64993
0,006 50.42279 50.42292 50.42229 50.42225 50.42224
0,008 40.03299 40.03311 40.03249 40.03246 40.03244
0,010 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999 28.49999
t=16000 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 33.07628 33.07628 33.07610 33.07610 33.07606
0,002 32.85230 32.85229 32.85213 32.85213 32.85209
0,004 32.20229 32.20225 32.20214 32.20214 32.20211
0,006 31.18987 31.18986 31.18976 31.18977 31.18974
0,008 2991415 2991415 29.91409 29.91409 29.91408
0,010 28.50000 28.50000 28.50000 28.50000 28.50000

Tabela 4.2.2 Convergéncia numérica e resultados obtidos usando o Fortran para as
distribui¢cdes de umidade no silicon gel, adotando-se Tol=10-5.
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P(x,f) (KPa)

t=800 h

Xm)l NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 -3.65733 -3.65740 -3.65732 -3.65724 -3.65724
0,002 -2.52638 -2.52647 -2.52640 -2.52632 -2.52633
0,004 3.44583 3.44575 3.44568 3.44568 3.44558
0,006 20.61932 20.61930 20.61917 20.61915 20.61902
0,008 53.96834 53.96831 53.96852 53.96861 53.96870
0,010 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000

t=4000 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 32.08232 32.08249 32.08121 32.08124 32.08112
0,002 35.39496 35.39506 35.39426 35.39429 35.39421
0,004 45.01809 45.01801 45.01828 45.01834 45.01831
0,006 60.03030 60.03009 60.03117 60.03125 60.03127
0,008 78.97691 78.97672 78.97768 78.97773 78.97776
0,010 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000

t=16000 h
Xm)¥ NxMxP— | 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25
0,000 93.99565 93.99564 93.99563 93.99562 93.99563
0,002 94.28953 94.28953 94.28951 94.28950 94.28950
0,004 95.14238 95.14240 95.14236 95.14236 95.14236
0,006 96.47073 96.47073 96.47072 96.47071 96.47072
0,008 98.14455 98.14455 98.14455 98.14455 98.14455
0,010 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000 100.00000

Tabela 4.2.3 Convergéncia numérica e resultados obtidos usando o Fortran para as

distribui¢des de pressao no silicon gel, adotando-se Tol=10-5.
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Time (k) Oreen arn Green Erran Sroen 1 et
“C 0. 30. 30. 30. 30. 30. 80.
0.0008 57.2539 58,3722 61.601 66.6315 72,9722 80.
0.0016 71.8769 Ta.2745 73,4287 7o, 2263 77,4913 g0,
0.0024 77,0995 772416 77,6539 TE.2961 79,1052 B0,
0.0032 78,9654 79.0161 79,1654 79,3928 79,6818 B0,
0.004 79,6319 79,6501 79,7027 79,7846 70,8878 B0,
0.0048 79.8701 79,8766 79,8953 79,9246 79,9614 80.
0.0055 79,9552 79,9575 79,9642 79,9746 79,9577 g0,
0.0064 79,9856 79,9864 79,9888 79,9925 79,9971 80,
0.0072 79,9964 79,9957 79,9976 79,9985 a0, 0004 80,
0.o0s8 80.0003 80.0004 80.0007 80.0011 80.0016 80.

Tabela 4.2.4 Distribuigdes de temperatura no silicon gel, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.

Ti*C)
Laa,

ol t=0.003h

60 t=0.0012h

ap|  t=0.000BkK

t=0.0002k
20t

- - - - = % (m)
0.002 0.004 0.006 O.008 0.01

Figura 4.2.1. Distribuicdo dos perfis de temperatura, T, no silicon gel, usando o
Mathematica, para N=M=P=10.
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Figura 4.2.2. Distribuicdo da temperatura, T, no silicon gel, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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Tabela 4.2.5 Distribui¢des de umidade no silicon gel, usando o Mathematica, para
10.

N=M=P=

H(*H)

TOF
a0
a0
40 ¢

t=2000h

t=4000h

t=800h

30

a0f

t="16000hN

.00z o0.004 0,006 O0.0058 0.01

> (1]

Figura 4.2.3. Distribuicao dos perfis de umidade, M, no silicon gel, usando o Mathematica,
para N=M=P=10.
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Figura 4.2.4. Distribui¢do da umidade, U, no silicon gel, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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Timeh) Otritn 411 4rrtn Brean Srtn 1 Crzen

Fa a. a. o. a. a. o. 100.
Goaa. 65 . 5505 70,375 74,7985 §1.8207 20,3743 100.
16000, 93.9958 94,2835 95.1424 S6.4707 95. 1446 100.
24000, 95,5025 95.9185 99.08 89.331a 99,6456 100.
32000, 99,785 99,7355 99.826 899.8736 99,9335 100.
40000, 99,9593 99,9613 99,9671 89.97481 99,9574 100.
45000, 99,9923 99,9927 99,9935 85,8955 99,9976 100.
58000, 99,9955 99,9556 99,9955 85,8921 99,9935 100.
64000, 99,9937 99,9937 99,9935 89,9935 99,9939 100.
72000, 99,9935 99,9939 10a. 10aa. 104a. 100.
goaoa. 100. 104a. 10a. 10aa. 104a. 100.

Tabela 4.2.6 Distribui¢des de pressdao no silicon gel, usando o Mathematica, para

N=M=P=10.
P (FPa)

100,
aol t=1G000H
g0l t=B000k

40 t=4000h

a0

- - - - — (o)
0O.00< 0.004 0,006 0,008 0O.01

Figura 4.2.5. Distribui¢do dos perfis de pressdo, P, no silicon gel, usando o Mathematica,
para N=M=P=10.
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Figura 4.2.6. Distribui¢cdo da pressdo, P, no silicon gel, usando o Mathematica, para
N=M=P=10.
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O estudo realizado mostra claramente através das tabelas e graficos apresentados o
comportamento do fendomeno de transferéncia simultdnea de calor e massa com efeito da
pressao, o que ¢ visualizado através do comportamento dindmico dos perfis de distribuicao
de calor, massa e pressdo no meio capilar poroso. Esta metodologia pode ser estendida a
classe de problemas mais complexos, tornando assim mais atrativo o desenvolvimento da
modelagem avancada. No capitulo seguinte sdo apresentadas conclusdes e sugestdes para
continuidade desta linha de pesquisa.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

O uso combinado do método de transformada integral generalizada e da computacao
simbolica permitiu a implementacdo de um algoritmo que disponibiliza a manipulagdo
analitica e sistematica dos formalismos da GITT, segundo o problema de Luikov abordado.

O fato de se utilizar a programacdo simbodlica permitiu implementar um algoritmo
que interpreta complexas regras e formulagdes matematicas pertinentes aos formalismos da
técnica de transformada integral, repassando assim para o computador a tarefa humana de
desenvolvimento de calculos analiticos. A manipulagdo dos formalismos analiticos precisou
ser realizada manualmente pelo programador para poder construir e implementar o
algoritmo do problema utilizando a linguagem de programacgao Fortran. Este fato abre uma
porta para a arte da programacdo avangada ao se pensar em problemas mais complexos.

O uso do Fortan teve a finalidade de comparar os recursos das duas linguagens de
programacao.

Os graficos apresentados permitem aos engenheiros de projeto quantitativamente
analisarem o comportamento transiente do epoxy e do silicon gel, que exibem, este ultimo
em maior ordem de magnitude, baixa inércia térmica e alta inércia massica, o que ¢
desejavel em camadas protetoras de chips eletronicos.

Como continuidade da linha de pesquisa, propde-se a solug¢ao das variantes 2D e 3D
do problema enfocado, o que se tornard ainda mais atrativo quando comparado a
dificuldades de implementacdo advindas do uso de métodos puramente numéricos, ja que
na metodologia utilizada, os potenciais desejados sempre sdo expressos por séries de
expansdes de autofungdes.

A utilizagdo de GITT associada a computagdao simbolica abre uma nova fronteira
para a arte de programar. Agora ¢ possivel transferir inimeras formula¢des analiticas
diretamente do algoritmo para o codigo computacional, o que ainda ndo ¢ possivel quando
se utilizam os métodos puramente numéricos. A qualidade dos resultados obtidos pelo uso
da técnica de transformada integral, como a redugdo do esfor¢co computacional com a
aplicacdo do método adaptativo e a sistematizagdo do processo de calculo atesta a
viabilidade de se estender a técnica a outras classes de problemas de interesse das
engenharias e ciéncias fisicas.

Os resultados apresentados ficam a disposicdo para posterior comparacdo com
resultados obtidos experimentalmente ou por outros métodos de solugdo.

Com o advento da versdao 3.01 do Mathematica®, surgiu uma nova geragdo de
programas para solu¢do de variantes do problema de Luikov e outras classes de equagdes
através da GITT, que usufrui de intimeros recursos melhorados e integrados, citando-se:
controle adaptativo de precisdo, compilacdo on-line de operacgdes funcionais, procedurais e
orientadas a listas, algoritmos numéricos otimizados e recursos de animacao grafica.

Outra importante area a ser pesquisada ¢ a hibridizagdo de métodos puramente
numéricos com a GITT, o que serd melhor viabilizado com o uso de computacado simbolica.
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O uso de mecanismos combinados associando transformada integral e computacao
simbolica trard novos atrativos para solu¢do de problemas bi e tridimensionais, o que ja ¢
notado por se evitar geracdo de malhas (economia de memdria) e por se acelerar a taxa de
convergéncia numérica (reducao do tempo de CPU).

Também para a analise e desenvolvimento teorico das teorias contemporaneas de
classe de equacdes diferencias parciais, a metodologia desenvolvida neste trabalho mostra-
se bastante viavel.
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APENDICE I

NOTEBOOK DO MATHEMATICA 3.01 COM IMPLEMENTACAO

Apresentamos um Notebook do Mathematica® que mostra a solugdo por
transformada integral para variante do problema de Luikov, usando as propriedade do
Silicon Gel.

Equacdes Governantes:

5, 52 @y & @y & @
,— =K K E

1 7 R +haa Tl +ia3

iy 82 iy 2 iy, e

— =Ky — +K +E for t=0, 0 <x <L
Co = 21 53 253 e 34 , X
Bk FA ) 52 @y e
L —Ka —— +Hm — 4K ——
G F =K the e e s

Condigdes Iniciais:
@y %, 01 =Ty
@ (x, O) =1
B (X, 00 =PFa

Condi¢des de Contorno:
&ty
Zx "
&
Tax
S,
Tax

=0 for x=0

8 x, t) =Tx
B (X, £ = forx=1L
@y (X, t] =Fp

Onde,

iy =1 [x, t] = Potencial de Temperature
By =T [x, t] = Potencial deUmidade

H3 =F [x, f] = Potencial dePressio

+oAd G oAl cddk
Cy Sgp0d K K Kis Uy kam'] A ,lkp
Chy |=| 4 P00 Ky Km Ka|=| € © o §=ci
= "
Cy —amjmﬁ K31 Kmp K3 sAdky, ol Bglel
T
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oy = Densidade

C; = Heat capacity

G = Modasture capacity
Cp = Fressure capacity
£ = Ratio of the vapour diffusion coefficient to the coeficient

of the total diffusion of meoisture

A = Latent heat of wvaporization

d = Thermogradient coefficient

ky = Coefficient of thermal conductivity
kp = Coefficient of mass conductivity

k, = Coefficient of pressure conductivity

para nosso proposito pratico assumimos que:

Ty = 30.0°C Ty =580.0°C
M, = 13.5°M Mg =25.5°M
Py = 0.0Pa Ps = 100 Fa

Propriedades do Silicon Gel:
0o = 550.0;
cg; = 246.0;

=0.03:

= N R N

=0.3:

= E LSl o

=0oO.&a7F:

= 70553 .0;
4.0
i
e
107

F=%

Cm

o ;gwmw

=

&
I

Termos calculados:
Cp =05 m 4
C:=6A 0y Oy, 2

C3=—1ﬂuE‘P H

K 1= (K + €1K,) &;
Kll_Q =eAdK,;

K]_._3 =EA:KP [

K1 =€A8K,:

v

K2 2 =E.;|.Ii“,:

v

K23=E.1:KP.:

K3I_1=EAI% [
K3r2 =E.1:KP;
AK2 [e-1)
L5 & e
B

Table[K; ;, £i, 1, 33, . 1, 3}] // MatrixForn
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Tamanho do Corpo:

i

Condig¢oes no Contorno x=L.:
e [L, t ] =80.;

&L, t ]=28.5;

e [L, t ]=100.;

Condigoes Iniciais:
O [x ,0.]1=30. ;
[x ,0.1=13.5 ;
&[=x ,0.]1=0.:

Termos obtidos do sistema homogéneo:
Fi =0i[x,0.]1-%]L, t]:

Autovalores:
(-F) =

L il L

Autofuncoes:
B 5 [x ] =Cos[m 3 x]:

Ordem de truncamento:

M =10;
M =10;
M =10;

Termos da inversa a serem calculados:
Fs = H[Flatten {Table[® ;, {i, 1, 3}, {3, 1, M:}131]
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Sistema de EDO’s truncado:

Potenciais como series de autofungdes:

Tabelas de valores para cada potencial:

Graficos das distribui¢des de cada potencial:
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APENDICE II

IMPLEMENTACAO NO FORTRAN

Apresentamos o algoritmo em Fortran que mostra a solu¢do por transformada
integral para variante do problema de Luikov, usando as propriedade do Silicon Gel.
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