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RESUMO

Adota-se o emprego simultdneo de técnicas de programagdo simbdlica
declarativa e métodos da matemdtica computacional de caracteristicas hibridas
analitico-numéricas para o desenvolvimento de ambientes informatizados que facilitam
o processo de aprendizado assistido por computador. E caracteristico nos contetidos de
diversas disciplinas pertinentes as grandes dreas das ci€ncias exatas do conhecimento
como ciéncia da computacdo, engenharias, ciéncias fisicas, medicina e matemadtica a
existéncia de uma série de estigios associados a necessidade de constru¢cdo do processo
de aprendizado: conceituacdo fenomenoldgica, modelagem matemadtica das equacgdes
governantes, solucdo matemdtica, visualizagdo dos resultados e interpretacdo
fenomenolégica. Num unico ambiente informatizado, estes estigios podem ser
disponibilizados e acessados de maneira simultinea e interativa, o que é concebido
segundo uma metodologia sistemdtica de abordagem do conhecimento. Com finalidades
pedagdgicas, se modularizam os diversos estagios de construcao do aprendizado citados
acima, que por sua vez sdo ramificados segundo hierarquias de aumento de
complexidade de conteddos, permitindo a construcdo de um processo de aprendizado
mais dindmico, personalizado e estimulando a autonomia. As aplicacdes educacionais
sdo discutidas e disponibilizadas na forma de software, implementados via
Mathematica® . Dois problemas de areas distintas do conhecimento sdo tratados: um de
crescimento populacional e outro de modelagem avancada, no caso da transferéncia de
calor ndo-linear. No primeiro, concebido dentro de um projeto internacional Brasil-
Alemenha, denominado WAVES, parte-se da necessidade de disponibilizar, em um
ambiente integrado, todos os estdgios do conhecimento que permitam compreender e
trabalhar o assunto abordado, como eventualmente estender o modelo matematico
associado. No segundo, destaca-se a existéncia de complexas formulacdes matematicas
e a necessidade de se facilitar para o aprendiz associar férmulas e conceituacdo
fenomenoldgica pertinentes. Para tratamento e solu¢do deste problema avancado
utilizam-se os formalismos de um método analitico-numérico, denominado Técnica de
Transformada Integral Generalizada. Recorre-se a utilizacdo de tabelas, gréaficos e
animacoes para favorecer o processo de aprendizado.



ABSTRACT

It is adopted the simultaneous use of declarative symbolic programming
techniques and computational mathematics methods with hybrid analytic-numerical
characteristics for the development of environments that facilitate the computer aided
learning process. It is familiar in the set of contents of several pertinent disciplines related
with the well-known areas of the exact sciences of the knowledge as computer science,
engineering, physical sciences, medicine and mathematics the existence of a amount of
steps associated to the need of the learning construction process: Establishment of
phenomenological concepts, mathematical modeling of the governing equations,
mathematical solution, visualization of results and phenomenological interpretation.
These steps can be ready for use and for interactive access in a same environment. This is
designed according to a systematic methodology of knowledge approach. For pedagogical
purposes, the several steps of learning construction above mentioned are arranged
according sets of cells which are ramified in a tree form taking in account hierarchies of
increasing complexity from the set of contents, allowing the construction of a more
dynamic learning process, personalized and stimulating the autonomy. As educational
applications, two problems from different areas are discussed and available as a computer
program that is implemented in the software Mathematica®. The first one deals with
population migration and the other with advanced modeling, focusing a non-linear heat
transfer problem. The first one was defined in a Brazilian-German international project
named WAVES, with the goal of became available all the steps of the knowledge to use
in an integrated environment that allows to understand the approached subject and
eventually to extend the associated mathematical model. In the second problem, it is
pointed out the existence of complex mathematical formulations and the need of larger
reasoning abstraction to associate formulas and phenomenological concepts. In order to
solve this advanced mathematical problem it was chosen the formalisms of a analytic-
numerical method, named as Generalized Integral Transform Technique. It is shown the
use of tables, graphs and animation for highlighting the learning process.
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SUBESCRITOS

Ordem das auto-quantidades ou indice de linha e coluna, respectivamente.
Solugdo de regime permanente (estado estaciondrio).

Relativo ao problema homogéneo.



1 Introducao

Em meados do século passado, com o aparecimento dos primeiros computadores
nos grandes centros de pesquisa, havia um restrito nimero de maquinas por usudrio,
portanto, o acesso era muito disputado e limitado. Utilizavam-se entdo ambientes de
programacdo onde as linguagens possuiam estrutura e sintaxe muito distantes das
linguagens naturais e o conhecimento praticamente se encontrava disponivel apenas em
edicoes impressas em papel. Estes fatores criavam uma realidade: o homem trabalhava
para a maquina. Para poder construir, implementar algoritmos e interpretar a informagao
processada, o programador precisava adaptar o raciocinio para desenvolver suas tarefas
nas ferramentas disponiveis [01].

Atualmente, se caracteriza um processo inverso. Com a popularizacdo do acesso
ao computador e se considerando o continuo aumento na capacidade de armazenamento
de dados, velocidade de processamento e recursos das técnicas de programacao, passou-
se a desenvolver abordagens computacionais que melhor assistissem ao raciocinio
humano, fazendo com que a méquina trabalhasse cada vez mais para o homem. Isso
caracterizava uma busca por novos recursos computacionais visando dinamizar as
interfaces homem-maquina, de forma que a informac@o pudesse ser mais rapidamente
trabalhada e assimilada com o auxilio do computador.

Mesmo atualmente, o estudo de modelos matemadticos relativos a problemas
oriundos das grandes dreas do conhecimento associado as ciéncias exatas, citando-se
medicina, ciéncia da computacdo, fisica e engenharias, continua a ter a fase de
modelagem computacional sem um uso mais racional e abrangente de modernos
recursos e formalismos da ciéncia da computacdo [02-10]. Por exemplo, para solugdo de
sistemas de equacdes diferenciais parciais acopladas predomina o uso de linguagens
procedurais € métodos puramente numéricos [09,11,12]. Como conseqii€ncia, a
implementagdo de algoritmos e sua utiliza¢do a posteriori podem significar um grande
esforco a ser despendido pelo elemento humano, chegando-se, em casos criticos, a ndo
se atingir objetivos esperados [13-15].

Dentre os modelos tratados nessas grandes areas, citam-se: problemas avangados
em ciéncias de fluidos térmicas [02-05,09,13-16], crescimento tumoral [17], ondas
sonoras [18], aplicacdo do método de Runge-Kutta em problemas de elastoplasticidade
[19] e andlise de circuitos eletronicos ndo-lineares [20]. Nestes tipos de problemas
observa-se uma necessidade de tratamento pedagdgico e simultineo de conceituagao
fisica, modelagem matematica e interpretacdo de resultados [21,22]. Neste contexto,
didaticamente, € necessario associar, de modo interativo e facilitador, conceitos fisicos a
matemadticos avancados. Isto caracteriza uma crescente necessidade para se melhor
viabilizar os esfor¢os associados a implementagao de algoritmos nas dreas tecnologicas
e afins.

Torna-se, portanto estratégico desenvolver, simultaneamente nos aspectos
fisicos, matemdticos e computacionais, novos formalismos e técnicas para facilitar a
solucdo de problemas e interpretacdo de resultados obtidos, através do doravante
denominado Aprendizado Assistido por Computador, AAC [04,09,10,11,12,23-26].
Uma proposta que oferece novas possibilidades nesse ramo constitui a utilizacao
conjugada de computacdo simbdlica, técnicas de programacdo baseada em regras,



programacdo funcional e métodos nao cldssicos provindos da matemadtica, como as
técnicas ditas analitico-numéricas, para melhorar o processo de raciocinio humano
assistido por computador, traduzido através da computacao hibrida [04,09,10, 23-26].

Neste cendrio, aborda-se o uso destes recursos para se conceber uma abordagem
sistemdtica de tratamento e andlise unificada, com caracteristicas interativas, que €
disponibilizada num mesmo arquivo eletrénico e que simultaneamente permite:
aprendizado de conceitos tedricos, manipulacdo analitico-numérica de fdérmulas
matematicas, técnicas de solucdo e andlise fenomenoldgica, concebida com auxilio de
recursos graficos e animagao.

Para fins de aplicacdo opta-se pela escolha de dois casos: um problema real e um
caso académico. No primeiro, aborda-se um problema especifico de modelagem de
crescimento populacional para ilustracio da abordagem proposta no processo de
aprendizado assistido por computador. Este foi concebido a partir de um projeto
internacional Brasil/Alemanha, denominado WAVES [27] e que estd em andamento nos
ultimos seis anos. Neste, a UFC constitui o principal parceiro brasileiro e financiou uma
bolsa de estudos para execucdo desta dissertagao.

No segundo caso, se optou por um problema avancado, proveniente das dreas de
ciéncias fisicas e engenharias, abordando-se a transferéncia de calor em problemas nao-
lineares, o que envolve, além dos estdgios criticos do processo de aprendizado de
conceitos fisicos associados, o dominio de uma técnica de solucdo de equacdes
diferenciais, no caso a Técnica de Transformada Integral Generalizada, (Generalized
Integral Transform Technique, GITT) [02,05,09,10]. Para tanto, como serd mostrado
posteriormente, serdo utilizados, com maior €nfase, recursos visuais de carater didético,
como a animacao grafica, que simula para o aprendiz a dindmica temporal do fendmeno
de transferéncia de calor em uma barra, o que facilita a concepcdo fisica do efeito da
difusdo de calor.

Nos sub-capitulos seguintes é apresentada a revisao bibliografica, abordando o
AAC, a computagdo hibrida e os métodos analitico-numéricos.

O capitulo dois reporta-se a metodologia de abordagem do processo de
aprendizagem assistida por computador, destacando-se a aplicacdo ao problema de
crescimento populacional. No capitulo trés, direciona-se esta metodologia para o
problema de modelagem avancada, enfocando a transferéncia de calor em regime
transiente. Resultados e discussdo sdo apresentados no capitulo quatro. O capitulo
consecutivo reporta-se as conclusdes e sugestoes.

1.1 Revisao Bibliografica

1.1.1 Aprendizado Assistido por Computador

Conforme defende a literatura ocidental, os primeiros softwares educacionais a
surgirem datam da década de sessenta. Nesta época, estes se restringiam a ambientes de
pesquisa e caracterizavam-se basicamente na relacdo estimulo-resposta. As duas
décadas seguintes trouxeram grandes modificacdes na concepg¢do, elaboracdo e



utilizacdo desses programas, com a incorpora¢do de novos avancos alcancados
principalmente nas dreas de psicologia, pedagogia e computacao. Como por exemplo:
estagios de desenvolvimento de Piaget, novas alternativas de ensino-aprendizagem, os
conceitos de inteligéncia artificial [28], computacdo simbdlica e mais recentemente a
internet [29,30,31].

Essas novas realidades impuseram novos ritmos e dimensdes na atividade
educacional, fazendo com que as técnicas tradicionais de ensino-aprendizagem,
baseadas unicamente no livro didético e no quadro-negro, cada vez mais cedessem lugar
a técnicas mais atualizadas, que incluem o computador como ferramenta indispensavel.
Nestas novas tecnologias de aprendizado, o livro passa a ser substituido por discos
opticos (CD-ROM) e o quadro-negro, pela projecdo na parede da imagem gerada pelo
computador (quadro eletronico). O computador assume a caracteristica de um recurso
pedagdgico privilegiado e o software educativo o seu material didatico [09,11,12].
Dentre os recentes tipos de software educativo podemos citar: simuladores, jogos,
tutoriais, sistemas especialistas e outros [29].

Dentro dessa nova perspectiva, Moura [30,31] destaca a classificacdo do
denominado ensino tecnoldgico profissionalizante, que difere do ensino convencional e
aponta algumas caracteristicas do primeiro: o wuso intensivo de laboratdrios
experimentais, o uso do computador como importante ferramenta de auxilio na
elaboragdo de projetos, valorizacio da exploracdo dos sentidos humanos, a utilizacao de
métodos diferenciados de avaliacdo e colocagdo do conhecimento em praitica, via
estagios profissionalizantes.

Uma interessante proposta de apoio ao ensino tecnoldgico que se deve investir
consiste no desenvolvimento de novas alternativas via AAC. Nesta Otica, destaca-se
uma mengdo a experiéncia desenvolvida em universidades bulgaras, onde ha mais de
trinta anos, ja se desenvolviam metodologias visando incorporar avancos da ciéncia da
computacdo e matemdtica aplicada, para melhorar a arte da programacdo e da
informadtica educativa. Desde cedo, foi criado um doutorado em matematica aplicada e
computacdo, um centro de treinamento de professores de ensino médio, com
abrangéncia nacional. Houve uma florescente producdo cientifica voltada
principalmente ao ensino e desenvolvimento cientifico e tecnolégico [09-12,32].

Nas duas ultimas décadas, o aparecimento e melhoria das linguagens de
programacdo simbdlicas, trouxeram um substancial impulso ao desenvolvimento do
AAC. Adicionalmente, houve substancial contribuicdo de técnicas de programacao
funcional e programacao baseada em regras [4,6-10,33,34].

Esses sistemas incorporaram uma variedade de recursos de programagdo com
potencial aplicacdo na educacdo, tornando possivel preparar documentos mais
interativos, cujo impacto extrapola um ambiente de aprendizado tradicional. Assim, o
processo de aprendizado pode ser construido a partir de arquivos eletronicos, que
permitem trabalhar: texto didatico, inclusive utilizando hipertexto, a manipulacio
analitico-simbdlica das equacdes associadas e a soluc@o de problemas fisicos.

A seguir s3o citadas algumas ferramentas educacionais que podem ser
incorporadas na constru¢cdo do aprendizado assistido por computador [04,09-11,25,26].

Recursos de hipertexto: Durante a leitura e manuseio de grande quantidade de
informacdes, as referéncias podem ser facilmente cruzadas, permitindo saltos entre estas
sem a necessidade de seguir uma seqiiéncia de leitura enfadonha e tnica [09-11,25].



Recursos de multimidia: permitem que se armazenem informagdes visuais e
sonoras dentro de um mesmo documento de leitura [29,31].

Recursos de computacdo simbolica: disponibilizam a solucdo analitica e
numérica de um grande nimero de problemas, destacando-se 0s que exigem intensa
manipulacdo analitica. Exemplos: cdlculo integral, simplificacdes de expressdes
analiticas, operacOes sobre matrizes, etc. [04,15,16,23,24,35].

Recursos de computagdo numérica: processam a solucdo numérica de inimeros
problemas matemadticos que modelam fend6menos e processos do mundo real. Potenciam
larga aplicagdo em estatistica, economia, fisica, medicina, engenharias, matematica,
entre outros [36,37,38,39].

Recursos de computagdo grafica: Tornam possivel uma andlise qualitativa a
partir de informacOes quantitativas. Permitem a representacdo visual de dados
numéricos, fungdes e expressdes matemadticas complexas, através de tabelas, graficos
bidimensionais e tridimensionais, € animagdes [06,07].

E finalmente a internet: Os hipertextos também podem ser utilizados como
hyperlinks da atual rede mundial de computadores, 0 que aumenta as possibilidades em
outras dreas educacionais, especialmente na educagdo a distancia [29,30,31].

1.1.2 Computacao Hibrida

Na década de sessenta do século passado, durante o periodo da corrida espacial,
visando minimizar o esforco empregado na elaboracio de cédlculos, dois grandes blocos
econdmicos investiam pesado em pesquisa. Enquanto os Estados Unidos e Europa
concentravam-se no desenvolvimento de métodos denominados puramente numéricos
(diferencas finitas e elementos finitos), que requisitavam um crescente esforco
computacional, os paises do Leste Europeu e Russia concentravam bastante esfor¢co em
sistematizar extensas manipulagdes analiticas, realizando um grande avanco no
desenvolvimento de métodos com caracteristicas mais analiticas [04,09-12]

Ainda neste periodo, da necessidade de se atribuir a maquina a cansativa tarefa
de manipular algebricamente extensas expressdes matemdticas, nasce a computacao
simbdlica, o que tornou ainda mais poderoso e atrativo o desenvolvimento e utilizacao
de métodos com caracteristicas mais analiticas [40,41]. J4 nesse tempo foram
registradas inimeras publicacdes, em livros e jornais especializados do bloco oriental,
apresentando métodos computacionais analitico-numéricos para aplicacdo ao cdlculo
diferencial e integral, com diversas aplicacdes industriais. Infelizmente quase toda esta
rica literatura, escrita em russo € ucraniano, nao se tornou conhecida no ocidente.

A partir da década de setenta, inimeros cientistas do Leste Europeu migraram
para o ocidente em funcdo do declinio econdmico de seus paises. Com isto,
pesquisadores de ambos os blocos se uniram, buscando criar novas alternativas de
tratamento e solu¢do de equagdes diferenciais, através de metodologias sistemdticas e o
desenvolvimento da computagdo simbdlica.

Principalmente a partir da década de oitenta, os novos avan¢os computacionais,
tal como grande aumento da capacidade de processamento e de armazenamento de
dados proporcionaram uma ampliacdo nos sistemas de computagdo simbdlica
[04,07,08,34,40,42]. Esses passaram a ser programas de aplicagdo mais geral,
apresentando novos recursos de programac¢do simbdlica, numérica, grifica e trazendo



ambientes de desenvolvimento proprios, voltados principalmente a utilizagdo de
programacao declarativa.

A utilizagdo desses ambientes de programacgao simbdlico declarativa, tais
como o Mathematica®, abriu uma nova tendéncia na criagao de cédigos na utiliza¢ao
dos recentes avancos em formalismos matemdaticos com caracteristicas mais analiticas,
como a abordagem analitico-numérica provida pela GITT. Surge assim a computagdo
hibrida, como uma ferramenta resultante do uso conjunto da programacio simbdlica
declarativa e métodos analitico-numéricos [03-12,15,23-25,35].

Esta conjunc¢do permitiu a implementacdo de algoritmos matemadticos que
guardam importantes informagdes analiticas associadas as equagdes diferenciais parciais
e permite utilizar recursos da andlise matemaética para otimizar a convergéncia numérica
dos algoritmos. As linhas de comando, representadas através de regras e fungdes,
transferem ao computador a tarefa de manipulagdo analitica, o que nao é executdvel se
usando linguagens de programacdo procedurais, citando-se o Fortran ou C [45]. Esta
ultima caracteristica fica mais critica quando se pretende tornar mais atrativa a
programacao avangada.

Destaca-se que o uso de linguagens de programacgio procedurais conjugadas a
métodos ditos puramente numéricos ndo permite levar para os algoritmos
implementados informagdes da matemadtica avangada, o que pode ser traduzido em nao
se proceder a um controle eficaz do processo de convergéncia e mesmo estabilidade
numérica.

1.1.2.1 Programacao Simbdlica Declarativa

A computacdo simbdlica permite automatizar 0s processos computacionais
relacionados a solucdo de problemas matemadticos, enfatizando a computagdo discreta
sobre simbolos representando objetos matemadticos. Estes podem ser numeros,
polindmios, radicais, fun¢des trigonométricas, grupos, vetores, tensores € muitos outros
[40].

Historicamente, a computagdo simbdlica surgiu da necessidade de se atribuir a
mdquina a cansativa tarefa de manipular algebricamente extensas expressoes
matematicas, a fim de permitir aos interessados o estudo e andlise de modelos cada vez
mais complexos [23]. Tipicamente, 0os processos a serem automatizados sao operacoes
de aritmética, dlgebra e cdlculo avancgado.

As primeiras referéncias documentadas de programas manipulando simbolos por
computador datam de 1953, segundo H. G. Kahrimanian [41]. A partir dai, surgem
programas computacionais capazes de manipular polindmios, resolver equacdes e
calcular derivadas de fungdes. Em 1966 houve as duas primeiras conferéncias sobre
célculo simbdlico, ocorridas em Washington e Pisa. Na década de 70, surgiram
programas computacionais que integravam fungdes analiticamente e outros para a
solucdo simbdlica de equacdes diferenciais e integrais [40].

Na década de oitenta surgem os primeiros grandes e complexos programas de
aplicacdo mais geral de processamento simbdlico. Eles ja integravam uma série de
recursos de computacdo numérica e grafica ao seu poder de processamento simbolico,
mas ficavam restritos ainda a computadores de grande porte, devido as suas extensas
necessidades de memoria. Novos avancos computacionais das duas ultimas décadas,



como a crescente evolu¢do dos microcomputadores, proporcionaram uma ampliagdo e
popularizacdo desses sistemas.

Os mais recentes ambientes de programagdo simbodlica propiciam o
desenvolvimento interativo de programacao através de diferentes paradigmas com o uso
conjunto de modernos recursos da ciéncia da computacdo para finalidades educacionais,
citando-se: animagdes, multimidia, hipertexto, internet [06-08,22,33,42]. H4 um vasto
campo de aplicacdes em trés grandes linhas, caracterizadas na pesquisa, educagdo e
industria [41], onde se destaca o uso predominante dos seguintes sistemas: Maple,
Mathematica, Matlab e Mathcad.

O Mathematica® particularmente conta com um grande nudmero de funcdes
matematicas ja implementadas, como: diferenciacdo, integracdo, cdlculo de limites,
célculo vetorial, representacio em séries de Tailor, entre outras. Novas funcdes
matematicas podem ser definidas a partir das operacdes e funcdes ja disponiveis através
de um ambiente de programacao.

1.1.2.2 Métodos Analitico-Numéricos

Do ponto-de-vista da matemdtica computacional, os métodos provindos da
matematica para solucao de equagdes diferenciais podem ser definidos como puramente
numeéricos ou hibridos analitico-numéricos [04].

Os métodos analitico-numéricos permitem a constru¢do e implementacdo de
algoritmos com caracteristicas fortemente analiticas, conseguindo-se maior abrangéncia
quando se adotam ambientes de programacao simbdlica declarativa.

Entre as principais classes de métodos analitico-numéricos amplamente
utilizados para desenvolvimento de programas aplicados nas grandes dreas das ciéncias
exatas mencionadas anteriormente, destacam-se:

- Quadratura gaussiana [36,37,44], que permite a integracao numérica.

- Transformadas Integrais [45] (Método Espectral, Método de Colocacao
Ortogonal e GITT), que visam a solucdo de intimeras classes de problemas
matematicos, com destaque para as equagdes diferenciais parciais.

- Transformada de Laplace generalizada [46-49], também para solucdo de

equagdes diferencias parciais.

De particular interesse para a concepcdo de algoritmos matematicos através da
computacdo hibrida é o uso da GITT, devido suas caracteristicas, que serdao
posteriormente discutidas e que permitem resolver varios tipos de problemas avangados
de interesse das ciéncias fisicas e engenharias.

1.1.2.2.1 A Técnica de Transformada Integral Generalizada

Os principios da Técnica de Transformada Integral surgiram na década de
setenta, de uma generalizacdo da teoria classica de separacdo de varidveis, segundo os
trabalhos de Ozisik e Murray [50]. O primeiro livro sobre o assunto, publicado em
1984 por Mikailov e Ozisik [02], apresenta os formalismos do Método de Transformada



Integral Classica (CITT - Classic Integral Transform Technique) aplicados em
problemas de difusdo de calor e massa, que foram divididos em sete classes.

Ja na década de oitenta, apareceram varios artigos na literatura especializada
sobre a aplicacdo da CITT [51-63], agora abordando outros problemas que antes eram
resolvidos apenas por métodos puramente numéricos como: diferencas finitas,
elementos finitos e volumes finitos, ressaltando algumas vantagens observadas:

- Nao utilizagdo de malhas, fator que se torna critico em problemas
multidimensionais.

- Menores taxas de convergéncia numérica.

- Reducdo de tempo de processamento, pois este se concentrava apenas em uma
Unica varidvel (temporal), portanto problema unidimensional.

- Solugdes Benchmark.

O segundo livro sobre o método, publicado em 1993 por Cotta [03] apresentou
uma extensdo dos formalismos clédssicos para aplicacdo em problemas ndo-lineares e
propds a utilizacdo de novos mecanismos para acelerar a convergéncia numérica como:
Técnicas de filtragem, ordenamento de espectro de autovalores, balancos integrais e
métodos adaptativos, dando origem a GITT.

Ainda na década de noventa o método ganha um adicional suporte com a
utilizacdo da programacdo simbdlica nos formalismos analiticos. O aparecimento dos
ambientes simbolicos de programacdo trouxe um substancial impulso no
desenvolvimento e utilizacdo de GITT no tratamento analitico, solugdo numérica e
visualizacdo grifica de sistemas de equacdes diferenciais parciais ndo lineares
acopladas.

Os formalismos de GITT baseiam-se numa metodologia sistemdtica que parte da
escolha de um problema auxiliar de autovalor, que encerra informagdes relativas aos
operadores do problema original nas varidveis espaciais que serdo eliminadas.
Desenvolvem-se pares de operadores, que sdo aplicados ao problema original,
efetuando-se a transformada integral. O sistema transformado resulta num sistema de
equagdes diferenciais ordindrias (ODE) infinito, ndo-linear, que € truncado de acordo
com a precisdo prescrita desejada e resolvido analitica ou numericamente com controle
de erro, através de bibliotecas de sub-rotinas cientificas. Finalmente, os potenciais
originais sdo construidos a partir da utilizacdo dos operadores de inversdo sobre os
resultados do sistema transformado.

As aplicacdes atuais de GITT em ciéncia e tecnologia podem ser resumidamente
agrupadas nos seguintes grupos [03,07,08,10-16,64]:

a) Problemas com coeficientes varidveis nas equagdes.

b) Problemas com coeficientes varidveis no contorno.

¢) Problemas com contornos variaveis.

d) Problemas que envolvam problemas auxiliares de dificil solucao.

e) Problemas ndo lineares, citando-se como aplicacdes tipicas a solucdo de
equagdes de camada limite, Navier Stokes e problemas ndo-lineares de secagem.

No Capitulo seguinte € discutida a metodologia de abordagem do processo de
aprendizado assistido por computador, fazendo-se uma aplicagdo a um problema de
crescimento populacional.



2 Abordagem do Aprendizado Assistido por
Computador

A 1déia basica que serd tratada a seguir trata da andlise e caracterizagdo de um
processo de aprendizado assistido por computador, mais especificamente falando, que
possa lidar com contetudos pertinentes a disciplinas das grandes dreas de conhecimento
anteriormente caracterizadas.

Nesta direcdo, € necessdrio destacar como pré-requisito para construir esta forma
de aprendizado que o aprendiz possua uma formacdo minima em ciéncia da
computacdo, mas entende-se que experiéncia pessoal anterior em lidar com processos de
constru¢do e implementacdo algoritmica certamente atuard como elemento facilitador
nesta proposta de aprendizado.

Na Figura 2.1 exibida a seguir, ilustra-se a sistematizacdo bdasica das ferramentas
e formalismos utilizados para promover a abordagem do aprendizado assistido por
computador, segundo uma tentativa de tratamento unificado de disciplinas das grandes
areas de conhecimento. Numa andlise preliminar, para que o raciocinio humano
promova o processo de aprendizado, a abordagem do conhecimento assistido por
computador passa simultaneamente a se estruturar segundo dois grandes blocos,
caracterizados nos campos laterais, mais a esquerdo e mais a direita, da Figura 2.1.

~ Abordagem do
Computacéo q A g d q Concepcao tedrica
Simbolica pr.en_ 1zado (Fenomenologia)
h Assistido por h
. Computador
Técnicas de Métodos
Programacao Analitico-numéricos
- Procedural Técnica de
- Funcional Transformada Integral
- Baseado em regras Generalizada
Tratamento Unificado do Conhecimento

Figura 2.1: Visao geral da abordagem do aprendizado assistido por computador segundo o
tratamento unificado do conhecimento.

Um primeiro elemento questionado, a experiéncia em programacao, que ¢é
apresentado no lado esquerdo superior da citada figura, caracteriza-se primordialmente
pelo uso de computagdo simbdlica e técnicas de programagdo declarativa. Este estagio
de formacao favorece o uso de técnicas de aprendizado com auxilio do computador [09-
11]. Torna-se possivel definir conjuntos de regras, segundo expressdes e funcgdes
escritas na notacdo matemdtica tradicional, que automaticamente manipulam
procedimentos analiticos e outras estruturas matemadticas avangadas [04,06-12,23-26].



Como grande ganho, tarefas sdo repassadas ao computador com o intuito de sistematizar
o processo, diminuindo significativamente os esforcos em operacdes repetitivas e
mecanicas para refazer manualmente cdlculos associados a manipulagdo de extensas
expressoes matematicas.

Outro papel relevante na proposta em discussdo € expresso pelo contato
eletrbnico com modelos matemdticos mais avancados, o que € realizado pelo
computador via a interpretacao automatizada de regras inteligentes. Um exemplo destes
poderosos recursos pode ser visto nas seguintes tarefas: aplicar a regra da cadeia para
obter a derivagdo analitica de um conjunto de func¢des analiticas e, em qualquer
momento desejado, se introduzir facilmente no ambiente de aprendizagem novas
funcodes e reaplicar a regra da cadeia. Este grau de liberdade promove o aprendizado
autonomo.

O segundo grande bloco da Figura 2.1 € traduzido pela experi€ncia pessoal,
mostrado no seu lado direito, que expressa o grau de conhecimento anterior especifico
em fenomenologia fisica (0o que mede o nivel de capacidade em abstracio no
raciocinio), formacdo matemética minima e cursos de métodos numéricos, para que se
atinjam niveis de aprendizado previamente planejados.

Em situagdo critica, quanto maior a complexidade do contetido do conhecimento
a ser abordado, maior pré-requisito constituird a necessidade de uma formacdo humana
mais especifica. Esta realidade caracteriza o aparecimento da modelagem dita avancada,
quando o uso marcante de métodos numéricos se torna necessdrio para se atingir o
estado da solucdo numérica, o que precede os estidgios finais do processo de
aprendizado. Nestes tipos de problemas geralmente se lida com modelos matematicos
expressos por equagdes diferencias parciais ndo-lineares, passando os métodos
analitico-numéricos a assumirem um papel promissor na computacdo hibrida
anteriormente discutida.

A seguir, no subitem 2.1, se discute como os estdgios do processo de constru¢ao
do aprendizado assistido por computador sdo definidos no tratamento unificado do
conhecimento.

2.1 Tratamento Unificado do Conhecimento

Para a constru¢dao do aprendizado em contelddos programadticos, relatou-se no
item 1.1.1 a necessidade de simultaneamente se trabalhar: conceituagdo, formulacao
matemadtica e interpretacdo fisica e da aplicacdo dos avancos computacionais nessa
realidade. No contexto da abordagem apresentada, essa caracteristica € realizada no
denominado Tratamento Unificado do Conhecimento, representado pelo bloco inferior
central da Figura 2.1. Esse tratamento de construcdo, criado através da utilizacdo das
ferramentas e formalismos apresentados na Figura 2.1, cobre todas as fases de pesquisa
e desenvolvimento de forma interativa e ciclica e visa ser geral para as grandes dreas do
conhecimento cientifico.

A seguir, o Tratamento Unificado do Conhecimento € introduzido visualmente nos seus
vérios estdgios e caracteristicas na Figura 2.2. Esse esbog¢o visual também pode ser visto
como um detalhamento do bloco unico que representava 0 mesmo tratamento na Figura
2.1.



Tratamento Unificado do Conhecimento

Conceituacao
(Fenomenologia fisica)

}

Tratamento Analitico
(Modelagem analitico-numérica)

|

Solucao
(Implementagéo)

}

Tratamento de Dados
(Visualizagéo de resultados)

Interpretacao
Fenomenoldgica

Figura 2.2: Estagios de Construcdo do Processo de Aprendizado Assistido por Computador
Segundo o Tratamento Unificado do Conhecimento.

Em caréter de constru¢do temporal e hierdrquico do processo de aprendizado,
estruturam-se didaticamente os seguintes estdgios que definem a navegacdo no ambiente
de aprendizado: Conceituacdo, que expressa a necessidade de incorporar conceitos e
formalismos tedricos. Tratamento Analitico envolve a concep¢ao e manipulacdo passo-
a-passo do modelo analitico que descreve quantitativamente o problema matemaético
associado. Nesta fase, eventualmente pode ocorrer a necessidade de utilizacdo de
conceitos e leis provindas da matemadtica e do problema fisico. Solucdo, este estagio
prevé o uso de métodos provindos da matematica computacional e objetivam se obter a
solucdo do problema matemdatico em discussdo, geralmente expresso por equacodes
diferenciais. Tratamento de Dados, obtido a partir de arquivos de dados numéricos,
gerados a partir do item anterior, € que podem ser concebidos e visualizados nas formas
de tabelas, graficos e animacdes. Interpretacdo Fenomenoldgica, que constitui um
poderoso mecanismo de constru¢cdo do aprendizado, que, de forma combinada com os
demais estdgios ja apresentados, pode interagir com qualquer dos inimeros estados da
aprendizagem anteriormente construidos pelo aprendiz. Ressaltam-se aqui os recursos
de animacdo, que podem reproduzir virtualmente a dinamica associada ao fendmeno
fisico. Estes estagios doravante serdo denominados em conjunto, por estagios de
construcao do processo de aprendizado assistido por computador.

Do ponto-de-vista do processo de construgdo, € possivel se conceber num tnico
arquivo eletronico todos os estdgios descritos acima, que podem ser acessadas segundo
uma crescente complexidade de interpretacdo dos conteidos programéticos
estruturados. Os conteddos programaticos especificos dos diversos estdgios, por sua
vez, sdo alocados em sub-células [04,07-10,25], segundo um grau de hierarquizacdo de
crescente complexidade de interpretacdo destes. Independentemente como sao dispostas
no documento, as células podem ser navegadas de modo personalizado, atingindo os
ciclos definidos na Figura 2.2, até que o aprendiz venca todas as etapas da construg¢ao
do aprendizado.
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Durante o processo de navegacao, gera-se um ciclo dindmico, ja que varios dos
estdgios podem ser acessados a qualquer momento e em diferentes combinagdes, o que
formaliza um conjunto de modos de abstracdo do raciocinio, de modo a reforcar o
aprendizado autdonomo na construcdo do processo de aprendizagem. Em sintese, o
processo de aprendizado fica mais dindmico, ao se acessar os contetidos de aprendizado
construidos e trabalhados nas diversas formas eletronicos mencionadas. Além do mais,
€ possivel a criacdo on-line de blocos didaticos complementares a partir dos contetidos
previamente disponibilizados, enaltecendo o processo de aprendizado autdonomo.

O cardter dinamico em se acessar quaisquer dos estdgios do processo do
aprendizado segundo moddulos discutidas acima no tratamento unificado do
conhecimento, EEC, ficam reforcados pelos recursos de programagdo existentes no
Mathematica®, que permitem modularizar a constru¢do do algoritmo segundo a
disposicdao em células e sub-células. Assim, torna-se facil e rdpido navegar e interagir
nos EEC, através de um sistema de links, com caracteristica de hierarquia entre as
células. Como recursos adicionais, nos estados associados a interpretacdo
fenomenoldgica, tabelas, graficos e recursos de animagdo grifica s@o disponibilizados

ao longo da navegacao no ambiente de aprendizagem.

Objetivando  caracterizar  aspectos  operacionais de ambientes de
ensino/aprendizado da metodologia discutida, apresenta-se na sessdo a seguir um
problema de crescimento populacional, que exige do aprendiz formacgdo de terceiro grau
completo. E no capitulo seguinte, um segundo ambiente informatizado de
aprendizagem, voltado a matematica computacional avancada, temadtica associada a
Cursos de P6s-Graduagdo em dreas de ciéncias exatas e engenharias.

2.2 Analise do Crescimento Populacional

2.2.1 Projeto Waves

O projeto WAVES (Water Availability, Vulnerability of Ecosystems and Society
in Northeastern in Brazil) insere-se num conjunto de projetos idealizados por
pesquisadores alemades, envolve vdrios paises cooperantes e estd direcionado ao estudo
da climatologia global, abordando vérios aspectos interdisciplinares: impactos sociais,
econdmicos, migracdo populacional, meteorologia, entre outros. Especificamente, o
projeto bilateral Brasil-Alemanha, WAVES, foi concebido com o objetivo principal de
estudar e buscar solucdes para problemadticas na regido Nordeste brasileira, partindo da
modelagem integrada dos elementos relevantes na cadeia causal (clima, dgua, solo,
politicas de preservacdo do meio-ambiente, vegetacao, populagdo, entre outros fatores).
Busca-se, através de generalizacOes estabelecidas a partir do estudo destes fatores
1solados e de seus correlacionamentos, gerar um pacote computacional que possa ser
utilizado por especialistas para contribuir no processo de estabelecimento de politicas de
planejamento regional, nacional e internacional.

Assim, os esforcos especificos por drea de conhecimento despendidos no projeto
e implementacdo algoritmica dos sub-cddigos associados a modelagem do projeto
podem ser caracterizados como muito vastos e diversificados. Por um lado, dreas de
conhecimentos com tradi¢des muito diferentes no processo de modelagem estdo sendo
reunidas para responder as questdes de integracdo colocadas pelo projeto. Por outro

11



lado, isto implica em um risco de que sejam gerados modelos complicados demais para
serem gerenciados e compreendidos por especialistas de dreas especificas.

Para minimizar este risco, uma abordagem empregada no projeto foi ressaltar a
integracdo entre os sub-cddicos implementados a partir de subdreas especificas do
conhecimento. Nesta fase, destaca-se o papel fundamental exercido pelos gerentes
principais do projeto WAVES.

Especificamente este projeto de dissertacdo de Mestrado, constitui uma proposta
de cooperacdo dentro do projeto bilateral WAVES/CNPq e objetiva contribuir na
pesquisa no problema de crescimento populacional. Foi intitulado formalmente por
“Andlise do Problema de Migracdo e Modelagem Integrada Utilizando Computacdo
Simbdlica”. Para tanto e visando-se oferecer relevantes contribui¢des na configuracdo
do modelo integrado, aplicaram-se ferramentas e metodologias, de natureza matematica
e computacional, estabelecidas no Capitulo 1, nos itens 1.1.1 e 1.1.2, com especial
destaque para o aprendizado assistido por computador e a computagdo hibrida.

Um dos objetivos especificos desse projeto constitui se estudar e propor a
modelagem do fendmeno de migracdo populacional. O modelo matematico foi
concebido sob orientagdo do lado Alemado, através do Prof. Maarten Krol, do PIK,
Potsdam Institut for Climate Impact Reserch, que detinha o conhecimento de caréter
mais global da fundamentacdo tedrica associado as grandes dreas constituintes do
projeto WAVES. Em sintese, se desenvolveu a abordagem sistemdtica, interativa e
pedagdgica do problema da migracdo populacional, concebida num ambiente
informatizado de aprendizagem.

Constatou-se que documentos desenvolvidos anteriormente em projetos
associados a modelagem integrada pelo lado alemdo utilizavam preponderantemente
linguagens de programagdo procedural, com €nfase para o Fortran. Portanto, os c6digos
implementados, guardavam informac¢do de computacdo puramente numérica, nao
permitindo ao usudrio um acesso mais genérico a outros tipos de informacao.

Desde ja se chama aten¢@o que a metodologia de interagdo cddigo-usudario pode
ser perfeitamente estendida para elaboracdo de outros sub-cédigos do projeto WAVES
como também para eventualmente reforcar o processo de integracao entre os diversos
sub-cédigos do modelo geral.

2.2.2 Apresentacao do Notebook

Cronologicamente o lado alemao sugeriu a leitura de literatura referente aos
problemas de modelagem integrada e migracdo populacional [65-70]. Com finalidade
académica, foi selecionado o modelo disponibilizado em Gray et al. [42], quando foi
concebida a proposta para a implementacdo de um algoritmo, visando posteriores
utilizagdes em estudos de migracao populacional nas regides do Ceard e Piaui.

A presente proposta de implementagdo enfoca basicamente o tratamento
unificado do crescimento populacional segundo Thomas Robert Malthus [42]. A partir
da andlise quantitativa do comportamento do crescimento populacional efetuado através
dos resultados disponibilizados via este modelo é possivel se estudar o fendmeno de
migracdo populacional. Os mdédulos foram implementados a partir do conceito de
notebook e célula. As abordagens, conceitual e matemdtica, sdo didaticamente
apresentadas através de textos, formulas e hyperlinks. Em seguida, técnicas de

12



programacdo funcional e baseada em regras foram utilizadas no ambiente de
programacdo simbdlica Mathematica® para se proceder a um tratamento analitico-
simbdlico do modelo, onde finalmente rotinas disponibilizam a andlise e discussao
critica dos resultados obtidos.

De acordo com Thomas Malthusian, a taxa de crescimento populacional no
tempo € diretamente proporcional ao tamanho atual da populacdo. Logo o modelo
assume a equagdo 2.1 como a seguir:

oP

ot

oP )
onde, o ¢ a taxa de variagdo da populagdo no tempo, k € chamada de taxa de

kP—r (2.1)

crescimento e r € a taxa de migragcao constante. A seguir € mostrada na Figura 2.3 uma
visdo geral do notebook, disponibilizando um contato preliminar com o conjunto de
informacoes.

Numa visdo unificada, a figura permite observar quatro topicos gerais
modularizados em células, que representam as etapas principais (primeira hierarquia) e
compdem todo o processo de aprendizado a ser trabalhado nas hierarquias subseqiientes
e detalhado a seguir.

£} waves.nb * -5 x|

|»

Analise do Problema de Migragao e Modelagem
integrada usando Computagao Simbolica

Projeto WAVES

b LEI DO CRESCIMENTO DE MALTHUSIAN 1|
b IMPLEMENTACAO JI
b ANALISE GRAFICA DA SOLUCAO JI
b ANALISE DE DADOS REAIS i

125% ~ 4| | v

Figura 2.3: Visao geral dos médulos do notebook para a analise de crescimento populacional.

Ainda na mesma figura, indicadores a esquerda dos médulos caracterizam o
acesso a primeira classe hierdrquica. Os quatros médulos podem ser facilmente
acessados a qualquer momento com apenas um clique de "mouse" sobre 0s mesmos.

A seguir, na Figura 2.4, se mostra a primeira célula aberta, que se reporta ao
primeiro estagio:
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181 x]

v LEI DO CRESCIMENTO DE MALTHUSIAN ]

O inglés Thomas Robert Malthus, Professor de Histéria e politica econdmica, estabeleceu o seu modelo de cresci-
mento populacional assurmindo que a taxa de cresimento populacioal no tempo € diretamente proporcional ao tamanho atual
da populagdo. Logo a equagéo:

3 P=kP+1(t)

Onde,

3y P & ataxa de vanagdo da populagéo no tempo

k é chamada de taza de crescimento.

r(t) é a taxa de migrag3o, que pode depender do tempo. E tem a forma r{t) = a(P(t) - C), onde C é uma constante
que pode também depender do tempo e da capacidade do local Contudo, vamos considerar r(t) uma constante.

Na resolugo cldssica desta equagdo, temos:
1) fator integrante; e

HPWe™=[re M @=cC- (i) ¢~ implicando P(f) = % +C e

DPH=PF = —i + 2™ onde C & uma constante que dependerd tanto da equag3o como da populago ini-
cial. Se assumirmos P(fp) = Pg, teremos:

C=(Py+ i)e'ktﬂ | assim;

P=-L+(pp+2 M=)

125% ~ 4] | _>|_I

Figura 2.4: Trecho da conceituacao textual e matematica do problema de crescimento populacional
de Malthusian gerado a partir da abertura da primeira célula da janela principal, disponivel na
Figura 2.3.

Esta célula foi concebida para se disponibilizar visualmente a conceituagcdo
textual e matemadtica do problema de crescimento populacional. Nesta etapa, hd
possibilidade de utilizagdo de recursos de hipertexto. E possivel se ter acesso adicional,
se desejado, através de palavras-chave, a outros médulos do mesmo documento, outros
notebooks ou até mesmo a outras fontes de informacao via internet.

Também se observam as bordas localizadas nas laterais direitas de cada célula,
que possibilitam o acesso a diferentes niveis de hierarquia, permitindo que a informagao
seja trabalhada variando o nivel de detalhamento. Assim, cada tdpico pode ser
facilmente subdividido seguindo as mesmas leis de hierarquias e recursos
computacionais de navegacao.

Assim, utilizando os recursos descritos, o aprendiz tem o primeiro contato
textual e matematico com o problema de crescimento de Malthusian, na Figura 2.4,
onde sdo definidos, na forma de texto, os diversos parametros e o problema sdo
manipulados até chegar a resolu¢ao supondo a taxa de migracdo constante.

A proxima célula a ser aberta na Figura 2.3, constitui a Implementagcdo. Neste
mobdulo, apresenta-se a solu¢cdo matemadtica encontrada e discutida para o problema de
crescimento, segundo a Figura 2.4 que expressa a taxa de variacdo populacional em
func¢do do tempo, P(t), de acordo o modelo de Malthusian.

Apresenta-se também outro modelo, partindo-se de generalizagdes matematicas
do anterior, supondo-se agora que a taxa de migracdo r(t) é considerada varidvel,
dependente do tempo, como mostrado abaixo nas equacdes (2.2) e (2.3),

B_P =kP—-r(t) 2.2)
ot
rit)y=a(P()-C) (2.3)
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Neste estdgio, o programa interpreta simbolicamente as férmulas analiticas, isto
€, tem a capacidade de entender os conceitos matemadticos reportados nas diversas
féormulas. Também interpreta e aplica conceitos e propriedades matemadticas, como a
derivagdo e exponenciagao.

Depois de assimilar o desenvolvimento matematico do problema enfocado,
torna-se agora possivel acessar, alterar e processar o codigo: Todas varidveis e féormulas
contidas nas linhas do cédigo estdo disponiveis para modificagdes, que s@o interpretadas
pelo Mathematica®, o qual, interativamente, fornece os resultados ou possiveis
comentdrios inteligentes relativos a eventuais erros cometidos. A Figura 2.5 exibe a
célula denominada Implementacdo aberta.

£} waves.nb * 3 =18 x|
< IMPLEMENTACAO HE.

Implementagdo simbdlica para r = taxa de migrag3o(constante)

infi}= DSolve[{P'[t] ==kP[t] -x, P[0] ==Po}, P[t], t] ]

r+ek“k(Po—§) ]
o= {{B[£] > = H

Implementagdo simbdlica para s = taxa de migragdo em funcio do Tempo

in3l= DSolve[{P’[t] ==kP[t] -s[t], P[0] ==Po}, B[t], t] j

P ViElel 7 3

]
]
2= s[t] 1= a (B[t] - c) J
]

Resolugdo melhorada através de recursos de marpulagio algébrica:

Inf4}= DSolwe[{B'[t] ==kPB[t] - s[t], P[0] ==Po}, BP[t], t1[[1, 1, 2]] #/

FullsSimplify // Apart

cwo e &%) (k Po+ ¢ a-Poa) ]
oulfdl= - +

k-a k-a

125% ~ 4| | _>|_I

Figura 2.5: Trecho de implementacio do problema de Malthusian gerado a partir da abertura da
célula Implementacio da janela principal, disponivel na Figura 2.3.

Como ndo hd EDP’s presentes no modelo matemético, ndo foi necessirio a
utilizacdo de métodos analitico-numéricos, como a GITT. Uma funcdo interna do
Mathematica®, a DSolve, foi habilitada para resolver a equacdo diferencial do
problema de crescimento populacional. Depois de obtida a solucdo € possivel expressa-
la em uma forma mais simplificada, utilizando comandos de manipulacio analitica, no
caso FullSimplify e Apart.

Pedagogicamente, dispde-se de um ambiente de estudo onde se podem alterar as
informacdes originais e excursionar no mundo da modelagem matemadtica, para
conceber variantes do problema de crescimento. Através das solugdes analiticas
anteriores, geram-se as funcdes F e G para obtencdo de graficos que fazem parte da
proxima célula, mostrada nas Figuras 2.6(a) e 2.6(b).
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ﬁ waves.nb *

v ANALISE GRAFICA DA SOLUCAO

Craficos do crescimento populacional durante 3 dias, com constante taxa de crescimento k=045 b~} e taxa de migracio
constante, para valores de populago inicial Py ={1000, 2000, 3000 }

Plot[Evaluate[Table[F[1000s, 0.45][[1, 1, 2]], {s, 1, 3}11., {t, O, 3},
PlotStyle - {R6GBColoxr[1, 0, 0], R6BColox [0, 1, 0], RGBColox [0, O, 1]},

PlotLegend -> {"Po=1000", "P0=2000", "P0o=3000"},
LegendPosition -> {1.3, -.4}, AxesLabel = {"ANO", "POP. (Milhdes)"} ];
POP . (Milh¥es )

Loaon

ELIT]

G000

Po=2000

(a)

Craficos do crescimento populacional durante 3 dias, com constante taxa de crescimento k= 0,45 2-! e taxa de migragio
em fungdo do tempo, para valores de populagio micial Py = 1000

Plot[Evaluate[6[1000, 0.45][[1, 1, 2]]], {t. O, 3},
PlotStyle - {RGBColor[l, 0, 1]}, PlotLegend -> {"Po=1000"},
LegendPosition -> {1.3, -.4}, AxesLabel - {"AHO", "POP. (Milhdes)"}];

POP . (Milk¥es )

/

G0 o

4000 P
e
S et Po=l00)
ety
_—-"—-'-I

AN0

b ANALISE DE DADOS REAIS

(b)

Figura 2.6: Trechos obtidos a partir da abertura da terceira célula da janela principal, disponivel
na Figura 2.3. Graficos gerados a partir (a) da funcio de crescimento populacional com taxa de
migracao constante, (b) funciao de crescimento populacional com taxa de migrac¢io variando com o
tempo.

Esta etapa corresponde ao tépico Andlise Grafica das Solugdes na hierarquia
principal. Torna-se possivel agora interpretar o comportamento das curvas de
crescimento populacional e repassd-las a equipe do projeto integrado, para discussao em
grupo. Essa nova fase reporta-se a visualizacdo dos resultados, quando novamente se
utilizam linhas de comando extremamente compactadas, que permitem representar em
inimeras tarefas associadas ao processo de defini¢do e geracdo dos graficos, como
mostrados nas Figuras 2.6 (a) e 2.6 (b).

Alternativamente, é possivel modificar as equacdes originais, referentes aos
modelos de crescimento populacional € comodamente reprocessar O programa,
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reutilizando automaticamente as novas definicdes das fungdes F e G que serdo
disponibilizadas, na geracdao dos novos graficos.

As ultimas células ilustram o uso didético de tabelas de dados e uma nova
possibilidade de defini¢do de funcdo. Para atender a requisitos do projeto WAVES, foi
concebido um quarto e dltimo mddulo na Figura 2.3, chamado Andlise Gréfica de
Dados Reais, apresentada na Figura 2.7, onde uma interpolacdo de dados reais é
utilizada para gerar o terceiro e ultimo grafico, expresso na figura 2.7.

Analogamente € possivel se modificar os dados de entrada de populagcdo e
desenvolver uma nova andlise do modelo real, podendo também compard-la com a
modelagem trabalhada, especificamente aqui, com o0 modelo de Malthusian e sua versao
analitica estendida.

Os resultados numéricos do problema acima enfocado sdo apresentados e
discutidos no item 4.1 do Capitulo 4.

Numa proposta mais complexa, pode-se ainda ampliar os formalismos
apresentados nesse capitulo para aplicacio em outros modelos fisico-matemaético-
computacionais, geralmente representados por sistemas de equagdes diferenciais
parciais, o que € ilustrado no capitulo seguinte, quando é abordada uma aplicacdo em
modelagem avancada, representado por um problema de transferéncia de calor nao-
linear.

£ waves.nb * ) _15] %]
v ANALISE DE DADOS REAIS ] Al

micra = Interpolation|{ {1872, 0.9239081}, {1890, 1.0732961},
{1900, 1.834551}, {1920, 1.9282312}, {1940, 2.9086333},
{1950, 3.7411466}, {1970, 6.0421767}, {1980, 7.41384}, ;

nf11}= Plot[micra|x], {x, 1872, 1998}, PlotStyle =+ {RGBColoxr [0, 1, 0]},
AxesLabel » {"ANO", "POP. (Milhbes)"} |;

POP. (Milhbes
10

. . . . . L ANO
1900 1920 1940 1960 1980 2000 “_lll
3

125% ~ 4| |

Figura 2.7:Grafico de crescimento populacional temporal gerado a partir da interpolacio dos
dados coletados da populacio dos estados do Ceara e Piaui entre os anos de 1872 e 1998 (em
milhoes).
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3 Modelagem Avancada

Uma interessante area a ser melhor explorada na informética educativa consiste
no desenvolvimento de recursos e métodos para facilitar a abordagem e o processo de
aprendizado de problemas avancados nos aspectos fisicos, matemdticos e
computacionais. Um dos maiores desafios neste campo se concentra no universo de
modelos expressos por sistemas de equacgdes diferenciais acopladas. Neste contexto,
para promover o processo de aprendizado assistido por computador, pedagogicamente é
necessario se associar, de modo interativo e simultdneo, diversos tipos de conceitos, o
que requisita maior concentracdo e abstragdo fisico-matemdtica, para poder
correlacionar: conceituagdo fenomenoldgica, desenvolvimento de derivagdes analiticas
associadas provenientes do cdlculo avangado, e simulag@o assistida por computador do
fendmeno fisico associado.

As ferramentas de aprendizado assistido por computador, comentadas nos
capitulos anteriores constituem uma promissora plataforma para facilitar o aprendizado
do cédlculo numérico e se resolver equacdes diferenciais. Visando ampliar estes recursos
quando se deseja obter solugdes de equacdes diferencias, a presente Dissertacdao
incorpora 0 método da GITT, que permite se estender a abordagem e tratamento
unificados apresentados no Capitulo 2, para a constru¢do e implementacdo de
algoritmos para problemas pedagogicamente considerados mais dificeis.

Busca-se assim construir um algoritmo para tratamento analitico e solugdo
numérica de um problema ndo-linear de transferéncia de calor, com o objetivo de
ilustrar a abrangéncia e atratividade destes recursos no desenvolvimento da modelagem
avangada. No préximo sub-item se apresentam os formalismos do método da GITT.

3.1 Tratamento Generalizado do Problema Parabolico

Matematicamente € possivel se definir uma formulagcao genérica que englobe
inimeros problemas provenientes das dreas de medicina, matematica computacional,
engenharias e ciéncias fisicas, visando um tratamento unificado e solu¢ao generalizada.
Uma classe deste porte pode ser concebida sob a forma de um problema parabdlico do
tipo difusivo-convectivo [02-05,09,10,13-16], a seguir definido numa regido finita V,
com superficie de contorno S,

wk(x)%:—Lka(x,t)+Pk(x,t,Tl(X,t),Tz(X,t)), xeV, t>0 (.la)

com condig¢ao inicial,
T(x,1)=f(x), xeV, 1=0 (3.1.b)
e condig¢des de contorno:

BT (x,t)=¢(x,t), xS, t>0

(3.1.0)
Os operadores lineares L e B do problema governante sdo definidos
expressoes
L=-V-KXx)V+d(x) (3.1.d)
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B=a(x)+ ,B(X)K(x)% (3.1.e)

Nas formulas acima T(x,t) representa o potencial a ser obtido (temperatura,
concentracdo de células cancerigenas, etc.); w(x), K(x) e d(x) expressam os coeficientes
da equacgdo (3.1.a e 3.1d) cujo termo ndo homogéneo P(x,t) assume o efeito de uma
fonte ou sumidouro. Os coeficientes prescritos ou(x) e B(x) sdo da equacdo de contorno
(3.1.c), cujo termo ¢(x,t), se ndo nulo, expressa as informagdes de contorno ndo-
homogéneas; d/dn corresponde a derivada na dire¢do normal e aponta para a direcdo
exterior a superficie de contorno S. As varidveis independentes, X e t, representam
respectivamente as coordenadas espacial e temporal.

Como principio bdsico se supde a representagdo do potencial T(x,t) expressa
através de uma expansao de autofuncdes, da forma,

T = YA OV (%) (62)

As autofungdes Y(lLi,x) sdo obtidas a partir da ado¢do do seguinte problema
auxiliar associado, do tipo Sturm-Liouville, no qual se conserva o operador L, definido
no problema original, equacao (3.1.a),

w W)W, X) = Ly(it;,x), xeV (3.3.2)
Possuindo as seguintes condicdes de contorno,

By(4,x)=0, xeS$ (3.3.b)

Cujos termos guardam informagdes contidas nos operadores das equagdes (3.1.a)
e (3.1.c), porém desprezando-se os termos ndo homogéneos P(x,t) e ¢(x,t).

O problema auxiliar assim concebido, por ser problema de autovalor do tipo
Sturm-Liouville, possui as seguintes propriedades:

a) os autovalores Hisio todos reais e positivos, sendo ordendveis
decrescentemente,

u12>p22>u32>u42... (3.4.a2)

b) as autofungdes Y( 4 ,x) associadas obedecem a relacdo de ortogonalidade
[, v, op i, xdv =0, i# (3.4.b)

Os coeficientes de expansdo, Ai(t), presentes na equacdo (3.2), sdo

matematicamente obtidos, aplicando-se o operador IV W)W (4 ;,X)dv pesta mesma
equagao, como mostrado a seguir:

J, wOOw e, 0T (k.0 = 3 4,0 woow (. X0, x)d (3.5.2)

Em seguida, aplicando-se o principio de ortogonalidade das autofungdes, ex
em (3.4.b), na equacgdo anterior, explicita-se Ai(t),

A (0= NL]IV wX)w(u, ., x)T (x,1)dv (3.5.b)
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sem perda de generalidade N; constitui a integral de normalizacdo, ou
simplesmente norma e definida por,

N, = [ wooLy(u,x)Pdv (3.6)
As equagdes (3.2) e (3.5.b) permitem agora se definir o par de transforn

integral, o qual € consolidado pelas férmulas de transformada e de inversa:

Foérmula de transformada,

T:i(1) =+,2j wx) Wi, )T (X,t)dy (3.7.2)
N2

1

Férmula de inversa,

oo

I(x,1) = ZN; (i, )T (1) (3.7.b)

i=1 i

Num passo seguinte se procede a transformacdo do problema de EDP, exp
pelas equacdes (2.1.a-e), que elimina a dependéncia das coordenadas espaciais e permite
se obter um sistema ordindrio, ou sistema de EDO ou ainda problema de valor inicial.

Os potenciais transformados, T (%), sdo calculados pela solugdo do sistema diferencial
transformado conforme o procedimento apresentado a seguir,

1
Inicialmente se aplica o operador N IV VU X)Av e a equacdo (3.1.a),
resultando,

dT:(t) 1
dr :N.1/2

IV w(u, X[V -KxX)VT(x,t) —d(x)T(x,t) + P(x,1)ldv (3.8)

LJ'V T(x,t)dv

Analogamente, aplica-se o operador N sobre a equagdo (3.3.a),

resultando:

—u2Ti(1) = jv T(x, D[V - K(X)Vy(i,,x) —d X)W, x)ldv (3.9)

172
Ni

Adicionando-se, membro a membro, as equagdes (3.8) e (3.9), rearranjan
encontra-se o seguinte sistema diferencial ordindrio desacoplado:

dfi(l‘)
dt

+u’Ti)=g,@), >0, i=12,. (3.10.a)

onde &, (t) é definida por,

g.(= #L [w(u,,x)V-K(x)VT(x,t) - T(x,1)V - K(x)Vy(u,,x)]ldv+ (3.10.b)

1

1
+ WJ.V (U, x)P(x,1)dv

l

A primeira integral de volume da equacdo (3.10.b) € entdo transformada em uma
integral de superficie através da férmula de Green, resultando:
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—Nll,z Iv[w(ﬂi,x)V KXVT(x,0) =T (x,1)V-K(X)Vy(u,;,x)]dv = (3.10.c)

Ky, ,X)%—T(x,ﬂw]aﬁ
Logo, de (3.10.b e ¢), o termo fonte transformado assume a seguinte forma,
— 1 dl(x,1) (U, ,x)
g,()= WJgK(x)[w(;zi,x) S T =S 2 lds + (3.10.d)

1
+ WJ.V W(,ul ,X)P(X, t)dv

O primeiro integrando da equacgdo (3.10.d) é algebricamente manipulado, para se

dr(x,1t)

eliminar o termo derivado “on combinando-se as equacdes de contorno (3.1.c) e

(3.3.b), de forma a se obter:

dI (1) Y (U, X)
ch

K(X)[W(ﬂi,X)T —T(x,1) 1=

3.11)
W(ﬂiax)—K(x)M
P(X,1) ch
a(x)+ B(x)

Manipulando-se as equacdes (3.10.a), (3.10.d) e (3.11), resulta o seguinte
problema transformado:
dT (1)
dt

+u’Ti(t)=g.(1), >0, i=12,. (3.12.a)

lembrando que &, (f) foi calculado anteriormente € expresso por,

Ny (U;,X)

%)= K0 7

a(x)+ f(x)

- 1
g.(1)= WL B(x,1) ds + (3.12.b)

1
i [y oPendy

As condigOes iniciais necessdrias para solu¢do do sistema de valor inicial
transformado expresso pelas equagdes (3.12.a e b) s@o obtidas transformando-se a
condi¢do inicial do problema governante, que é expresso pela equagdo (3.1.b). Para
tanto se aplica nesta ultima equagdo a definicdo do potencial transformado, expresso
pela equagdo (3.7.a), resultando,

T:(0)= X T(x0)dv =— , & (3.12.0)
(0) N7 IV w) W (i, x)T(x,0)dv T IV wX)W(u,,X) f (X)dv

l l

E possivel se expressar a solugdo analitica exata do sistema transfor
definido pelas equacdes (3.12.a), (3.12.b) e (3.12.c), que apds algumas manipulagdes,
assume a seguinte forma,
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Ti(r)=e™" [?i +[e' g, (r)dr} (3.13.2)

na equagdo anterior,

7 = ﬁjv WO (L, %) f (X)dv (3.13.b)

Aplicando-se a soluc@o analitica exata do sistema transformado na férmula de
inversdo, expressa pela equacdo (3.7.b), finalmente encontra-se a seguinte formulacao
explicita para o potencial T(x,t):

Yl X

T(x,t) = iTZ)eMZZ [71 + j;e*‘f’gi (r)dr} (3.14)

z

Neste estdgio € importante ressaltar que para uma determinada ordei
truncamento no nimero de termos da série acima, a medida que cresce o valor numérico
da coordenada temporal, a série (3.14) converge com menor nimero de termos. Isto
mostra claramente que o uso de aproximagdes analiticas tende a diminuir
expressivamente o tempo de CPU da solucdo em relagcdo aos procedimentos de solugdo
adotados via a utilizacdo de métodos puramente numéricos, pois nestes casos nao se
consegue eliminar a dependéncia das coordenadas espaciais.

No subitem a seguir, serd mostrada a aplicacdo desta metodologia para um
problema ndo-linear de transferéncia de calor.

3.2 Aplicacao: Transferéncia de Calor Nao-Linear

Como aplicag¢do da metodologia de modelagem avangada através da utilizacao
de procedimentos analitico-numéricos disponiveis nos formalismos da GITT, apresenta-
se os estdgios de construcdo e implementacao de um algoritmo, através da utilizacdo de
programacao simbodlica declarativa, que no caso analiticamente manipula e resolve
numericamente um problema de transferéncia de calor ndo-linear. Do ponto-de-vista de
programacio, € possivel incorporar o algoritmo matematico de GITT a um notebook,
para fins educacionais, o qual permite adicionalmente se trabalhar: conceituacao fisica
associada ao problema enfocado, tabelas, graficos e animacao.

O problema escolhido [09,10] é definido num dominio matemético que
representa uma placa fina, isolada termicamente nos planos xz e yz, portanto ocorre
transferéncia de calor apenas na dire¢do x. Inicialmente a mesma € mantida numa
temperatura conhecida, Ty, a placa possui dimensdo caracteristica na direcao x
conhecida, e condi¢des de contorno do primeiro e segundo tipos também conhecidas. A
ndo-linearidade estd expressa pela variagdo linear da capacidade térmica, pcp, em fungio
da temperatura, T. A Figura 3.1 esboca o problema em discussdo e é mostrada a seguir.

Através de um balango de energia na placa, e apds a manipulagcdo dos termos
componentes, a equacio da condugdo de calor € expressa por,
0 ( 6T) e oT 315
09X ke IPT (3.15.2)

0X

22



Para, t >0e 0 <x < 1, onde, T representa a temperatura T = T(x,t), X e t correspondem
as coordenadas espacial e temporal, respectivamente. K expressa a condutividade
térmica do material, p € a densidade e ¢, € o calor especifico do material.

¥°C)

T~ b iR Il - e ]
_k:'u.:u'}=.'uu . u"f-_:'-.{_.

T ) —1
bl kL =L

°C
(8T ~
‘dx xm =
t>10
S
0.0 1.0 K (cm)
Figura 3.1 Representacao esquematica da placa fina para o problema unidimensional de
transferéncia de calor nao-linear por conducio pura.
Condigdo inicial,
T=Cl,0<x<1,t=0 (3.15.b)
E as condi¢des de contorno assumem a seguinte formulagao,
a1
|==) =0
dx'x=0 ,t>0 (3.15.¢)
T=1,x=1,t>0 (3.15.d)
Ressaltando que a equacdo que expressa a ndo-linearidade € expressa por,
FCI:_:IC1+1{2T[X, 1) (316)

Para solucdo do problema (3.15.a-d), discute-se a seguir o algoritmo matematico
implementado no Mathematica®.

Numa primeira etapa, a equagio governante, (3.15.a) € escrita da seguinte forma,
el :=3; (Ka, T[x, t]) ==pcpd. T[x, t]

As condi¢des iniciais e de contorno, respectivamente equacgdes (3.15.b-d), sdo
expressas por,

e2 := T[x, 0] == 100
ed:= (8;T[x, ] /. x-=0) ==
ed :=T[1. t] ==

No estdgio seguinte o problema simbolicamente implementado € tratado
utilizando-se os formalismos de GITT de problemas parabdlicos. Para acelerar a taxa de
convergéncia numérica, aplicam-se técnicas de filtragem, segundo a seguinte férmula,
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T[x,t]=Ts[x]+Th[x,t] (3.17)

que separa o potencial original, T[x,t], apresentado no problema original (3.15.a-d), que
€ ndo-homogéneo, em dois novos problemas matematicos mais simples. Um ndo-
homogéneo e em estado estaciondrio, que € definido na varidvel Ts[x] e outro
homogéneo e transiente, expresso na varidvel Th[x,t]. O problema nao-homogéneo
requisita menor esforco computacional. O problema homogéneo concentrard maior
esfor¢co computacional, porém, certamente menor que se tentasse a solucdo do problema
original sem a técnica de filtragem.

Para poder implementar esse poderoso filtro, € utilizada a idéia de regras locais,
como demonstrado a seguir na defini¢cao do problema ndo homogéneo:

ef=el/. {T-= (Ts[#1] &)}
ef={e3,edl/. [T->(Ts[#1] &)1}

Essas regras atuam especificamente nas linhas de c6digo acima permitindo
substituir o potencial original por Ts[x,t] na equacdo governante e condi¢des de
contorno, equacdes (3.15.a,c,d), absorvendo as ndo-homogeneidades. Agora e5, e6
disponibilizam as seguintes atribuicoes:

-:IST':': ==0, Ta[1l] ==1}

Simbolicamente, isto significa que em qualquer linha de programacao posterior,
onde eS apareca, automaticamente a atribuicdo guardada em eS serd disponibilizada.
Observa-se ainda que nesta atribuicao foi utilizada uma notacdo do Mathematica® para
representar a equagio diferencial. Para obter sua solucdo utiliza-se a funcao interna do
mesmo, denominada DSOLVE.

eqll=DSclve[Flatten[{e5,e6)],{Ts[x]},x][[1,1]]
Ta[x] =1

Observa-se que a solucdo para e5 € Ts [x] = 1, o que é facilmente calculdvel.
Agora se torna necessdrio obter a solu¢do de Th[x,t] para complementar a solucao geral
do problema segunda a técnica de filtro aplicada. Para a definicdo do problema
homogéneo necessita-se da defini¢ao da ndo-linearidade, representada aqui pela
variacdo da capacidade térmica, expressada da seguinte forma,

_ kl+k2 (1+ Thix, t])
p

cp:

Agora, analogamente utiliza-se a idéia de regras locais para aplicar Th[x,t] ao
problema original, definido em el, e as condicdes de contorno, representadas por e3 e
e4:

eT=el/. [T->(Th[41,42]15)}
ef={e3[[1]]=0,e4[[1]]1==0}/.{T->(Th[#1,#2]&)}

Analogamente aos comentdrios feitos para o termo eS, e7 armazena a seguinte
equacao diferencial,

KTh'> % [x, t] == k1 Th(¥Y %, £] + k2 Th'"Y [x, £] + k2 Th[x, t] Th¥? %, t]
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Neste estdgio, os formalismos da GITT precisam ser definidos no algoritmo,
pois 0s mesmos nao sdo integrantes nas bibliotecas cientificas do software
Mathematica®. A nivel de programacao, para repassar os formalismos da GITT, sdo
agora utilizadas técnicas de programacgdo baseadas em regras, no caso, regras globais.
Para maiores detalhes das regras globais definidas, consultar o programa completo no
Apéndice B. Para fins ilustrativos, algumas destas sdo apresentadas a seguir,

Clear[op]
op[f_+g_] :=op[f] +oplg]
op[f_==g_] i= op[f] == op[g]
opla_b ] :=aop[b] /: Freel[a, x]
op[ Th'® ' [x, £1] :=D[ep[Th[x, t]], t]
op[Thix, t]] := Th[1] [£]
i E[i] [x] i
op[f ] := 1nt[7l £, [x, xi, xf}]
npsi?

E[i] [x]

1
npsi2

op[ T [x, t]] :=int[d[d[ Thix, t], x|, x], {x, xi, xf}] - op[u[i]® Th[x, £]] /. d= D

Acima, o simbolo op representa um operador necessdrio para analiticamente se
executar a transformacdo da equacdo diferencial parcial num sistema de equagdes
diferenciais transformado, assim, as mesmas regras sdo atribuidas a op visando se obter
a transformacao comentada. Apds este estagio, o passo seguinte se configura em aplicar
as regras estabelecidas na equagdo armazenada em e7, como mostrado a seguir,

ef=op[eT]

I[s] [x] T[m] [x]

el0=ed3/. [Th® ¥ [x, t] > soma| D[Tb[s][t], £], {s, 1, nf}], Th[x, t] -> soma|

Tb[m] [t], {m, 1, nf}]}
npsi npsi

Observa-se acima que a formulagdo matematica armazenada no simbolo e10
representa um sistema de equagdes diferencias ordindrias e que depende apenas de uma
coordenada independente, no caso, a varidvel temporal, t. O simbolo abaixo, apds
interpretar as regras, disponibiliza o seguinte resultado,

=t ([l214] [x] 2(a] [x] 2[=] [x] dx] Tb[a] [5] To[=]"[]

- 4 -fl np=i
“Ku[il® Th[i] [t] == —— +E1Th[i] [t] + K2 Tb[i] [t]
A/ npai

A fungao Y[i][x] expressa o problema auxiliar associado do tipo Sturm-Liouville,
necessario para se proceder aos célculos analiticos caracterizados nos formalismos da
técnica de transformada integral generalizada. A solucdo desta funcao é de facil
obtencdo e apresenta a seguinte forma,

Tli J[X ]=Cos[Xu[i]]:
uli J=101-.3) m;

Num estdgio seguinte, visa-se obter resultados numéricos a partir dos calculos
analiticos j4 simbolicamente implementados. Torna-se agora necessdrio criar algumas
regras para manipular as equacgdes e obter resultados numéricos. Para fins ilustrativos,
algumas destas sdo mostradas a seguir, podendo as demais ser vistas no Apéndice B.
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Clear[int]

int[f +g ,x ]:=int[f, x]+int[g, x]

int[f c ,{x ,xi ,xf }]:=f intfc,{x,xi, xf}]/:Freel[f, x]

int[c ,{x_,xi ,xf }]:=c{xf-xi)/:Freel[c, x]

int[Cos[m x ] ,{x ,xi ,xf }]:=(5in[m xf]-5in[m xi]}/n/;Freel[n,x] && Nunber([m] && m='=0.
int[Cos[0. x ],{x ,xi ,xf }]:=int[1,{x,x1,xf}]

int[o_,z ] :=With[{c=Expand[o]},int[c,2]/;o=!=c]

Nestas regras ocorre a utilizacdo da fungdo int que foi definida para resolver
alguns tipos particulares de integrais, que aparecem nas etapas de solucao por GITT do
problema proposto. Apds este estagio, se arbitra o nimero de termos para resolver o
sistema de equagdes diferencias ordindrias, definido no simbolo nf, inicialmente
definido com o valor cinco, que caracteriza a ordem de truncamento do sistema, que teréd
seu valor associado a precisdo numérica desejada para os potenciais originais,

nf=5;

Para resolver o problema de valor inicial transformado € necessério transformar
as condig¢des iniciais do problema original, segundo os formalismos de GITT, como
discutido no subitem 3.2, obtendo-se assim,

998in[u[i]]

ell- Tb[i] [t] == /.t-0;

V npsi u[i]

No estdgio seguinte, visando a obten¢do de valores numéricos a partir da funcao
propria do Mathematica® denominada NDSolve, torna-se necessario se formatar
algumas tabelas a aprtir das expressdes obtidas, o que € definido simbolicamente a
seguir nas expressoes el2 e el3:

el2 = Table[ell /. {soma -= Sum}, {i, 1, nf}]:
el3=Table[ell,{i,1,nf}]

Em seguida, el2 e el3 sdo incorporados por sua vez numa tabela tnica, definida
por el4 e se cria uma tabela adicional, armazenada em el5, que guarda os valores
associados a condic¢do inicial transformada, como mostrado a seguir:

eld=Flatten [Append[el2, el3]]:
eli=Flatten[Table [Tk[i] [t],{i,1,nf}]]

Segundo os valores definidos nas equagdes (3.16 e 3.15.a) e conforme os valores
atribuidos no algoritmo apresentado no Apéndice B, as constantes k1, k2 e k, assumem
os seguintes valores,

El=1.;E2=.3; K=25;

Ap0s o cédlculo numérico dos valores armazenados em el4 e el3, a fungdo
propria do Mathematica®, NDSolve, calcula numericamente o sistema transformado, o
que foi atribuido no simbolo €28, para a coordenada temporal variando de zero a um,
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€28 = Flatten[NDSolve[eld, el5, {t, 0, 1}]]

O simbolo e28 armazena solucgdes para todos T[i][t], mas € necessério atribuir para
todos TTi][t] estas solu¢des, como mostrado a seguir,

Do[Tb[i] [t_] = e28[[i, 2]], {i, 1, nf}]

Finalmente para se obter os potenciais desejados, sem perda de generalidade e
conforme os formalismos da GITT, aplica-se a férmula de inversa aos valores
transformados homogéneos, Tb[i][t], e adicionam-se os valores da solucdo particular do
problema nao-homogéneo, o que € visto a seguir,

i

™ E T[i] [=] .
[x ,t 1= — Th[i] [t]:
*\.'rnpsi

ji=ll

No capitulo a seguir sdo apresentados os resultados e discussdo para os
problemas de crescimento populacional e modelagem avangada.

27



4 Resultados e Discussoes

4.1 Migracao Populacional

No item 2.2.2 do Capitulo 2 foram feitas a apresentacdo e discussdo do problema
de crescimento populacional, visando a constru¢do do ambiente de trabalho e
aprendizado assistidos por computador. Discute-se a seguir como o algoritmo foi
estruturado e implementado num notebook, via o ambiente de programacao simbdlica
Mathematica.

Para fins de implementacao algoritmica do problema foram utilizados o
Mathematica na versdo 3.01 e um microcomputador Pentium II, 256 MB de RAM, 350
MHz e HD de 20GB.

O grafico representado abaixo na figura 4.1 exibe a dindmica do processo de
crescimento populacional em fung¢do do tempo, segundo o primeiro modelo enfocado.

Populagdol habitantes )

Fo=10000

120000¢ Fo=20000
100000¢
g80000¢ Fo=30000
cO000f

40000}
20000/

0.5 1 1.3 2 2.5 3

Tempolanos)

Figura 4.1 Graficos do crescimento populacional durante 3 dias, com taxa de crescimento constante
k = 0.5 e taxa de migracao constante, para valores de populacao inicial P0={10.000, 20.000, 30.000}.

Para o primeiro modelo, onde a taxa de migragdo, r, € constante como mostrado
na equacao 2.1, os valores adotados nos parametros associados foram: taxa de
crescimento k = 0.5, taxa de migracdo r = 100 habitantes e valores de populacio inicial,
Py, de 10.000, 20.000 e 30.000 habitantes.

Nota-se que quando o valor da populagdo inicial € maior, a velocidade de
crescimento populacional se torna bem mais significativa para tempos mais longos,
conforme notado pela declividade da curva de crescimento populacional em Py = 30.000
habitantes.

A nivel de aprendizado e familiaridade com a dinamica do processo, outros
valores de Py podem ser facilmente arbitrados para se gerar novos graficos, passo este
fundamental na promogdo e constru¢do do aprendizado autdbnomo.

Um outro gréfico, expresso a seguir na figura 4.2, é gerado a partir do modelo de
crescimento populacional com taxa de migracao variando com o tempo, representado
pelas Equagdes 2.2 e 2.3. Para tanto se segue assumindo os valores de taxa de
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crescimento k = 0.5, valor de populagdo inicial Py = 10.000 habitantes, o = 0,015 e C =
6.000.

?npul:gin
35000

30000

25000F

Fo=10000

20000F

15000

Tempo
0.5 1 1.5 3 Z.3

Figura 4.2 Graficos do crescimento populacional durante 3 anos, com taxa de crescimento
constante, k = 0.5 e taxa de migracio em funcio do tempo segundo equacio 2.2, para valores de
populacio inicial PO = 10.000, o = 0,015 e C = 6.000.

Na figura 4.2 nota-se que a taxa de migragao, r, varia com o tempo com valor
positivamente crescente. Para tempos curtos, observa-se que a variagdo de crescimento
populacional na Figura 4.2, P, mostra um crescimento temporal crescente menos
significativo que o observado no mesmo periodo temporal na figura 4.1, onde a
declividade na curva de distribuicao de populacdo € mais suave. J4 para tempos longos,
o efeito de crescimento populacional na Figura 4.2,P, € um pouco mais acentuado,
quando comparado aos casos de taxa de crescimento populacional constante. Este efeito
teoricamente ja era esperado. Observe que a populacdo inicial utilizada para efeito de
comparacdo das figuras 4.1 e 4.2 é Py = 10.000.

N3ao obstante, agora € possivel modificar os parametros de entrada relacionados
ao valor da populacdo inicial Py em ambos os casos, para se observar mais
dinamicamente e comparar numa 6tica pessoal o comportamento das curvas de
distribui¢ao de populagido, P , nos diferentes casos de taxa de migragao populacional, r,
analisando-se, assim, o comportamento do fendmeno de crescimento populacional.

Num dltimo passo, com o intuito de enriquecer os resultados utilizados em
posteriores aplicacdes no estudo de migragcdo populacional e eventuais comparagoes
entre dados simulados e reais, inclui-se a curva de crescimento temporal da populagao,
mostrado na Figura 4.3.
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Figura 4.3 Grafico de crescimento populacional temporal gerado a partir da interpolaciao dos dados
coletados da populacio dos estados do Ceara e Piaui entre os anos de 1872 e 1998 (em milhdes).

Os dados numéricos utilizados foram obtidos a partir de curvas de interpolagcao
segundo dados reais do IBGE, referentes aos estados do Ceara e Piaui, compreendidos
do periodo de 1872 a 1998 [67]. No item a seguir sdo apresentados e discutidos
resultados referentes a modelagem do problema avancado.

4.2 Transferéncia de Calor Nao-Linear

Para aplicagdes educacionais, foi discutida na sessdo 3.3, a estrutura do
algoritmo matematico que soluciona analitica e numericamente o problema acima
definido e se seguiu a metodologia de aprendizado discutida na sessdo 2.1, razdo porque
se concebeu um notebook mais geral, que incorpora os estagios de tratamento e solucao
matematica do problema em discussdo, e elementos anteriormente discutidos na citada
sessdo, que compdem o processo de aprendizado (conceituacao fenomenoldgica,
manipulacdo matematica, solu¢cdo numérica, visualizagdo de resultados e interpretacdo
fenomenoldgica).

Para fins de implementacao algoritmica do problema expresso pelo problema de
conducao de calor nao-linear, foram utilizados o ambiente de programacgdo simbdlica
Mathematica, versao 3.01, um microcomputador Pentium II, 256 MB de RAM, 350
MHz e HD de 20GB. Para a placa plana em andlise, os valores das propriedades
termofisicas adotadas e demais parametros sdo: comprimento, L. = 1,0 cm, temperatura
inicial, T(x,0) = 100,0 °C, condi¢des de contorno dT(0,)/ dx =0e T(1,t) = 1,0 °C,
condutividade térmica, K = 25,0, os coeficientes associados a capacitincia térmica, K1
= 1,0, K2 =0,30.

Apresenta-se no Apéndice B a estrutura do notebook completo, enquanto que a
seguir discutem-se trechos do mesmo, que se reportam com mais énfase a manipulacio
e visualiza¢cdo do problema de condugdo de calor.

Para reforcgar o processo de aprendizado, torna-se possivel incorporar ao
algoritmo recursos que permitem a geragdo de tabelas a partir dos resultados analiticos e
numéricos obtidos no algoritmo implementado. O que pode ser observado na Tabela 4.1
a seguir onde se atribuiu a abscissa, x, os valores variando de 0,0 cm a 1,0 cm, com

30



intervalo de 0,2 cm. J4 para a coordenada temporal, t, foram atribuidos valores de 0,1 s
a 0,9 s, com intervalo de 0,1 s.

TableForm [Tabkle [Chop [T1[x, £1], {£, 0.1, 0.9, 0.1}, {x, 0, 1, 0.2}],
TableHeadings —
{{"t=0.1", "t=0.2", "t=0.3", "t=0.4", "t=0.5", "t=0.6",
"t=0.7", "Et=0.8", "t=0.9"]},
{"®x=0", "®=0.2", "x=0.4", "x=0.6", "x=0.8", "x=1.0"}1}]

=0 =02 x=04 x=0.6 x=0.8 3
t=0.1 06 577 03 3842 82 2667 61 3468 32 6424 1.
t=0.2 775846 733465 61.3601 43 6554 22 8266 1.
=03 550841 52 00035 43 3876 308595 162607 1.
t=0.4 33.187% 31.3648 262652 18 8256 10,1230 1.
t=0.5 13 4801 12 7084 10.8547 798835 450362 1.
t=0.6 1.90058 1.94061 1.79667 1.57548 1.30004 1.
t=0.7 1.0103% 1.00088 1.0084 1.0061 1.00321 1.
t=0.8 1 0000 1 OO0k 1. 00007 100005 1 00003 1.
t=0.9 1. 1. 1. 1. 1. 1.

Tabela 4.1 Curvas de distribuicao de temperatura, T(x,t), para o problema nio-linear de conducio
de calor. Para a coordenada temporal, t, os valores atribuidos variam de 0,1 s a 0,9 s, com intervalo
de 0,1 s. Para a coordenada espacial, x, varia de 0,0 cm a 1,0 cm.

Os resultados obtidos podem ser prontamente analisados e caso sejam detectados
erros na programacao, o algoritmo pode ser corrigido passo-a-passo, até se sanar
eventuais problemas. Caso seja de interesse, facilmente podem ser alteradas as
varreduras nas varidveis espacial e temporal para observar o comportamento do
processo de resfriamento em tempos mais longos ou curtos, o que deve incentivar o
processo de aprendizado autbnomo, como também é possivel agora se analisar o
comportamento de outros materiais, sendo suficiente fornecer suas propriedades.

Uma caracteristica matematica importante € o estudo da convergéncia da
solucdo, quando se deve variar o niumero de termos utilizados para truncar a série de
expansdo de autofuncdes, equacgao (3.17), que armazena a soluciao do problema.

Outra possibilidade de anédlise da fenomenologia foi através de graficos, gerados
via func¢des propria do Mathematica, como a Plot, para realcar a ilustracdo do fend6meno
da condugdo de calor ndo-linear, criticamente analisado via o efeito do resfriamento da
placa. Nesta etapa, gracas aos recursos existentes na programagao baseada em regras
comenta-se que todas as modificacdes feitas doravante em qualquer passo do algoritmo
j4 implementado serd imediatamente incorporada pela funcao Plot. Nas Figura 4.4 e
Figura 4.5 a seguir, gera-se, para fins ilustrativos, graficos da distribui¢do de
temperatura em diferentes amostragens de tempo.
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Figura 4.4 Perfil de distribuicao de temperatura, T(x,t) para o problema de conducao de calor
nao-linear (t = 0,1 s).
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Figura 4.5 Perfil de distribuicio de temperatura, T(x,t) para o problema de conducao de calor nao-
linear (t = 0,3 s).

Pode-se ainda utilizar a superposi¢ao de graficos na mesma figura para se ter
uma idéia comparativa da velocidade de resfriamento da placa para valores temporais
conhecidos, no caso ilustrativo, observar a Figura 4.6, a seguir.
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Figura 4.6 Perfil de distribuicao de temperatura, T(x,t) para o problema de conducio de calor nao-
linear (t = 0,01s, 0,2s, 0,ds, 0,6s).

Facilmente o algoritmo pode ser modificado, e a partir desses novos recursos,
utilizando-se novos valores temporais para se analisar a dindmica do processo de
resfriamento da placa, permite-se desenvolver ao longo do processo de aprendizado um
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sentimento fisico mais apurado, como também incentivar a criatividade e o aprendizado
autdonomo. Neste estdgio, chama-se atencao que o uso de texto congelado em muito
limitaria o contato disponibilizado pelo computador em se poder interativamente criar
novas situacoes fisicas.

Outro recurso constitui a andlise da informagao via o uso de graficos
tridimensionais, facilmente disponibilizado através da fungdo prépria do Mathematica,
Plot3D, o que ¢ ilustrado em seguida na Figura 4.7 para se visualizar o processo de
resfriamento da placa,

Figura 4.7 Visualizacdo em 3D de distribuicao de temperatura, T(x,t) para o problema de
conducio de calor nao-linear, com o tempo variando de 0,0s a 6,0s.

E possivel variar a qualquer momento os pardmetros de entrada, obtendo-se o
comportamento para outros materiais € em novos intervalos temporais, somando ganhos
no processo de aprendizado anteriormente comentados.

Ainda para enriquecer os estdgios de aprendizado assistido por computador,
enumera-se o uso de recursos de animagdo gréfica, disponibilizado via a utilizagdo da
funcdo prépria do Mathematica denominada ShowAnimation, em combinagdo com
outras funcdes proprias e tabelas geradas, como pode ser observado no Apéndice B, no
trecho do algoritmo implementado que se reporta a animacao do problema em
discussao.

Caso os estdgios acima enumerados causem ddvidas de serem assimilados,
chama-se aten¢do para a importancia que o notebook geral apresentado no Apéndice B
passa a desempenhar.

Como ferramenta de uso concomitante € possivel navegar interativamente e
quando necessdrio ir em outros trechos do notebook, buscando reforgar a parte
conceitual e descritiva dos mecanismos e leis gerais que descrevem o fendmeno da
conducio de calor. Este processo interativo vai progressivamente construindo o
processo de aprendizado assistido por computador, conforme discutido na sessdo 2.1.

Portanto, a aplicacdo dos formalismos da GITT quando associados as linguagens
de programacao simbdlica proporcionam novos € promissores avangos nos aspectos de
aprendizado e também ensino com énfase para disciplinas das dreas de exatas.
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5 Conclusoes e Sugestoes

O investimento em modelagem proposto e implementado contribui para o
desenvolvimento de ferramentas e técnicas que progressivamente auxiliardo nos
processos de aprendizado e ensino, tornando a interacdo homem-maquina cada vez mais
abrangente.

Foram apresentadas ferramentas interativas para auxilio na construcao dos
estagios de aprendizado assistidos por computador, segundo eficientes recursos da
programacao simbdlica. Estas promovem o aprendizado autdnomo, segundo recursos
que simultaneamente permitem: a navegacdo em textos de contetido programatico
(fenomenologia), a manipulacdo simbdlica, numérica e solucao matematica,
visualizacdo grafica e interpretacdo de resultados. Esta cadeia de recursos exercita a
criatividade e incentiva o desenvolvimento cientifico.

Na érea especifica de simulacio de fend6menos fisicos, cujos modelos encerram
combinacdes de equacdes matematicas, o computador torna mais dindmico e
sistematico a seqiiéncia constituida pela necessidade de se conceituar as leis da fisica,
gerar modelos matemadticos, manipular suas equacdes de forma a se obter solugdes
vidveis do problema e construir uma ponte de comunicagdo integrada que associa
conceitos a interpretacdo dos mecanismos fisicos associados disponibilizados via
graficos, tabelas e animacgoes.

Através do conceito de notebooks e células e do uso de programacgao declarativa,
construiu-se um ambiente interativo, onde os estdgios do aprendizado foram
didaticamente modularizados, segundo hierarquias de crescente complexidade de
interpretacdo, disponibilizando para o usudrio um contato personalizado e progressivo
com cada uma das etapas do processo de aprendizado assistido por computador.

Recursos de programacgdo baseada em regras e funcional permitiram a
concepgao destes documentos, onde as linhas de comando, escritas segundo notagdes
matematicas, podem ser alteradas e reprocessadas a qualquer momento. Um recurso
muito importante € a possibilidade de modificar os valores numéricos dos parametros e
propriedades fisicas associados aos modelos matematicos enfocados, permitindo a visdo
de novas realidades, ndo previstas no programa original, o que reforca o raciocinio
criativo humano.

Os problemas de crescimento populacional e transferéncia de calor ndo-linear
foram abordados e trabalhados em notebooks segundo as propostas de ensino assistido
por computador e técnicas de programacdo acima discutida, visando-se ilustrar o
tratamento unificado e sistematico apresentado anteriormente. Nos dois casos ressalta-se
a possibilidade de aprofundamento da teorizagao dos problemas enfocados, repassando
para os notebooks as extensdes propostas.

Sugere-se aplicar esta metodologia para a confec¢ao de notebooks relacionados a
outras disciplinas das grandes areas de conhecimento exatas ou para permitir a
simulacdo de experimentos laboratoriais ou, ainda, que caracterizem disciplinas tedricas
especificas acompanhadas de séries de exercicios e ilustradas via animacdes. Adaptar as
metodologias apresentadas para contetidos de disciplinas do segundo e primeiro graus.
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APENDICE A

Package Malthus

Para facilitar a utilizacdo dos modelos matemadticos apresentados no Capitulo 2
(eq. 2.1-3), pelos participantes do Projeto Waves, foi desenvolvido, utilizando-se o
software Mathematica®, um package denominado Malthus.

O arquivo “Maltus.m”, contendo o respectivo package, permite a chamada de
funcdes que incorporam os modelos finais desenvolvidos através de um tnico comando,
no caso,

Maltus[ k,r, PO,t], para o modelo de crescimento populacional com taxa de
migracao constante (eq. 2.1)

Maltus[k,C,a,Po,t], para o modelo de crescimento populacional com taxa de
migra¢do variando também dependendo do tempo, t.

Para ser utilizado, o package precisa ser carregado dentro de um notebook
através do comando:

<< Maltus.m

O arquivo “Maltus.m” precisa ser armazenado no mesmo diretério do notebook
em que for chamado. Este arquivo pode ser requisitado pelo seguinte e-mail:
pereira@lia.ufc.br.

Segue a seguir, a listagen desse pacote:

Maltus::usage = "Maltus [k,xr,P0,t] use Maltus para onde, \n
k & a taxa de crescimento populacional.\n
r é a taxa de migragdo.\n
Po é a populagdo inicial.\\n
t é a taxa de variacdo do tempo em anos.\n
Maltus[k,C,a,Po,t] use Maltus model to predict...onde,
k é a taxa de crescimento populacional.:\n
C & a constante da taxa de migragdo em relagio
ao tempo.\n
a & a taxa de variagdo da migracdo em relacdo ao tempo.\n
Po &€ a populagdo inicail.\\n

t é a taxa de variacdo do tempo em anos.\n"
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APENDICE B

Notebook completo do problema de Transferéncia de calor
nao-linear

O conteudo apresentado a seguir contém todos os estagios
associados ao processo de constru¢ao do aprendizado aplicados a
um problema de Transferéncia de Calor, que foi discutido ao
longo do texto da Dissertagao.
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Resolucao de Um Problema Nao-linear
de Conducao de Calor Utilizando GITT

Conceituacéao

m Introducao

A investigacdo matematica da conducao de calaownpor volta de 1800,
com Joseph Fourier, e ainda continua merecendcengdd dos pesquisadores. Por
exemplo, a analise da dissipicéo e da transferélecealor para longe das fontes,
nos motores de alta velocidade, € um importantelg@mea tecnolégico. E comum
noos problemas de conducéao de calor, existiremm ouanais variaveis indepen-
dentes, de modo que os modelos matematicos conespies envolvem equacoes
diferenciais parciais(E.D.P."s) e ndo equacdesatitgais ordinarias(E.D.O.’s).

m Descricdo do Problema

Considere o problema de conducéao de calor em uma placa situada ao
longo do eixo x com extremos em xi = 0 e xf = 1, condutividade térmica K
constante, densidade p, capacidade térmica variavel c, e temperatura
inicial To = 100 °C. Em x = 0 o fluxo de calor é zero e em x = 1a
temperatura € mantida constante igual a 1°C.

m Descricao do Algoritmo Generalizado(GITT)

O algoritmo generalizado é representado por duzagdgs diferenciais
governantes, definidas em uma regiéo finita V, comtorno S, composto por duas
componentes S1 e S2 (isto €, S=S1 U S2), com anepta no contorno S2, cuja
representacdo matematica se segue:

Wk(x)@+Lka:Pk(x,t,6’1,<92), xOV, t>0, k=12
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possuind as seguintes condicdes iniciais,

6,(x,0)= f (x) xV, k=12

e as seguintes condi¢des de contorno,

BO,(x,t)=¢/(x16.,6,) xOS k=12

0s operadores presentes na equacao governantdiedasde contorno sao defini-
dos como:

L =-0K, (x)O+d,(x), k=12

B, a, (x>+bk+<k(x)%], k=12

ondedy (x,t) sdo os potenciais a serem obtidos, senelbvariaveis independentes
gue representam as coordenadas espaciais e teympspalctivamente. Os termos

Py (X,1,671(X,1),02(x,1)) ey (X,t,61(,t),6o(x,t)) incorporam nao-homogéneos, nao-lin-

eares e de acoplamento presentes no sistafxpe b(x) sdo coeficientes prescritos
da equacao de contorn@¢ dn corresponde a derivada na diregcdo normal e externa
a superficie de contorno S.

Como primeiro passo, uma técnica de filtragemrginmiza os efeitos das
nao homogeneidades € utilizada, dividindo o problem dois componentes como a
seqguir:

6, (x,t) =6 (x,t)+6,(x,t)

aparece uma componente independente do tegapaim componente homogéneo
6kh. O problema estacionarig. inclui representacdes caracteristicas do problema
geral e condi¢des de contorno. A formulacdo do amapte homogéneo , € obtido a
partir da solucdo dos problemas mais faceis seguintes:

L6, =P, (x,t) xOV, k=12
B.6,, = ¢, (X,t)x 0 S k=12

O componente estacionario é facilmente resolvidmanto que o sistema
homogéneo deve ser resolvido pela técnica deftramada integral, através da
solucao de problemas auxiliares desacoplados (kd&,2po de Sturm-Liouville
gue evitam a existéncia de autovalores complex@® @efinidos como:
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LW (x)= 17w (W, (x) xDv,i = 12..
LT (x)= A 2w, (x)r (x), x OV i = 12.

com as seguintes condices de contorno:
BW.(x)=0,x0S,i=12..
B, (x)=0x0S,i =12...

Pela propriedade de ortogonalidade das autofuragsexiadas, os pares de transfor-
macao integral é definido como a seguir:

Transformada:

: Nil/2

Inversa:
= W (X
6,(x0=> N7, )
i=1 i

e,
Transformada:

Iw 1/2 6, (x,t)dv
Inversa:

82h(xit) i ‘92l (t)

ondeN; ¢ M; sdo as integrais de normalizacao, ou simplesnmemteas, definidas
como abaixo:

N, :jwl(x)tpﬁ(x)dv
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M. :jwz(x)rf(x)dv

e as condicdes inicias dos sitemas transformadosttias pela transformacao das
condicdes inicias originais.

Finalmente trunca-se o sistema numa ordem fihieondizente com a con-
vergéncia desejada, e obtém-se o seguinte sistelim@imo de equacdes diferenciais
com parametros termofisicos constantes :

dz—t(t) + AZN,ZNY (t) = O2N,1

onde;

V1)={8,0r)8,01)- (1) lr ). By 0

Os potenciais sdo computados pela soma dos ressilaiotidos dos dois compo-
nentes da equacéo filtro.

Modelagem

m Equacdo Governante

d aT \ _ aT
% (K 50) =pCp 50

pcp =l +laT(x, )

m Condicbes de Contorno

oT _
(3 )x_0=0

T(1,)=1

m Condigdes Iniciais

T (x, 0) =100
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Implementacéao

m Dados Iniciais do Problema

Atribuicdo dos extremos no eixo Xx:

noe)= xi = 0;
xf =1;

Definicdo da equacéo governante:

mes= el: =08y (Kéx T[X,t ]) ==pcp d; T[x, t ]

Das condi¢fes de contorno:

nE9= e3: = (8x T[Xx,t ] /.x =>0) ==
e4d: =T[1,t ] ==

E da condicéo inicial definida no problema:

Inf101:= €2 : =T[x, 0 ] ==100
Utiliza-se aqui uma funcao filtro(Ts) que absorsendo-homogeneidades
T[x,t] = Ts[x] + Th[x,t]

m Solucdo Para o Problema Estacionario
Definicao da equacao governante do problema e ¢oaslide contorno absorvendo
as nao-homogeneidades:
infro2r= e5=el /. {T-> (Ts[#1] &)}
out102l= K TS"(x) ==
infLo3l:= e6={e3,e4}/ {T->(Ts[#1] &)}
out103= {TS'(0) ==0, TY1) == 1}

Solucao das equacdes utilizando a rotina Dsolve:
inf1041:= eqll=DSolve[Flatten[{e5,e6}],{Ts[x]}X][[1,1]]

out[104]= TS(X) » 1
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inftos:= TS[X_] =Ts[x] /.eqll

out[105]= 1

m Solucdo Para o Problema Homogénio
Solucionada a funcédo para o estado estacionaseagse agora a trabalhar com a
parte homogénia(Th) da solucéo proposta.

Para o problema homogéneo, a variacao da propeeatiadapacidade téermicg( o)
é definida:
k1 +k2 (Ts[x]+ Th[x, t])

In[106]:= CP . =
P

Possibilitando a definicdo da equacao governamiéamente com suas condi¢cdes de
contorno:

n1071= e7=e1/{T->(Th[#1,#2]&)}
ourorj= K Th@9(x, t) == (k1 + k2 (Th(x, t) + 1)) Th®Y(x, t)

inLos= €8={e3[[1]]  ==0,e4[[1]]==0}/{T->(Th[#1#2]&)}
ougtos= {Th*9(0,t) == 0, Th(1, t) == 0}

In[1091:= e7=ExpandAll[e7]
oufrog= K Th@O(x, t) == k1 THOY(x, t) + k2 ThOV(x, t) + k2 Thix, t) Th®P(x, 1)

Operador OP

Conjunto de regras globais atrbuidas ao simbp|oesponsaveis pelas
transformacgdes das equacdes previstas nos fornaalidonmétodo de transformada
integral.

infi10;= Clear [op]

op[f_ +g_1:=op[f] +o0p[g]

op[f_ ==g_]:=o0p[f]==0p[g]

op[a_b_]:=aop[b] /;FreeQ [a, x ]

op[ ThO®Y) [x,t 17 :=D[op[Th[x t ]11,t ]

op[Th[x,t 11 :=Th[i][t]
o[i][x]
npsi z
op[ Th®O) [x, t 1]:=
20IX] [)1(] Thix, t 1,x ], x ], xxi, xt  }]-op[ulil®>Thix,t 11 /.

npsi 2

op[f__ ]:=int [ f, % xi, xf 3]

int [d[d[

d->D



In[118]:=

In[124]:=

In[134]:=
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Unprotect [Times ];

Clear [d]

dif_ +g_,x_1:=d[f,x 1+d[g, x ]

dfa_b ,x_ 1:=ad[b,x ] /; FreeQ [a, X ]
d[d[a_, X Symbol ],x Symbol ]:=d[a, X, X ]
Protect [Times I;

Clear [int ]
int [a_ ==b_,x List ]:=int [a X ] ==int [b, X ]
int [0 Plusa , s_List ] :=int [#a, s]&/@o0
int [a_b_, {x_,xi,xf_ }]:=aint [b, {x, xi,xf }] /;FreeQ [a, X ]
int [
didra_[x.,t 1,x_ 1b [x,t 1%=Yc [ 1[x 1.x_1, {X,x0 ,xf_  3}1:=
(dragxf,t 1, x 1b[xf,t 1%cli1[xf])-(d[a[x0,t ],x ] b[x0,t 1€c[i][x0])
int [d[a_[x ,t  1b [i_ J1[X_1,X.,X_ 1, {X,Xi_,xf_ }1 =
dia[xf,t 1b[i][xf],x]-d[a[xi,t Tb[i][xi ],X]
int [0, {x_, xi_,xf_ }1:=0

int [v_somaf[a_ b, {_,ji,ijf_ Y1, {x_, xi_, xf_ 1=
somaflaint [vb, {x, xi,xf 3}1, {ijiif }1 /; FreeQ [a, X ]
int [v._somaf[a b ,s List ], {x_,xi_,xf_ }] =

somalaint [vb, {x, xi,xf }],s ] /;FreeQ [a, X ]
MakeBoxes [int [a_,var__ 1, fmt_ ] := MakeBoxes [Integrate [a, var ], fmt ]

(* declaracoes para soma )

Clear [soma]

soma[o_Plus, s_List ] :=soma[#, s]& /eo

somaf[a_soma[b ,s ],c List ]:=soma[ab,c,s ]

soma[(a_+b )c ,s ]:=somaf[ac,s ]+soma[bc,s ]

MakeBoxes [soma[a_,in__ ], fmt_ ] :=MakeBoxes [Sum[a, in ], fmt ]

O operador € aplicado sobre a equa@equacao governante) gerando um sistema
de equacdes diferenciais ordinarias dependentesiap® tempo como resultado,
gue é guardado na equaglo

In[139;:= €9=op[e7]

out[139]=

k2 fol Th(x, 1) ¥(i)(x) THOP(x, t) dx

_ + K1 Th(i) (t) + k2 Th(i)'(t)
vV npsi

—K u(i)? Th(i)(t) ==

Devido o termo n&o-linear "Tk, t] Th®Y[x, t]" ndo ser coberto pelas regras gerais
do método criados em "op", € necessario a criagaoth regra local , como a
seguir, para seu tratamento na obtencao do sistansiormado:

mi1a0p= €10 =e9 /. {Th®1)[x, t ] -> soma|

2081 [x] DITb[sI[t],t 1, {s, 1, nf }],

npsi

z[m] [X]

Thix, t ] ->soma] To[ml[t], {m, 1,nf }]}

npsi
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» nt M (000 M0 B0 dx) Thm)) This) ()
m=1 s=1 npsi N N
+ K1 Th(i)'(t) + k2 Th(i)'(t)

vV npsi

ouraol=  —K u(i)? Th(i)(t) ==

inf141:= €10 =el0[[2]] ==el0[[1]1];
Seguindo os passos dos formalismos, definimos oiviggna de Sturm-Liouville,
gue tem por solucéo:

inf142):= Clear [®, u, T, o]
g[i_ J[X_] =Cos[Xulill;
pli_1=( -5)m

Com a condicéo inicial(e2) :
In[145]:= €2

out145]=  T(X, 0) == 100

E como Ts[x]=1, temos que Th[x,0]=99. Assim sendo:

In[146:= Npsi = .5;
99 Si i
ell = Th[i J[t] == o KITIT g
npsi- uli ]
“sin((i — 0.5
ouan= Th(i)(0) == 44.565‘i5|_né(|: 0.5 7)

m Demais Passos

Agora podemos armazenar as formulacdes analémaabelas e resolver o prob-
lema transformado numericamente usando a func@mantlo Mathematica,
NDSolve

Regras globais sdo definidas a seguir para serem us  adas na construcdo das tabelas.

inf148:=  Unprotect[Sin,Cos];
Sin/:Sin[x_]*Cos|y_]:=Sin[x+y]/2+Sin[x-y]/2
Sin/:Sin[x_]*Sin[y_]:=Cos[x-y]/2-Cos[x+Y]/2
Cos/:Cos[x_]*Cos[y_]:=Cos[x+y]/2+Cos[x-y]/2

Sin/:Sin[x_]"\(n_Integer)?Positive:=Expand[(1/2-Cos[ 2*X]/2)*Sin[x]*(n-2)1/
;n>1

Cos/:Cos[x_]\(n_Integer)?Positive:=Expand[(1/2+Cos[ 2*x]/2)*Cos[x]\(n-2)]/
n>1

Protect[Sin,Cos];



inf1s5]:= Clear[int]
int[f_+g_,x_]:=int[f x]+int[g,x]

int[f_c_ {x_,xi_,xf_}]:=fint[c,{x,xi,xf}]/;FreeQ[ f,x]
intfc_,{x_,xi_,xf_}]:=c(xf-xi)/;FreeQ[c,X]
intfCos[m_ x_] {x_,xi_,xf }:=(Sin[m xf]-Sin[m xi D/m/;FreeQ[m,x] &&

NumberQ[m] && m=!=0.
int{[Cos[0. x_],{x_,xi_,xf_}:=int[1,{x,xi,xf}]
intfo_,s_] :=With[{c=Expand][o]},int[c,s]/;0=!=Cc]
Definir o nimero de equacdes que irdo compor ersist

n[1621= nf =5;

Construir algumas tabelas como segue:
inf163;:= e13=Table[ell,{i,1,nf}]

ouzea= {Th(1)(0) == 89.1313, TIR)(0) == —29.7104,
Th(3)(0) == 17.8263, Tied)(0) == —12.733, TIE5)(0) == 9.90343

in164):= €12 = Table [el10 /. {soma-> Sum}, {i, 1, nf }7;
inf165]:= el4=Flatten[Append[el2,e13]];

inf166]:= el5=Flatten[Table[Tbli][t],{i,1,nf}]]
ougzesl= {Th(1)(t), Th(2)(1), Th(3)(t), Th(4)(t), THS)(1)}

Definir os valores das constantes k1, k2 e K :
npie71:= k1 =1.;k2 =.3; K =25;

Por fim, usa-se a funcéo interna do Mathamtica, Ol juntamente com as
tabelas criadas :
infiesl:= €28 = Flatten [NDSolve [el4, el5, ({t,0,1 }]]
ouiesl=  {Th(1)(t) — InterpolatingFunctiofg 0. 1.), <>][t],
Th(2)(t) - InterpolatingFunctiof 0. 1.), <>][t], Th(3)(t) — InterpolatingFunctiofg 0. 1.), <>][t],
Th(4)(t) > InterpolatingFunctiofg 0. 1.), <>][t], Th(5)(t) — InterpolatingFunctiofg 0. 1.), <>][t]}
Permitindo assim, a definicdo funcional das tramsémlas:

inf6g)= DO[Tb[i J[t_ 1 =€28[[i,2 11, {i,1,nf }]

nf

mp7op= Thx ,t ] = Z 2017 To[i][t];

T npsi

E a definicdo da func¢éo final (T= Ts+Th):
ina71= T1[X_,t ] =Ts[x] +Th[x,t 1;



Visualizacéo Grafica dos Resultados

m Tabelas

infi7s1:= TableForm [Table [Chop[Tl([x,t 11, {t, 0.1,0.9,0.1 }, {x,0,1,02 }],
TableHeadings - {{"t =0.1","t =0.2","t =0.3",
"t =0.4", "t =05","t =0.6","t =0.7","t =0.8""t =0.9" 3},
{'x =0", "x =0.2","x =0.4","x =0.6","x =0.8","x =1.0" }}]
Out[175]//TableForm=

x=0 x=0.2 x=0.4 x=0.€ x=0.€ x=1.C
t=0.1 96.577 93.3842 82.2667 61.3468 32.6424 1.
t=0.2 77.5846 73.3465 61.3601 43.6554 22.8266 1.
t=0.3 55.0841 52.0005 43.3876 30.8595 16.2607 1.
t=0.4 33.1879 31.3648 26.2652 18.8256 10.1239 1.
t=0.5 13.4891 12.7984 10.8547 7.98835 4.59362 1.
t=0.6 1.99058 1.94061 1.79667 1.57548 1.30094 1.
t=0.7 1.01039 1.00988 1.0084 1.0061 1.00321 1.
t=0.8 1.00009 1.00009 1.00007 1.00005 1.00003 1.
t=0.9 1. 1. 1. 1. 1. 1.

m Graficos

infeol:= << Graphics Graphics®

in1]:= Clear[opts]
opts=Sequence[Prolog ->{Text["t="<>ToString[t]<>"s.",{0.7,70}]},Frame
True, FramelLabel - {"x (cm)", "Temperatura (°C)"},PlotRange -
{{0,1}.{0,105}}];

in[e3]:= Clear][t]
t=0.1

oute4]= 0. 1



In[95]:=

out[95]=

In[96]:=

out[96]=

In[97]:=

Out[97]=

In[98]:=

out[98]=

Plot [T1[x,t ], {X, 0,1 }, PlotStyle

- {RGBColor [1, 0,0 ]}, Evaluate [opts ] ]
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- G aphics -

t=0.3
0.3

Plot [T1[x,t ], {x, 0,1 }, PlotStyle

- {RGBColor [1, 0,1 ]}, Evaluate [opts ] ]
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N
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In[99]:=

out[99]=

In[100]:=

In[101]:=

Out[101]=

Plot [T1[x,t ], {X, 0,1 }, PlotStyle - {RGBColor [0, 0,1 ]}, Evaluate
100 | ‘ ‘ ‘ ‘

80|

60 |

40!

Tenper at ur a (°C)

20}

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

- G aphics -
<< Graphics'Legend’

Plot [{T1[x, 0.01 ],T1 [x,0.2 1,T1([x,04 1,T1[x, 065 1]},
{x, 0, 1 3}, PlotStyle - {RGBColor [1,0, 0 7,

RGBColor [0, 1, 0 ], RGBColor [0,1,1 ], RGBColor [0,0,1 71},
PlotLegend -> {"0.01 s.", "0.02 s.", "0.04 s.", "0.65 s." },
LegendPosition -> {1.1, -.41}, Frame - True,

FrameLabel - {"x (cm)", "Temperatura  (°C)"}, PlotRange - {{0, 1 },

100
S
= —0.01
= 60
= 0.02
= 40
‘é 0.04
T 20
= —0.65
0.2 0.4 0.6 0.8 1
X (cm)

- Graphics -

[opts ] 1]

{0, 105 }1}]
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inf102:= Plot3D[T1[x,t],{x,0,1},{t,0.01,1},AxesLabel -
{"x (cm)" "t(s)", "Temperatura (°C)"}]

out102]= = Sur f aceGr aphi cs -

m Animacdes
Inf103]:= << Graphics Animation’
In[104]:= Ax=0.1;

inf105:=  ShowAnimation [Table [Plot [T1[x,t 1, {x,0,1 1},
Frame - True, FramelLabel - {"x (cm)", "Temperatura °C)" 3,
PlotStyle -> Hue[t ], PlotRange -> {0, 110 }], {t, 0.01, 0.7, 0.10

100 ¢

80

60 |

40|
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20}

I
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100 |
80
60 |

40|
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in[106]:= Table [Show[Graphics [
3%T1[i /10,j /10] )
10 « T1[i /10,0 ] ’

{{RasterArray  [Table [Hue[If [i =10,0.7,0.7

{a, 1,5 3}, {i,1,10 1}]]},
Text [TableForm [Table [ToString [T1[x,j /1011, {x, 0,1,0.2 }],
TableDirections - {Row, Column }1],
{5, 5 }, Background - Automatic 1}]], {j,0,7,02 }];
106. 242 93. 4487 107.646 89.693 118.05 1.

99. 8531 100.376 99.7727 97.3161 67.837/7 1.




100. 049 99.9639 97. 7109 85.202 50.2615 1.

99. 7726 98. /589 92.899 74.9287 41.6261 1.

98. 6583 96.4716 87.457/9 67.2296 36.3158 1.
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96. 577 93.3842 82.2667 61.3468 32.6424 1.

93. 6621 89. /894 7/7.5045 56.6/782 29.8984 1.

90. 1299 85.8851 73.1237 52.8118 27.7207 1.
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86.1791 81. 7959 69.0279 49.4677 25.8966 1.

81.9617 /7.5999 65.1288 46.457 24.2935 1.

77.5846 73.3465 61.3601 43.6554 22.8266 1.

57



73.1194 69.0671 57.677 40.983 21.443 1.

68. 6122 64. /815 54.0511 38.3905 20.11 1.

64. 0925 60.5029 ©50.4658 35.8486 18.8084 1.

58



59. 5789 ©56.2403 46.9124 33.341 17.5271 1.

55.0841 52.0005 43.387/6 30.8595 16.2607 1.

50.617 47.7893 39.8912 28.4009 15.0067 1.

59



46. 1854 43.6128 36.4256 25.9652 13.7646 1.

41. 797 39.47/7/5 32.9951 23.5546 12.5354 1.

37.4609 35.3914 29.6055 21.1729 11.3209 1.

60



33.1879 31.3648 26.2652 18.8256 10.1239 1.

28.9921 27.4109 22.9849 16.5202 8.94811 1.

24.8926 23.5475 19.7792 14.2667 7.7986 1.

61



20.9154 19.799 16.6681 12.0/7/92 6.68243 1.

17.0969 16.1997 13.6/799 9.97714 5.60943 1.

13.4891 12.7984 10.8547 7.98835 4.59362 1.

62



10. 1673 9.66572 8.25032 6.15304 3.65526 1.

7.23723 6.90098 5.94863 4.52/97 2.82297 1.

4.833 4.63046 4.05387 3.18599 2.1337 1.

63



3.07793 2.97072 2.66365 2.1965 1.6232 1.

1.99058 1.94061 1./7966/7 1.57/548 1.30094 1.

1.42707 1.40586 1.34453 1.24962 1.1309 1.

64



1.17352 1.16498 1.14021 1.10175 1.05343 1.

1.06853 1.06517 1.05542 1.04024 1.02115 1.

1.02674 1.02543 1.02163 1.01571 1.00826 1.
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1. 01039 1.00988 1.0084 1.0061 1.00321 1.
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