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Capitulo 1

Introducao

Durante cerca de uma década, Neil Robertson e Paul Seymour provaram um dos mais
importantes resultados em Matematica Discreta: “em todo conjunto infinito de grafos,
existem dois tais que um é menor do outro”. Tal teorema € conhecido como Teorema de
Menores de Grafos, e sua prova toma cerca de 500 paginas, sendo coberta por sua célebre
série de artigos no Journal of Combinatorial Theory, Series B, entre 1986 ¢ 1997.

Como resultado parcial do esfor¢o da prova do teorema, desenvolveram-se diver-
sos conceitos e técnicas de grande potencial e interesse. Um desses conceitos € o de
decomposicdo em arvore. Uma decomposi¢do em drvore para um grafo procura estabele-
cer uma relacao estrutural entre as partes deste de modo que estas estejam minimalmente
conectadas, ou seja, de modo que a estrutura do grafo assemelhe-se a de uma arvore. Este
tipo de decomposic¢do constitui, desta forma, uma boa ferramenta para o desenvolvimento
de algoritmos eficientes para muitos problemas de otimizacdo combinatéria que sejam
modelados em grafos, dado que tais grafos obedecam uma estrutura bastante semelhante
a uma arvore. O critério para tal similaridade € conhecido como largura em arvore: quanto
menor a largura em arvore de um grafo, mais semelhante este é a uma arvore; ao contrario,
quanto maior a largura em arvore, mais conexo o grafo serd.

Muitos pesquisadores voltaram entdo seus esfor¢os para a caracterizagio de tipos
de grafos que sejam suficientemente semelhantes a uma drvore para que essa propriedade
possa ser usada eficientemente, principalmente no projeto de algoritmos especificos. Tais
grafos compdem a classe dos grafos que possuem largura em arvore limitada. No entanto,
embora este seja atualmente um assunto bastante estudado e pesquisado em todo o mundo,
¢ bastante incipiente no Brasil o desenvolvimento de iniciativas e contribuicdes nesse
sentido.

Este texto compreende uma contribui¢do para este campo de estudo em Teoria dos
Grafos, de modo principalmente a estimular o surgimento de novos trabalhos e estudos
de profundidade, compativeis com sua complexidade. Este texto pretende assumir um
cardter introdutdrio, sendo redigido em linguagem acessivel, e, na medida do possivel,
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auto-contido e de fécil compreensdo. Além disso, € também intencdo do texto ilustrar o
estado da arte em algoritmos de decomposi¢cdo em drvore. Embora este tenha sido o prin-
cipal objetivo do trabalho de pesquisa, o principal produto € o texto, sendo este bastante
trabalhado.

Uma qualidade do texto que foi valorizada € o equilibrio entre o formalismo ma-
temadtico necessario e uma redagdo mais leve, introdutéria. Tal aspecto teve como objetivo
uma assimilagdo mais suave da teoria, que pode, numa primeira impressao, parecer in-
trativel e hermética. No entanto, vale ressaltar que a familiaridade crescente com o
assunto requer, invariavelmente, um bom envolvimento e compreensdao dos conceitos e
resultados, e principalmente das provas. De fato, buscou-se uma abordagem compreen-
siva e completa, e praticamente todos os principais resultados da teoria sdo demonstrados
— com algumas excec¢des nos casos em que a prova € muito longa ou técnica. O melhor
aprendizado passa, sem divida, pela leitura minuciosa e pelo estudo judicioso dos lemas,
teoremas e defini¢des e suas provas. Nesse sentido, procurou-se também fornecer provas
mais simples e detalhadas, principalmente dos resultados mais importantes.

O texto procura manter a simplicidade inclusive em sua organiza¢do, contendo so-
mente trés capitulos principais. O Capitulo 2 introduz os conceitos basicos necessarios em
Teoria dos Grafos. No Capitulo 3, o tema principal do texto € discutido: sdo apresentados
conceitos de decomposicao em arvore e largura em arvore, com algumas propriedades;
em seguida casos particulares de classes de grafos com largura em arvore limitada e pe-
quena sdo tratados; e, ao final do capitulo, € feita uma discussdao de novos conceitos de
conectividade para que se possa estabelecer uma obstrucdo estrutural para grafos com
largura em arvore limitada.

O Capitulo 4 é dedicado aos algoritmos para obten¢@o de decomposi¢des em drvore.
Nele sdo abordados dois paradigmas principais: algoritmos que usam métodos recursi-
vos e construtivos, e algoritmos baseados em reducdo. Para tanto, sdo discutidos trés
principais algoritmos, compondo os mais importantes e atuais resultados tanto em ter-
mos de técnicas como de complexidade computacional. Finalmente, no Capitulo 5, sdo
articuladas algumas conclusdes e recomendagdes para trabalhos futuros.




Capitulo 2

Conceitos e Preliminares

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo € introduzir os principais conceitos a serem usados ao longo do
texto, assim como apresentar a notago, tornando-a mais familiar para o leitor. E assumido
que este tenha alguma familiaridade com Teoria dos Grafos e Algoritmos. Os conceitos
foram retirados de vdrias fontes, principalmente de (Bondy e Murty 1976), (Golumbic
1980), (Diestel 2000), mas compartilham a notacdo adotada por este dltimo.

2.2 Grafos

Definicao 1 (Grafo). Um grafo G é um par (V, E), onde V' denota o conjunto de
vértices, e E/ o conjunto de arestas de (G. Cada aresta ¢ um par nao-ordenado de vértices
u,v € V, denotada por (u, v).

Os conjuntos de vértices e de arestas de um grafo G sdo denotados, respectivamente,
por V(G) e E(G). Um grafo finito é um grafo tal que seus conjuntos de vértices e arestas
sdo finitos; a cardinalidade de V(&) é normalmente denotada por n e a de E(G) por m.
Um lago é uma aresta (u, v) onde u = v, e arestas que compartilham os mesmos vértices,
ou seja ey, ..., e, = (u,v), sdo chamadas muiltiplas entre u e v ou paralelas. Um grafo
simples G é um grafo sem lacos e arestas mdltiplas, ou seja, para qualquer aresta (u, v)
de G, u,v € V(G), u # v. Ao longo do texto, um grafo refere-se a um grafo simples
finito, a menos que seja expresso o contrdrio. Um grafo trivial ¢ um que contém apenas
um vértice, ({v}, }), enquanto que um grafo vazio contém ambos os conjuntos de vértices
e arestas vazios.

Seja G = (V, E)) um grafo. Para qualquer aresta e = (u,v) € E, ue v sdo chamados
extremidades de e, e e € chamada a aresta entre u e v, ou conectando v € v. Dois vértices
u,v € V s@o adjacentes se existe uma aresta (u,v) € E. Se dois vértices u e v sdo
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adjacentes, também diz-se que u € vizinho de v e vice versa. Um vértice v € V' e uma
aresta e € F sdo chamados incidentes se e = (u,v) para algum u € V. Duas arestas sdo
ditas adjacentes se compartilham uma mesma extremidade. A vizinhanca de um vértice
v, denotada por Ng(v), corresponde ao conjunto de vértices adjacentes a v: Ng(v) =
{u € V : (u,v) € E}. A vizinhanga de um conjunto de vértices S, S C V, denotada
por Ng(S), corresponde ao conjunto de todos os vértices adjacentes a algum elemento
de S e ndo contidos nele: Ng(S) = {v : v € Ng(u),u € S,v ¢ S}. O grau de um
vértice v em G € o niimero de arestas que sdo incidentes a v, sendo denotado por d(v). Os
graus minimo e mdximo de G, denotados por 6(G) e A(G), correspondem ao minimo e
maximo dos graus dentre todos os vértices de GG, respectivamente, §(G) = min,ey {d(v)}
e A(G) = max,ey{d(v)}. Para um grafo G com arestas miiltiplas, o grafo simples G’
obtido pela remogdo de arestas multiplas entre quaisquer vértices u € v, e posterior adi¢ao
de (u,v) a E(G"), é conhecido como grafo subjacente a G.

Um grafo G’ é um subgrafo de um grafo G se V(G') C V(G) e E(G') C E(G).
Se ' é um subgrafo de G, entdo G é chamado um supergrafo de G'. Se um subgrafo G’
de G é tal que V(G') = V(G), entdo G’ é dito um subgrafo gerador de G. Um grafo G’
¢ um subgrafo de G induzido (por vértices) por W, onde W C V(G),se V(G') = W
e E(G") = {(u,v) € E : u,v € W}. Diz-se também que G’ é um subgrafo induzido
de G. Para qualquer W C V(G), o subgrafo induzido por W é denotado por G[W].
Analogamente, se F' C E, diz-se que G’ é um subgrafo induzido em arestas por F de G
se E(G')=FeV(G)={ueV : (u,v) € F,v € V}. Da mesma forma, denota-se G’
por G[F].

A defini¢do de subgrafo pode ser vista como uma relacao entre o grafo original e
seu subgrafo. De forma semelhante, algumas operacdes podem ser definidas para grafos.
A unido de dois grafos G; = (V4, E1) e Gy = (Va, Es), G1 U G, resulta num grafo
G=(V,E)talque V =V, UV, e E = E; U E,. A adi¢do de um vértice v a um grafo
G pode ser vista como um caso particular da unido entre G e um grafo trivial contendo
v, sendo denotada simplesmente por GG + v; analogamente, denota-se por G + ¢ a adi¢do
de uma aresta ¢ = (u,v) a G, sendo igual a G U H, H = ({u,v},{e}). Ao contrdrio
da adicdo, pode-se retirar um conjunto de vértices X de um grafo G, X C V, com base
na diferenca usual entre o conjunto de vértices de G e X: G — X = G[V \ X]. Desta
forma, pode-se ainda denotar a retirada de um vértice v ou aresta e por G —v e G — e,
respectivamente. A intersecdo entre dois grafos G; e G € definida analogamente a unido,
resultando no grafo G = Gy N Gyonde V = Vi NV, e E = E; N Esy. Se G € um grafo
com subgrafos induzidos G1, G5 e S tais que G = G; U Gy ¢ S = G N G, entdo diz-se
que G ¢ obtido pela (operacgdo de) colagem de G, e G5 ao longo de S.

Uma trilha W em um grafo G é uma seqiiéncia alternada (vy, e1, v2, €2, . . ., €y—1, Up)
de vértices e arestas (p > 1), comecando e terminando em um vértice, tal que, para cada
i,v; € V,e; € E,ee; = (v;,0;41). A trilha W é também chamada de trilha de v; a v,
ou trilha entre v; e v,. Os vértices v; e v, sdo chamados extremidades de W, e os outros
vértices sdo chamados internos. O comprimento de uma trilha € o nimero de arestas que
esta contém. Diz-se ainda que uma trilha W usa um vértice v se v = v; para algum 1,
1 <1i < p,equeW evitav se W nio usa v. Se G é um grafo simples, entdao ndo ha
necessidade de referenciar as arestas em W, ja que estas tornam-se implicitamente deter-
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minadas; neste caso, ou quando somente a seqiiéncia de vértices for relevante, pode-se
denotar W por (vy,. .., v,), de forma que para cada i, 1 <1i < p, (v;,v;11) € E(G).

Um caminho P em um grafo G € uma trilha na qual todos os vértices sdo dis-
tintos, e logo todas as arestas sdo também distintas. A distdncia entre dois vértices u
e v em G é o comprimento do menor caminho entre v ¢ v em G. Se P é o cami-
nho minimo entre v ¢ v em G, entdo diz-se que P realiza a distincia entre u e v.
Seja P = (x1,29,...,%,_1,2,); entdo denotam-se os subcaminhos de P (z1,...,x;),
(iy...,xp) € (x;,...,x5), como Px;, x;P e x;Px;, respectivamente. Analogamente, a
unido de dois caminhos P; = (z1,...,x;) e P» = (z;,...,x,) resultando no caminho
P = (xq,...,z,) pode ser denotada por P = Px; U x; P>, ou P = Px;P;, ou mesmo
P= <(L’1, Pl, Zi, Pg, 1’7«>.

Um ciclo C em G é uma trilha na qual todas as arestas sdo distintas, e todos os
vértices sdo distintos com excecdo das extremidades, ou seja, apenas o primeiro e ultimo
vértices sdo iguais. Se um grafo G consiste de apenas um caminho, entdo G € dito um
caminho em n vértices, sendo denotado por P, ; da mesma forma, se G é composto de um
unico ciclo, G € dito um ciclo em n vértices, denotado por C,.

Dois vértices sdo conectados em um grafo GG se existe um caminho entre eles. Um
grafo GG € dito conexo se todo par de vértices de GG é conectado. Uma componente (conexa)
C de GG é um subgrafo conexo maximal de (7, ou seja, C' € um subgrafo de GG que é conexo,
e ndo existe um subgrafo de G que contenha propriamente C' e seja também conexo. Um
conjunto S C V é um separador de G se existem dois vértices u,v € V \ S tais que
u e v sdo conectados em G e desconectados em G|V \ S]; diz-se ainda que S é um
uv-separador em G, e que S é um corte em (G. Se nenhum subconjunto préprio de S é
um uw-separador, entdo S é um separador minimal para v e v. Uma articulagdo de G
¢ um vértice v € V(G) tal que {v} é um separador de G. Um grafo G é biconexo se
G ¢é conexo e ndo contém articulagdes. Uma componente biconexa ou bloco de G' € um
subgrafo biconexo maximal de (G. Pode-se ver que os blocos de GG particionam o conjunto
de arestas F' de (G, cada bloco é um subgrafo induzido de G, e um vértice v € V' é uma
articulacdo se e somente se v pertence a dois ou mais blocos de G. Uma aresta e € F
€ chamada ponte de G se existem dois vértices u,v € V que sdo conectados em GG mas
desconectados em G’ = (V, E'\ {e}).

Uma parti¢do de um conjunto S € uma divisdo dos elementos de .S em classes dis-
juntas {X;}icr tal que (J,.; X; = Se X;NX; = 0 paratodoi,j € I,i # j;uma
r-particdo é uma parti¢do tal que |/| = r. Um grafo G é dito r-particionado se admite
uma r-particdo de seu conjunto de vértices V' (G) tal que toda aresta de G tem extremi-
dades em classes diferentes da parti¢dao. Se um grafo G é 2-particionado em conjuntos
X,Y C V(G), por exemplo, entdo toda aresta e = (u,v) de G satisfazu = X ev =Y.
Normalmente se denomina G por grafo bipartite.

A poténcia de um conjunto S é a familia P(S) de todos os subconjuntos de S:
P(S) = {X : X C S}. Um grafo completo é um grafo (simples) G onde todos os
vértices sdo adjacentes entre si, ou seja, para todo X € P(V(G)), existe uma aresta de
G entre cada par de vértices de X. O grafo completo com n vértices € denotado por K.
Uma cligue de um grafo G’ é um subconjunto S C V(G) tal que G[S] é um subgrafo
completo de G. O nimero clique de GG, denotado por w(G), é o tamanho da maior clique
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em G. Por simplicidade, um grafo completo é também conhecido como uma clique. Um
grafo bipartite completo, por sua vez, € um grafo bipartite onde quaisquer dois vértices
de classes diferentes sdo adjacentes entre si. A partir do conceito de clique, pode-se ainda
definir uma operacdo clique entre um grafo G e um subconjunto de vértices X de G,
denotada por G + K (X), resultando num supergrafo G’ de G onde os vértices em X
formam uma clique.

Dois grafos G; = (V1, F1) e Gy = (Va, E») s@o ditos isomorfos — sendo denotado
por Gy ~ Gy — se existem bijecdes f : V| — Vhoe g: Fy — FEs tais que para cada
v e Viee € Ey,véincidente a e em G, se e somente se f(v) é incidente a g(e) em Go.
O par (f, g) é chamado um isomorfismo de G1 a G5. Se G e G5 sdo grafos simples, um
isomorfismo entre eles pode ser representado simplesmente por uma fungdo f: G, e Gs
sdo isomorfos se e somente se existe f : V; — V5 tal que (u,v) € E; se e somente se
(f(u), f(v)) € Eb.

Diz-se que um grafo € planar, ou embutivel no plano se este pode ser desenhado no
plano de forma que suas arestas interceptam-se apenas nas extremidades.

2.3 Arvores

Uma drvore T' € um grafo simples conexo sem ciclos. Uma floresta F' é um grafo simples
sem ciclos, ou seja, um grafo é uma floresta se e somente se cada uma de suas componen-
tes € uma arvore. Vale notar que qualquer aresta de uma arvore 7' é uma ponte, e logo 7' é
minimalmente conectado. Um vértice de uma drvore € também particularmente chamado
de no.

Lema 2.1. Em uma drvore T, quaisquer dois nés sdo conectados por um inico caminho.

Prova. Seja 7 uma drvore e u,v € V(T') nés de T'. Suponha por absurdo que existam
pelo menos dois caminhos P; e P, unindo u e v em 7. Basta notar agora que a diferenca
simétrica entre Py e Py, (P, U P,) \ (P; N P,), contém pelo menos um ciclo, um absurdo,
jé& que, por hipétese, T' € uma drvore. Logo, a propriedade segue. U

Pode-se ver que o lema anterior decorre naturalmente do fato de que uma arvore
ndo possui ciclos. Desta forma, ao se tomar um caminho maximal P em uma arvore 7',
pode-se definir como folhas os vértices extremidades de P. As folhas de 1" sdo os vértices
extremidades dos caminhos maximais de 7', ou seja, todos os vértices de grau unitdrio.
Os nds que nao sdo folhas s@o chamados internos, ja que também sdo internos a algum
caminho maximal em 7. Além disso, pelo Lema 2.1, como o caminho P entre dois nés u
e v de uma arvore 7' é bem definido, pode-se denotar u7'v como simplifica¢do para uPuv.

Uma drvore enraizada € uma arvore I' com um né destacado r chamado raiz de
T. Numa érvore enraizada T', os descendentes de um né v € V(T) sdo os nds u tais
que o caminho de u até a raiz r usa v. Os filhos de v sdo os descendentes de v que t€ém
distancia unitédria a v. Pelo Lema 2.1, segue que se v ndo € raiz, entdo existe apenas um
vértice u do qual v € filho; u € entdo chamado pai de v. Se numa arvore 1" todos os nds
tém no maximo dois filhos, diz-se que 7' € uma arvore bindria. Na verdade, as relacdes
de descendéncia entre os nds de uma arvore representam uma ordem, a ordem em drvore
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em V(T) associada a T e r: u < v, se u € rT'v. Pode-se ver que toda ordem em drvore
€ uma ordem parcial bem ordenada onde r € o elemento minimo, toda folha da arvore é
um elemento maximal, as extremidades de uma aresta sdo compardveis e todo caminho
de 7 a um né v é uma cadeia, ou seja, um conjunto da forma {u : v < v} onde todos os
elementos sd@o compardveis entre si.

Propriedade Helly

Definicao 2 (Propriedade Helly). Uma familia {7} };c; de subconjuntos de um conjunto
T ¢ dita como satisfazendo a propriedade Helly se J C I e T; N T; # () paratodo i, j € J

implica que ()., T # 0.
Lema 2.2. Uma familia {T;},cr de sub-drvores de uma floresta T satisfaz a propriedade
Helly.

Prova. Suponha7;N7T; # () paratodoi,j € J C I. Considere trés nds u, v e w em 7.
Seja S o conjunto de indices s tal que 75 contém pelo menos dois destes trés nds, e sejam
P, P,, e P,, caminhos em 7" conectando u a v, v a w € u a w, respectivamente. Como
T é uma érvore, segue que P,, N Py, N Py, # (); mas cada T, (s € S) contém um destes
caminhos, e logo:

(VT2 Puy N Py N Py # 0.

seS

O lema segue por inducdo no tamanho de J. Suponha entdo que

Vi,jeJ:TiNT; #0) = (T, #0
peJ
vale para toda familia J de sub-drvores de tamanho no méaximo k. Considere agora uma
nova familia de sub-drvores J' = {T}, ..., Ty1}. Pela hipétese de indugdo, existem nés
u, v € w tais que:

k k+1
we(T ve( T, weTDNT
i=1 =2
Pode-se notar que cada sub-drvore 7;; contém pelo menos dois nds entre u, v € w, €

logo, pelo exposto acima, ﬂfill T; # (), o que conclui a prova. U

A relagdo entre arvores e a propriedade Helly permite inclusive uma caracterizagao
daquelas em func¢do desta:

Lema 2.3. Um grafo G é uma drvore se e somente se toda familia de caminhos em G
satisfaz a propriedade Helly.

Prova.
(=) Suponha que G seja uma arvore, e seja entdo P = { P, };c; uma familia de caminhos
arbitraria em . Sejam Jj os subconjuntos de indices de / com k elementos tais que
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PNP; #0,i,j € Jy. Para k = 2, claramente ﬂquk P, # (. Para k = 3, sejam
Py, P, e P; os elementos de J3, e vy, vo € v3 nds pertencentes a P, N Py, P, N Py e
P; N Py, respectivamente. Suponha que P; N P, N P; = (). Desta forma, pode-se ver
que (v; Pyvy Psu3 Pyvq) induz um ciclo em G, um absurdo, ja que G € uma érvore; logo,
ﬂqEJ:s Pq 7# 0. . . .

A prova da condi¢do necessdria segue por inducdo em k. Suponha entdo que
mqup P, # 0, paratodo J, C I,p < k, k < |I|, e seja P41 um caminho em P tal que
Py 1N P; # (), para todo P; € J. Suponha agora por absurdo, que ﬂquk P,N Py =0.
Sejam entdo P, ..., P, os caminhos representantes dos indices em J. Pela hipétese de
inducdo, ﬂ‘fgg v Py N Py # () para 1 < i < k, e sejam, portanto, v; nds arbitrarios em

cada intersecdo ﬂ%ﬁ%k Py N Pyy1 € vy um n6 arbitrdrio em (), o, Py Se u e w sdo

extremidades de Py, suponha ainda, sem perda de generalidade, que os vértices u, vy,
..., Uk, w aparecem nesta ordem em Py, ;. Basta ver agora que existem dois caminhos
disjuntos unindo v; a v: um composto por (vy Py 102 Pt - -+ Pri1Vk—1 Pry10k), € outro
por (vy Pvy1 Plvg), onde P| e P/ sdo quaisquer caminhos P;, 1 < i < kcomi # le
1 # k, respectivamente. Logo, tem-se um absurdo pela existéncia de um ciclo unindo os
k + 1 vértices v; em G, o que leva a conclusio de que () get. P N Peya # (). Como a
propriedade Helly vale para qualquer familia arbitraria de sub-arvores em G, equivale a
dizer que esta vale para todas.

(<) Considere P uma familia qualquer de caminhos em um grafo G = (V, E') que satis-
faz a propriedade Helly, e seja C' = (uPyvPywPsu) um ciclo em G, com u, v, w € V, e
Py, Py, Py € P.Como PLNP, = {v}, BLNP; ={w} e PN P; = {u}, e pela hipétese de
suficiéncia, deve-se ter Py N P, N P3 # (), e logo C ndo pode existir. Como tal propriedade
vale para todas as familias de caminhos em G, conclui-se que GG ndo contém ciclos, sendo
uma arvore. Ul

2.4 Conectividade

A nocdo de conectividade em grafos jé foi introduzida na Secdo 2.2. No entanto, é ne-
cessdrio ainda definir um conceito para medicao da conectividade, ou seja, de quao conexo
um grafo pode ser.

Defini¢ao 3 (Grafo k-conexo e Conectividade). Um grafo G = (V, E) é k-conexo (para
k€ N)se |V| > ke G[V \ X] é conexo para todo X C V, |X| < k. O maior inteiro k
para o qual G é k-conexo é conhecido como a conectividade (G) de G. Por convengio,
K(K,)=n—1,n>1.

Em outras palavras, o conceito de conectividade implica que, em um grafo G,
quaisquer dois vértices ndo sdo separados por menos de x(G) outros vértices.

Teorema 2.4 (Teorema de Menger). Seja G = (V, E) um grafo e A, B C V. O niimero
minimo de vértices separando A e B ¢é igual ao niimero mdximo de caminhos disjuntos
entre A e B.
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Definicao 4 (Grafo k-ligado). Um grafo G com pelo menos 2k vértices é dito k-ligado
se, para quaisquer 2k vértices Si,...,Sg, t1,...,1tx em G, este contém k caminhos
disjuntos P; = (s;...t;), 1 <i < k.

Vale observar que a definicdo de grafo k-ligado implica na satisfacdo do Teorema de
Menger — e logo todo grafo k-ligado é também k-conexo — mas requer uma condi¢ao
mais forte: ndo apenas dois conjuntos de vértices devem ser conectados por k£ caminhos
disjuntos, mas devem existir caminhos distintos unindo cada par especifico s;-t;. Desta
forma, nem sempre a k-conectividade implica na k-ligacdo de um grafo. No entanto, uma
relacio pode ser estabelecida entre os dois conceitos:

Teorema 2.5 (Jung [1970]; Larman e Mani [1970]). Existe uma funcdo f : N — N tal
que todo grafo f(k)-conexo é k-ligado, para todo k € N.

2.5 Emparelhamentos

Um emparelhamento em um grafo G = (V, E) é um subconjunto M C E de arestas
tal que os elementos de M nao sdo adjacentes entre si. Cada par de extremidades de
cada aresta em M sdo ditas emparelhadas por M, e os vértices incidentes as arestas em
M sao ditos saturados, ou M -saturados. Um emparelhamento M ¢é dito maximal em G
se nenhuma outra aresta em G pode ser acrescentada a M de modo a aumenta-lo; um
emparelhamento é dito mdximo em G se ndo existe outro emparelhamento M’ em G tal
que |M'| > |M].

2.6 Menores

Seja e = (u,v) uma aresta de um grafo G = (V, ). Denota-se por G /e o grafo obtido
pela contracdo de e. A contragdo de e em G resulta em um novo vértice v, em G/e, que
¢ feito adjacente a todos os vizinhos de v e v em G. A definicdo formal segue.

Definicao 5 (Contragdo). Uma contracdo (de arestas) é uma relagdo entre um grafo
G = (V,FE), uma aresta e = (u,v) € FE e um novo grafo G’ = (V’, E’), denotado
por GG/e, onde:

V' =V {u,v}U{v.}

E' ={(w,t) € E:{w,t}Nn{u,v} =0} U{(ve,w) : (u,w) € E—eou (v,w) € E—e}
onde v, € 0 novo vértice em G’ correspondente a e em G.

O conceito de contracdo de arestas pode ser estendido para contracdo de vértices.
Seja U C V um subconjunto de vértices de (&, definido acima. A contracdo (de vértices)

de U em G € obtida pela contrac@o de todas as arestas no conjunto Ur = {e = (u,v) :
u,v € U}. Claramente, como todos os vértices em U sdo contraidos através de arestas, U
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induz um subgrafo conexo em G. O grafo obtido pela contragdo de U em G é denotado
G/U. Vale notar que a contra¢do de uma aresta ¢ = (u,v) pode ser vista como um
caso especial de uma contragdo de vértices onde U = {u,v}. A contragdo de um par
de vértices {u, v}, mesmo que nio haja uma aresta entre eles, é também particularmente
chamada de identificacdo dos vértices u e v em G neste caso, o novo vértice obtido a
partir da contragdo de {u, v} é denotado por u * v.

Seja agora U = {U;}i<i<k, onde U; C V para todo U; € U, uma familia
de subconjuntos de vértices de GG tais que cada U; induz um subgrafo conexo em G.
Se o grafo X € obtido pela contragdo em G de todos os subconjuntos em U (X =
G/Uy/ -+ Ui/ --- |Uy), entdo denota-se G = M X. Os elementos de U/ sdo chamados
ramos de X.

Definicao 6 (Menor de um grafo). Se um grafo G = M X é um subgrafo de Y, entdo
diz-se que X € um menor de Y, e denota-se por X < Y.

Vale notar que, pela defini¢ao, todo subgrafo de um grafo ¢ também seu menor (ja
que G = MG para qualquer grafo (), assim como todo grafo é menor de si mesmo
(ja que todo grafo é subgrafo de si mesmo). Pode-se notar também que todos os meno-
res de um grafo G podem ser obtidos a partir de uma série de operagdes de eliminagdo
de vértices e arestas e contragdo de arestas, o que se pode concluir pelo fato de que a
aplicacdo de qualquer uma destas operacdes a um grafo resulta em um menor deste, e
pela transitividade da relagdo de menor. De fato, uma conclusdo maior pode ser obtida:

Proposicao 2.6 (Diestel [1999]). A relagdo de menor < estabelece uma ordem parcial
na classe de grafos finitos, ou seja, <X ¢ reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Um conceito relacionado ao de menor € o de menor topoldgico. Seja X um grafo e
G um grafo obtido de X pela substituicio das arestas em X por caminhos independentes
entre as extremidades de cada aresta. G € obtido por subdivisdo (de arestas) de X, sendo
denotado por G = T X. Analogamente, se G = T'X é um subgrafo de Y, X & dito
um menor topoldgico de Y. A Proposicdo 2.6 também se aplica para a relagdo menor
topoldgico, sendo estabelecida uma ordem parcial na classe de grafos finitos pela relagao
de menor topoldgico. Tal caracteristica pode ser melhor aceita se a relacdo entre menor e
menor topoldgico for melhor definida:

Proposicao 2.7 (Diestel [1999]).

1. Para um grafo X, todo T'X é também um M X. Logo, qualquer menor topologico
de um grafo é também seu menor (convencional).

2. Se A(X) < 3, entdo qualquer M X contém um T X. Logo, qualquer menor com
grau mdximo no mdximo 3 de um grafo é também um menor topolégico deste.

Classes de grafos

Uma propriedade de grafos P é uma funcdo que mapeia cada grafo (no dominio de P)
a um valor verdadeiro ou falso; assume-se também que P € invariante com relagdo a
isomorfismo. Uma classe de grafos C é um conjunto de grafos tal que cada elemento de
C satisfaz uma dada propriedade de grafos. Como exemplo, pode-se definir uma classe
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IC onde cada elemento K de K € tal que todos os vértices de K sdo adjacentes entre si;
claramente, K € classe dos grafos completos.
Considere agora um conjunto ou classe de grafos H. A classe

Proibg(H) = {G : H # G paratodo H € H}

dos grafos que nao tém elementos de H como menores € uma classe fechada com relagao
a isomorfismo. A classe também pode ser caracterizada pelos grafos em H, sendo estes
conhecidos como menores proibidos (ou excluidos). Se C = Proib4(H) como acima,
entdo diz-se também que H é o conjunto de obstrugdo da classe C.

Pela Proposigdo 2.6, a classe Proib(H) é fechada também com relagdo a tomada
de menores — se G’ < G € Proib4(H), entdo G’ € Proib<(H). A proposi¢do seguinte
vincula as duas defini¢des:

Proposicao 2.8. Uma classe de grafos C pode ser expressa por menores proibidos se e
somente se C é fechada com relagdo a tomada de menores.

Como Diestel (2000) define, uma classe fechada com relagdao a tomada de menores
¢ também chamada hereditdria.

2.7 Grafos Cordais

Um grafo nao direcionado GG é chamado cordal se cada ciclo de tamanho estritamente
maior que 3 possui uma corda, ou seja, uma aresta unindo dois vértices ndo consecutivos
do ciclo. Como G nao possui subgrafos induzidos isomorfos a C,,, n > 3, o maior ciclo
de G é um tridngulo, e logo GG € também chamado triangulado.

Uma forma simples de caracterizar grafos cordais é através de separadores
minimais, como mostrado no lema a seguir.

Lema 2.9 (Dirac [1961]). G é um grafo cordal se e somente se todo separador minimal
induz um subgrafo completo em G.

Prova.

(=) Suponha que S seja um uwv-separador minimal de G = (V, E), sendo U e V as
componentes de G[V \ S| contendo u e v, respectivamente. Como S é minimal, todo
s € S € adjacente pelo menos a algum vértice de U e a algum vértice de V. Logo,
para qualquer par z,y € S, existem caminhos (x, u1, ..., u.,y) € (y,vq, ..., v, ), onde
u, € Uyl <1 <rewv; € V,1 <1 <t que podem ser escolhidos de modo a ter o
menor comprimento possivel. Segue que (z,u1, ..., U, y,v1,...,0,z) é um ciclo cujo
comprimento é no minimo 4, implicando que este deve ter uma corda. Mas (u;,v;) € E
pela definicdo de S, e (u;,u;) ¢ E e (v;,v;) ¢ E, pela minimalidade de r e ¢. Logo a
tinica corda possivel é (z,y). Como isso vale para qualquer par z,y € S, segue que S
induz um subgrafo completo em G.

(<) Seja (u, z,v,y1, Y2, - - -, Yg, u), k > 1, umciclo de G = (V, E'). Como qualquer uv-
separador minimal deve conter os vértices x e y;, 1 < i < k, segue que (z,y;) € E e
(vi,y;) € E, elogo o ciclo sempre terd uma corda. O
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Um outro resultado auxiliar envolvendo separadores minimais pode ser encontrado
a partir da observacao de que » = t = 1 na prova da condi¢do necessdria do lema acima, e
logo, para qualquer par de vértices =,y € S existem vértices em U e V' que sdo adjacentes
tanto a x como a y. O resultado auxiliar segue de uma condi¢ao mais forte deste fato:

Lema 2.10. Para qualquer separador minimal S de um grafo cordal G = (V, E), existe
um vértice v em cada componente conexa de G|V \ S| tal que S C Ng(v).

Prova. Seja G = (V, F) um grafo cordal e S um separador minimal de G. A prova
¢ por indugdo no tamanho de S. Se S = {s} entdo o lema ¢ trivial. Seja entdo S =
{s1,..., sk} e suponha que existe um vértice v tal que S — s, C Ng(v). Se s € Ng(v)
a prova estd completa. Suponha entdo o contrério, e logo deve existir um outro vértice
u pertencente a mesma componente de v e adjacente a s, (do contrario S ndo seria um
separador minimal). Assuma ainda, sem perda de generalidade, que u € adjacente a v.
Pelo Lema 2.9, s;, é adjacente a todos os outros vértices de S. Paracada s;, 1 <1 <
k—1,C; = (s;,v,u, sk, ;) induz um ciclo em G, e logo, como G é cordal e (v, sy,) & F,
deve existir uma corda unindo u e s;. Portanto, S C N (u) e a prova estd concluida. [

Uma outra caracterizacdo de grafos cordais, de aspecto mais algoritmico, envolve
uma enumeragao especial dos vértices do grafo. Para tanto, novos conceitos sdo ne-
cessdrios. Um vértice v de G é chamado simplicial se sua vizinhanga N¢(v) induz um
subgrafo completo de G, ou seja, Ng(v) é uma clique. Vértices simpliciais tém grande
aplicacdo na elaboracdo de algoritmos para grafos cordais. Antes de apresentar uma
caracterizacao algoritmica desta classe de grafos, um outro resultado auxiliar é necessério.

Lema 2.11 (Dirac [1961]). Todo grafo cordal G tem um vértice simplicial. Além disso,
se G ndo é completo, entdo ele tem dois vértices simpliciais ndo adjacentes.

Prova. Se G é completo, o lema torna-se trivial. Suponha entdo que G = (V, E) possui
dois vértices u e v ndo adjacentes e que, por indu¢do, o lema vale para todos os grafos com
menor cardinalidade de vértices que GG. Considere agora S um separador minimal para u
e v, e as duas componentes (conexas) U e V' de G[V'\ S| contendo u e v, respectivamente.

Pelo critério de indugdo, ou G[U U S| tem dois vértices ndo adjacentes e simpliciais,
dos quais um deve estar em U, ja que S induz um subgrafo completo (Lema 2.9), ou
G[U U S] é completo e logo qualquer vértice deste é simplicial. Conseqiientemente, como
N¢g(U) C UUS, todo vértice simplicial em G[U U S| o é também em G. Como 0 mesmo
argumento aplica-se para V', G possui pelo dois vértices simpliciais, o que conclui a prova.
OJ

Usando o resultado do Lema 2.11, Fulkerson e Gross (1965) apud (Golumbic 1980)
sugeriram um procedimento iterativo para reconhecer grafos cordais: repetidamente loca-
lize um vértice simplicial e elimine-o do grafo até que ou nenhum vértice permaneca —
e o grafo seja cordal — ou nenhum vértice seja simplicial, e logo o grafo ndo é cordal.
Formalmente, a eliminagdo iterativa de vértices simpliciais pode ser representada por um
esquema enumerativo.

Sejam entdo G = (V, E') um grafo nao direcionado e o = [vy, vg, ..., v,] um orde-
namento de vértices de V. Diz-se que o é um esquema perfeito de eliminacdo de vértices,
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ou simplesmente um esquema perfeito, se cada v; é um vértice simplicial do subgrafo
induzido G[{v;,...,v,}|. O seguinte resultado formaliza o procedimento de Fulkerson e
Gross:

Lema 2.12. G é um grafo cordal se e somente se G admite um esquema de eliminagdo
perfeito. Além disso, qualquer vértice simplicial pode iniciar um esquema perfeito.

Prova.

(=) Pelo Lema 2.12, se G = (V, E) é cordal, entdo este possui um vértice simplicial x.
Basta agora notar que, por inducdo, G|V — x] € ainda cordal e deve admitir um esquema
o’ de eliminag@o perfeito. Um esquema o perfeito para G € simplesmente 0 = [z| U ¢’,
ou seja, a jungdo de x a o’ como prefixo.

(<) Sejam C' um ciclo de G e = um vértice de C' de menor indice em um esquema
perfeito. Como |Ng(z) N C| > 2, a simplicialidade de  garante uma cordaem C. [

Os grafos cordais possuem caracteristicas especiais que serdo melhor exploradas no
proximo capitulo. E alguns casos, € interessante entdo obter um grafo cordal, supergrafo
de um grafo original, acrescentando arestas a este. Um grafo H = (V, E’) é dito entdo
uma cordalizacdo de um grafo G = (V, E) se G é um subgrafo gerador de H e H é
cordal; neste caso, £’ \ E é uma triangulacdo de G resultando em H. H é dito uma
k-cordalizacdo de GG se é uma cordalizac@o cujo tamanho da maior clique é no maximo k.

k-arvores

Definicao 7 (k-arvore). Uma k-drvore é definida recursivamente como se segue: uma
k-drvore com k + 1 vértices consiste de uma clique com k + 1 vértices (k + 1-clique);
dada uma k-drvore T, com n vértices, n > k + 1, constrdi-se uma k-drvore com n + 1
vértices acrescentando um novo vértice v a 7;, e fazendo-o adjacente a cada vértice de
uma k-clique de 7,, e ndo adjacente aos n — k vértices restantes. Uma k-drvore parcial é
um subgrafo de uma k-arvore.

Lema 2.13. Uma k-drvore é um grafo cordal.

Prova. SejaT,, uma k-arvore com n vértices. Pela defini¢do de k-drvore, sempre existe
um vértice v; adjacente a uma k-clique, e logo, simplicial. Com a retirada de v, de 7T,,,
tem-se ainda uma k-arvore 7,,_; com n — 1 vértices, de onde se pode retirar outro vértice
vy simplicial (e adjacente a outra k-clique). Pode-se perceber entdo que n — k vértices
simpliciais podem ser retirados de 7;, de forma iterada. Como os outros k vértices res-
tantes sdo simpliciais, tem-se que 0 = [vy, v, . .., ¥,] constitui um esquema perfeito de
eliminacdo, e logo 7, é cordal. 0

2.8 Logica Monadica de Segunda Ordem

Definicao 8 (Grafo terminal). Um grafo terminal é uma tripla (V, E, X ), onde (V, E) é
um grafo simples e X C V' é um conjunto ordenado de [ vértices, 0 < [ < |V/|, denotado
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por X = [x1,...,2y]. Os vértices em X sdo denominados terminais, e os vértices em
V' \ X, internos.

Um grafo terminal G = (V, F, X') com [ terminais € também chamado [-tferminal,
ex; € X,1 < ¢ <[, € denominado o i-ésimo terminal de GG. O conjunto de vértices
terminais de G € denotado por Term(G) = X — e logo, se G é [-terminal, |Term(G)| = [
— e o conjunto de vértices internos de G é denotado por Int(G) = V'\ X. Um grafo termi-
nal GG € dito aberto se ndo existem arestas entre os terminais de G. De modo semelhante
a grafos convencionais, diz-se que dois grafos terminais Gi = (Vi, Ey, [x1,..., 1)) e
Gy = (Va, Es, [y, ..., Yp)) sdo isomorfos se | = p e se existe um isomorfismo entre

1= W, E1) e Gy = (Vs, E5) mapeando cada z; a y;, 1 < i < [. O isomorfismo entre
grafos terminais € denotado da mesma forma que em grafos convencionais, ou seja, se G
e (G, sdo isomorfos, escreve-se G; ~ G.

Definicao 9 (Operacio de jungio terminal). A operacdo de jun¢do terminal & mapeia
dois grafos terminais G ¢ H com o mesmo nimero de terminais em um grafo simples
G @ H tomando a unido de GG e H e identificando os terminais correspondentes, ou seja,
identificando o ¢-ésimo terminal de G com o ¢-ésimo terminal de H e removendo arestas
multiplas.

Definicao 10 (Propriedade de indice finito). Seja P uma propriedade de grafos, e [ um
ndmero natural. Para grafos [-terminais G; e (G5, define-se uma relagdo de equivaléncia
~p, da seguinte forma:

Gy ~p; Gy & paratodo grafo [-terminal H : P(G, ® H) < P(Gy® H).

A propriedade P € dita de indice finito se, para todo [, ~p; tem finitas classes de
equivaléncia.

De acordo com Courcelle (1990), uma classe de grafos cuja propriedade € de indice
finito € chamada de estado finito. Ele definiu uma ampla classe de grafos de estado fi-
nito. Nos préximos capitulos a aplicacdo desse tipo de classe ficard mais clara, assim
como a sua grande vantagem computacional. Courcelle (1990) definiu uma linguagem
para caracterizagao de tais classes:

Definicao 11 (Légica Monddica de Segunda Ordem para grafos). A Ldgica Monddica
de Segunda Ordem (LMSO) para grafos G = (V, E) consiste de uma linguagem na qual
os predicados podem ser construidos usando:

1. Os conectivos 16gicos A (e), V (ou), — (negacdo), = (implica) e < (se e somente
se).

2. Varidveis que podem ser varidveis de vértices (com dominio V'), de arestas (com
dominio F), de conjuntos de vértices (com dominio P(V), a familia de todos os
subconjuntos de V), e de conjuntos de arestas (com dominio P(E), a familia de
todos os subconjuntos de E).

3. Os quantificadores existencial () e universal (V).

4. As seguintes relacdes bindrias:
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2.8. Logica Monadica de Segunda Ordem

v € W, onde v e W sdo varidveis de vértice e conjunto de vértices,

respectivamente;

eec € F, onde e e F' sdo varidveis de aresta e conjunto de arestas,
respectivamente;

e “ve w sdo adjacentes em GG, onde v e w sdo varidveis de vértices;

e “v € incidente a ¢ em G, onde v e e sdo varidveis de vértice e aresta,
respectivamente;

e igualdade entre varidveis do mesmo tipo.

Seja R um predicado LMSO tal que R ndo contém varidveis livres. Entdo diz-se
que um grafo G satisfaz R se R resulta em verdadeiro para G. Um propriedade de grafos
P é MS-definivel se existe um predicado R definido em LMSO para grafos sem varidveis
livres tal que, para todo grafo GG, P(G) vale se e somente se G satisfaz R. Uma classe de
grafos € MS-definivel se sua propriedade ¢ MS-definivel.

Como exemplo, a fim de esclarecer melhor o conceito de MS-definibilidade, pode-
se mostrar que a classe de grafos bipartites ¢ MS-definivel. Para tanto, considere o
seguinte predicado LMSO R:

R = 3UAW (WU CV)AW CVIAUNW =) A(UUW =V)
A(VUVU <(u€V)/\(veV)/\(uevsﬁoadjacentes)) =

((uGU)@(vGW))).

Vale notar que as operagdes de continéncia, interse¢dao e unido entre conjuntos nao
sdo definidas na linguagem, e constam na expressdo de R acima apenas por simplicidade.
No entanto, pode-se definir U C W como Vu(u € U) = (u € W), e expressar:

UNW =0 por vu<(ueU)v(ueW)) :>ﬁ((uEU)/\(u€W))

UUW =V por vu<(ueU)v(ueW)) — (ueV).

Na expressdo de R, pode-se ver que U e IV representam classes de uma particao de
V', e logo, G é bipartite se e somente se & satisfaz R. Como conseqiiéncia direta, a propri-
edade P, “ser bipartite”, € MS-definivel. Courcelle (1990) mostrou que toda propriedade
MS-definivel caracteriza uma classe de grafos de estado finito.

A defini¢do de propriedade de grafos pode ainda ser estendida de modo a envol-
ver outras varidveis. Seja entdo P uma propriedade de grafos estendida com varidveis G,
Xy,...,X,,onde G é um grafo e, para cada i, 1 <i < r, X; € D, para algum dominio
D;. Entdo, analogamente, diz-se que P(G, X3, ..., X,) é MS-definivel se existe um pre-
dicado LMSO para grafos R(Y7,...,Y,), com varidveis livres Y7,...,Y,, tal que, para
todo grafo G e varidveis X1, ..., X,., P vale se e somente se G satisfaz R(X;, ..., X,).
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2. Conceitos e Preliminares

Como exemplo, considere agora X; e X, subconjuntos de vértices de um grafo
G. A propriedade “ser bipartite com classes X; e X,” para G, P(G, X;, X3), é entdo
MS-definivel se P(G, X1, X») vale se e somente se GG satisfaz um predicado LMSO com
pardmetros Y e Y. Seja R(Y7,Y3) o predicado LMSO definido por:

RGY:) = (MnYa=0)A (YUY, = V(G)) A
<Vqu ((u eV(G)AN(veV(GQ)) A (uewvsao adjacentes)) =

<(u€Y1)<:>(U€Y2))).

Pode-se ver que, para quaisquer GG, X; e X, tais que GG é bipartite com classes X e
Xo, G satisfaz R(X1, X5). Logo, P(G, X1, X3) vale, e € MS-definivel.
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Capitulo 3

Decomposicao em Arvore

3.1 Introducao

Muitos problemas de otimiza¢do combinatéria podem ser modelados e, conseqliente-
mente, tratados por grafos. Dentre as diversas vantagens desta abordagem, uma das
principais reside no fato de que, para determinadas classes de grafos, algoritmos es-
pecificos podem ser projetados de modo a resolver o problema com complexidade
computacional bem menor, polinomial. Ou seja, como a complexidade destes problemas é
exponencial, a restricao do problema a certos tipos de grafos o torna tratdvel praticamente.

Dentre as classes de grafos empregadas para tal estratégia, destacam-se as drvores.
Uma arvore ndo possui ciclos, e logo tal caracteristica mostra-se extremamente favoravel
para aplicacdo de algoritmos recursivos, por exemplo. Basta notar, por exemplo, que di-
versas estratégias gerais de resolu¢do buscam o espaco vidvel de solucdes através de uma
arvore, como no caso da programacao dinamica e da divisdo e conquista; além disso, al-
goritmos comuns de busca em grafos, como busca em largura e busca em profundidade,
percorrem o grafo formando uma érvore.

Infelizmente, a maior parte dos problemas ndo sdo modelados em arvores, o que
inviabiliza tal abordagem. Uma estratégia interessante seria entdo estender o tratamento
natural dado as arvores para outras classes de grafos, e, finalmente, para todos os grafos.
Claramente, € esperado que, na medida em que o grafo seja menos semelhante a uma
arvore, a complexidade de um algoritmo para este grafo seja maior, mais préxima da
exponencial; por outro lado, a complexidade poderd ser polinomial, ou mesmo linear,
quao mais similar a uma arvore o grafo seja.

A Decomposicdo em Arvore é uma abordagem que tem essa finalidade: estabelecer
relagdes estruturais num grafo de forma que este assemelhe-se a uma arvore. Constitui-se
da relagcdo entre subgrafos de um grafo G e ndés de uma arvore de modo que o con-
junto de arestas de GG seja particionado numa estrutura em arvore. O conceito formal foi
apresentado por (Robertson e Seymour 1986):
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3. Decomposicdo em Arvore

Definicao 12 (Decomposi¢io em arvore). Uma decomposigcdo em drvore (DEA) D de
um grafo G = (V, E) éum par (X = {X; : i € [},T = (I,F)),sendo {X; : i € I}
uma familia de subconjuntos de V', um para cada n6 de 7', e 7" uma arvore, tais que:

1] (X, =V;
i€l
[P2] paratoda aresta (v, w) € F, existeum ¢ € [ talque v € X; e w € Xj;
[P3] paratodoi,j, k € I, se j estd no caminho entre ¢ e kK em 7', entdo X; N X, C X;.

A familia X compreende as partes da decomposi¢cdo em arvore, ou seja, cada X,
1 € I. As duas primeiras restricoes implicam que X compreende uma familia de subgra-
fos de G — sendo cada subgrafo obtido pela inducdo de cada parte em G — enquanto
que a ultima restricdo garante a estrutura em 4rvore da decomposicao. Isto pode ndo ser
imediato, entdo, por enquanto, pode-se substituir [P3] por uma restricdo equivalente:

[P3’] paratodov € V, T, ={i € [ : v € X;} induz uma érvore.

Como cada vértice de um grafo € relacionado a uma arvore, claramente a unido de
todos os vértices resulta numa arvore. Embora esta propriedade de estrutura em arvore
seja mais clara quando [P3’] é considerada, [P3] € bem mais util e direta quando se deseja
construir decomposi¢des em arvore. A equivaléncia entre as duas restricdes € mostrada a
seguir.

Lema 3.1. As restricoes [P3] e [P3’] da definicao de decomposicdo em drvore sdo
equivalentes.

Prova.

([P3°] = [P3]). Sejam i, j € I nésde T. Se X;NX; = (), entdo [P3] segue, jd que qualquer
Xk, k € iTj, contém a intersecdo entre X; e X;. Suponha entdo que X; N X; # (), e seja
v € X; N Xj;. Claramente, por [P3’], a drvore 7, contém o caminho ¢7'j. Logo, para todo
k € iTj, segue que v € X} . Pelo mesmo motivo, todo vértice pertencente a intersecio
entre X; e X pertence a todo Xy, k& € i1'j, e logo X}, 2 X; N Xj.

([P3] = [P3’]). Sejav e VeT,={iel :ve X} Sel|T,| =1,entdo T, é um grafo
trivial, e logo uma drvore; se T, = {1, j}, entdo, por [P3], e como X; N X; # 0, existe
uma aresta entre i e j, e logo T, é uma drvore. Suponha entdo que |7,| > 3, e sejam i, j
e k vértices em T,,. Pela defini¢cdo de T, v € X; N X; N Xy, e seja X, p € T, tal que
X, 2 X;NX; N X, Segue entdo por [P3] que quaisquer caminhos unindo nds diferentes
de {i,j, k} se interceptam em p. Logo, qualquer familia de caminhos em 7, satisfaz a
propriedade Helly, e, pelo Lema 2.3, T’, é uma arvore. U

Na verdade, para cadav € V, T, induz uma sub-drvore de T'. Formalmente, denota-
se entdo por 7T, a sub-drvore de 7' induzida porv € Vem D, T, = {i € I : v €
Pode-se perceber também que, a partir da defini¢do, varias decomposi¢cdes podem
ser obtidas para o mesmo grafo. A Figura 3.1 ilustra algumas decomposi¢des em drvore.
Pode-se ver que estas variam de acordo com o tamanho da arvore 7' e dos subconjuntos
X;. O tamanho da arvore pode ndo ser tdo decisivo para julgar a estrutura em arvore do
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3.1. Introducao

grafo, ja que a Definicdo 12 permite a inclusdo de subconjuntos vazios, e logo permite
também a inclusdo de nés redundantes na arvore.

. i
31

° i ‘/‘\‘i:s
(a) (b)

Figura 3.1. Exemplos de decomposicdo em drvore.

Claramente todo grafo G admite uma decomposi¢do trivial em arvore, (X =
{V},T = ({i},0)), como a decomposicdo ilustrada na Figura 3.1(a). Além disso, é
possivel a existéncia de dois nés adjacentes ¢ ¢ j em uma decomposi¢do em arvore [
para G tais que X; C X;. Pode-se ver que X; é redundante, pois pode-se obter uma nova
decomposi¢ido em arvore D’ a partir da identifica¢do de i e 7 em 7. Por outro lado, se uma
decomposi¢do em drvore D ¢é tal que quaisquer nds adjacentes ¢ e j satisfazem X; X
e X; € X,, entdo D ¢é dita uma boa decomposi¢do em drvore. Decomposicdes triviais e
nao boas sdo muito pouco usadas na prética, tendo mais aplicagdo como base de indugdo
ou construcdes usadas nas provas de alguns resultados. Suas presencas neste texto estao
limitadas a tais situacdes, sendo as decomposi¢des boas bem mais tteis.

Mesmo considerando decomposi¢des boas, o tamanho das partes pode, no entanto,
ser ainda significativo ao se avaliar a similaridade do grafo com uma arvore: quao menores
os tamanhos dos subconjuntos X; mais semelhante € o grafo a uma arvore. O efeito dos
tamanhos das partes fica mais evidente ao se comparar as Figuras 3.1(b) e 3.1(c). Deste
modo, uma medida quantitativa de similaridade se faz desejdvel, e pode agora ser definida.

Definicao 13 (Largura em érvore). A largura em drvore de uma decomposi¢cdo D =
(X ={X; : 1 € I},\T = (I,F)) é definida como LA;(D) = max;c/{|X;| — 1}. A
largura em drvore de um grafo G € a largura minima dentre todas as decomposi¢cdes em
arvore possiveis de G, ou seja, LA(G) = min{LAg(D) : D é uma decomposi¢io em
arvore de G'}.
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3. Decomposicdo em Arvore

A menos que haja confusdao na notacdo, pode-se também referir a largura de uma
decomposi¢do em drvore D de um grafo GG simplesmente como LA(D). Como exemplo,
as larguras em drvore das decomposi¢oes das Figuras 3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c) sao, respecti-
vamente, 10, 5 e 2. A largura em arvore de um grafo procura estabelecer uma medida de
similaridade a uma arvore para o grafo. Se a largura em arvore de um grafo G € pequena,
entdo pode-se construir uma decomposicido em arvore para G' com partes pequenas, e logo
G se assemelhard grosseiramente a uma arvore. Na verdade, se LA(G) for pequeno o su-
ficiente, G' pode inclusive ser uma arvore. Uma decomposi¢cdo em drvore D de um grafo
G que realiza a largura de G, ou seja, tal que LA (D) = LA(G), é dita minima, ou dtima.

De modo a simplificar a notagdo ao longo do texto, (X,7T) serd usado como
simplificagdo para (X = {X; : i € I},T = (I, F)) sempre que ndo ocorrer risco de am-
bigiiidade. Nas proximas se¢des deste capitulo serdao abordadas algumas caracteristicas
de grafos com largura em drvore pequena, e outras que impedem alguns grafos de terem
largura limitada. Antes, no entanto, algumas propriedades gerais de decomposi¢des em
arvore sdo Uteis, e algumas vezes necessdrias, para melhor compreensao do que vird.

3.2 Algumas propriedades de DEA

A primeira propriedade de uma decomposi¢do em arvore D = (X', T) de um grafo ¢
faz com que G herde a conectividade minimal de 7" pelas partes de D: assim como cada
aresta (4, j) ¢ uma ponte em 7', X; N X; é um corte em G.

Propriedade 1. Sejam G = (V, E)um grafoe D = (X = {X; : i € [},T = (I, F))
uma decomposi¢do em drvore de GG. Seja e = (i, j) uma aresta qualquer de 7', e sejam

T; e T; as componentes de 7' — e contendo 7 € j, respectivamente. Entdo X; N X; separa
Ui = User, Xt de Uj = Uper, Xv em G.

Prova. Como (7, j) é¢ uma ponte em 7', entdo qualquer caminho unindo ¢ € T; et' € T
passa por (i, j). Portanto, pela defini¢do de decomposi¢io em arvore, U; NU; C X; N X;.
Basta mostrar agora que ndo existem arestas (ui, uj) com u; € U; e u; € Uj para que
X; N X; seja de fato um U,;U;-separador. Suponha entdo que exista uma aresta (u;, u;).
Pela defini¢ao de DEA, deve existirum ¢ € 7' tal que u;, u; € X;. Mas, pela escolha de
u; € uj, t ndo pode pertencer nem a 7; nem a 7}, caso contrério existiria um ciclo em 7',
um absurdo. A Figura 3.2 ilustra a propriedade. 0

Ao se considerar a largura em arvore de um grafo G, € natural questionar qual a sua
influéncia nas larguras em arvore de grafos derivados de GG e com menos vértices que G.
As propriedades seguintes abordam tais relagdes entre GG e seus subgrafos, componentes
€ menores.

Propriedade 2. Seja G um grafo e H um subgrafo de G. Entdo LA(H) < LA(G).

Prova. SejaD = (X,T = (I, F')) uma decomposi¢do em drvore que realiza a largura
em arvore de G — ou seja, D tem largura minima. Considere agora a familia W = {I/ =
X\ (V(G)\V(H)): X € X}. Claramente, como X cobre V(G), assim também W
cobre V(H), e logo, como D é uma decomposi¢io em arvore de G, D' = (W, T) é
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3.2. Algumas propriedades de DEA

Figura 3.2. Uma aresta (i, j) de uma decomposi¢do em arvore de um grafo G corresponde a um separador
em G.

uma decomposi¢do em drvore de H (D’ é também chamada uma subdecomposi¢do em
arvore de G limitada a H). Como para todo i € I, W; C X;, LA(D') < LA(D), e
conseqiientemente, pela minimalidade de D, LA(H) < LA(G). A nova decomposi¢ao
em arvore pode ser vista na Figura 3.3. 0

Figura 3.3. Decomposic¢io em drvore de um subgrafo H de G, destacado por arestas em negrito.

Propriedade 3. A largura em arvore de um grafo G é a maxima largura em arvore das
componentes de G.

Prova. Sejam C,...,C, as r componentes de G = (V,E), e Dy,...,D,
decomposicdes em arvore de largura minima de cada componente, respectivamente. Para
cada decomposi¢do D; = {X;,T; = (I;, F;j)}, selecione aleatoriamente um vértice

1; € I;. Considere agora a decomposi¢do em arvore obtida pela unido das partes em
cada X; e pela adi¢do de uma parte X* = ) com um né correspondente i* adjacente a
cada i;, ou seja, D* = (X*,T* = (I*, F'*)), onde:

- () o
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3. Decomposicdo em Arvore

I = (U 1j> U {i*},

J=1

* — (U Fj> U {(#*,4;) : i; algum vértice em I;,1 < j < 7}).
j=1

A Figura 3.4 ilustra tal decomposi¢do. A largura de D* pode ser entdo facilmente
encontrada:

LA(D") = max{].X;| — 1} = max {max{|X;| — 1}} = max {LA(D;)}

1<j<r - iel;

e logo, pela minimalidade de cada D;, LA(G) = max;<;<,{ LA(C};)}, e o lema segue. [J

Figura 3.4. Decomposicdo em drvore de um grafo usando suas componentes.

Propriedade 4. Seja G um grafo e H um menor de G. Entdo LA(H) < LA(G).

Prova. Por defini¢cido, H pode ser obtido de GG por uma série de contragdes ou retiradas
de arestas, ou eliminacdes de vértices. Se apenas as duas tltimas operacdes foram aplica-
das, H é um subgrafo de (5, e, pela Propriedade 2, o resultado segue. Basta entdo mostrar
que a largura em arvore de um grafo ndo aumenta com a contragio de arestas deste.

Seja entdo D = (X, T') uma decomposi¢do em drvore de GG. Considere entdo e =
(u,v) uma aresta de GG a ser contraida como operacao para obtencdo de H, e seja w 0 novo
vértice adicionado a G’, o grafo obtido de GG pela contracéo de e. Uma nova decomposi¢io
em drvore D' = (X', T') pode entdo ser definida, onde:

X ={X\{u,v}U{w}: X eX ueXouveX}U{X: XeX ugXevd¢ X}
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3.2. Algumas propriedades de DEA

Claramente, como H tem menos vértices que G, LAy (D') < LAg(D). Como a
desigualdade aplica-se a qualquer decomposi¢do em arvore e qualquer menor de GG, em
particular deve valer também para a decomposi¢do em arvore minima de GG, e logo segue
que LA(H) < LA(G), H um menor de G. Na Figura 3.5 pode-se ver uma decomposicao
em arvore de um menor de um grafo Gz, obtido pela contragdo das arestas em negrito. [

Figura 3.5. Decomposigiio em drvore de um menor H de um grafo GG, obtido pela contra¢do das arestas

em negrito.

A vantagem no uso das trés propriedades acima € que, além da determina¢@o de um
limitante superior para a largura em arvore de um grafo obtido a partir de outro — por
operacdes de subgrafo, menor e componentes — as decomposicdes em arvore dos grafos
resultantes podem também ser obtidas, como mostram as provas das propriedades. Além
disso, pode-se de fato obter uma decomposi¢do em arvore para qualquer grafo a partir de
um menor deste por contracdo, como mostra o lema seguinte.

Lema 3.2. Sejam G = (V, E) um grafo, H um menor de G pela contragcdo dos sub-
conjuntos disjuntos de vértices Uy, ..., U, em G e D = (X,T) uma decomposi¢do em
drvore de H. Seja f : V(H) — P(V(G)) uma fungdo tal que f(v) = {v} sev & |J;_, U;
e f(v) =U; sev € U; para algum i, 1 < i < r. Entdo

D'=W={W;: Wi= | f(v), X; € X}, T)

vEX;
¢ uma decomposicdo em drvore para G.

Prova. Sejam G, H, Uy,...,U,, D e D' como no enunciado. Pode-se ver que D’
satisfaz [P1] da defini¢do de decomposi¢cdo em arvore, ja que

Uwi=U U rw)y=v

i€l icl veEX;
ou seja, a unido das partes corresponde a unido dos vértices em cada U;, 1 < j < r, e dos

vértices em (G ndo inclusos em alguma parte, e que correspondem, portanto, a0 conjunto
de vértices de G.
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3. Decomposicdo em Arvore

De modo semelhante, pode-se dividir as arestas de G' em quatro classes, de acordo
com suas extremidades: uma aresta ¢ = (u, v) pode ser tal que (1) u e v ndo estejam em
nenhum U;, u,v & |J, <j<r Ujs (2) exatamente uma das extremidades esteja em algum
U;; (3) as extremidades pertencem a conjuntos diferentes, v € U;, v € U;, onde 1 <
i # 7 < r;ou (4) ambas as extremidades pertencem a um mesmo U}, u,v € U1< i<r U;.
Sejam agora vy, os vértices em H correspondentes a contragdo de U; em . Basta agora
ver que as arestas e = (u,v) em G dos tipos (1), (2) e (3) correspondem a arestas em H
dos tipos (1) ¢/ = (u,v); (2) € = (u,vy,), onde somente v pertence a algum U;; e (3)
¢ = (vy,,vy,), onde u € Uy ev € U;, Uy # Uj. As arestas em G do dltimo tipo sdo
contraidas em H. Como as arestas dos trés primeiros tipos estdo cobertas por partes em
D, estas estdo cobertas também por partes em D', ja que para todo X € X existe um
W € W tal que X C W. As arestas em G do terceiro tipo, com ambas as extremidades
pertencentes a algum U;, também estdo cobertas em D’, ji que vy, pertence a algum
X € X. Logo, a propriedade [P2] é também satisfeita. A Figura 3.6 permite uma melhor
compreensdo da satisfacdo das propriedades.

Figura 3.6. Decomposi¢io em arvore de um grafo G a partir de um menor H por contragido. Os conjuntos
de contragdo correspondem as extremidades das arestas em negrito.

Para concluir a prova, resta somente satisfazer [P3]. Sejam entdo i, j e k vértices
em 7' tais que k € ¢1'j, e logo, por [P3], X; N X; C Xj. De modo a facilitar a notagao,
considere f(S), S um conjunto, como sendo f(S) = (J,cq f(5). Claramente, f(X) = W,
X e X, W € W, por esta defini¢do. Pode-se perceber que f preserva interse¢ao entre
conjuntos, ou seja:

seANB sEA seEB

fMﬂBF:LJﬂ@=<Uf@>ﬂ<Uf@>zﬂMﬂﬂ&

e logo, para conjuntos A, Be C, ANB = C'see somente se f(A)Nf(B) = f(ANB) =
f(C). Mas, como para dois conjuntos Ae B, A C B se e somente se A N B = A, tem-
se também que A C B se e somente se f(A) C f(B),jdque AN B = A equivale a
F(ANB) = f(A).

Portanto, X; N X; C X em D equivale a
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3.3. DEA para florestas

f(XinX;) € f(Xk) & [(Xo) N f(X) € f(Xi) & WinW; C W

0 que equivale a satisfacdo de [P3] em D’, e logo D’ é uma decomposi¢ido em arvore de

G. O

Com a ajuda das propriedades aqui demonstradas, pode-se agora dispor de mais
ferramentas para caracterizagdo de grafos com largura em arvore limitada. Inicialmente,
¢ interessante estudar grafos com largura em arvore pequena. Se G € um grafo com pelo
menos uma aresta, entdo claramente LA(G) > 0. Com excecdo de tais casos extrema-
mente raros, a menor largura em arvore de um grafo € 1; tais grafos sdo analisados na
proxima secao.

3.3 DEA para florestas

Se um grafo G é uma floresta, € natural intuir que a largura em arvore de GG é muito
pequena, ja que cada componente de GG é, por si, uma arvore:

Teorema 3.3. Um grafo G é uma floresta se e somente se G tem largura em drvore 1.

Prova.

(=) Seja G uma floresta e (1, ..., C) suas componentes. Seja C* a componente de GG
com maior largura em drvore, ou seja, pela Propriedade 3, LA(C*) = LA(G). Considere
a seguinte decomposi¢do em arvore de C™:

1. Para cada aresta e, = (u,v) de C*, seja X;, = {u,v};
2. Para cada vértice v, € V(G), seja X, = {vi};

3.Seja T = (I F), I = U i, 1; = UL g I = Liu L e F = {(i, )
X;NX; #0,1€ 1,5 € I;}. Basta ver agora que 1" ¢ isomorfo a um grafo obtido
pela subdivisdo de arestas de C*, e logo 1" contém um ciclo se e somente se C*
também contém. Portanto, como C* é uma componente de uma floresta, 7' é uma
drvore.

Pode-se ver entdo que (X = {X; : i € I},T = (I, F)) € uma decomposi¢do em
arvore de C*. E fécil ver que LA(C*) = 1, ja que qualquer X, tem tamanho maximo e
| X, | = 2. Logo, pela Propriedade 3 e pela maximalidade de C*, LA(G) = 1.

(<) Seja G um grafo com largura em 4rvore unitdria. Suponha, por absurdo, que GG
contém um ciclo C'. Como LA(G) = 1, as partes de G tém no maximo dois vértices, e
considere ainda, sem perda de generalidade, uma decomposi¢éio em drvore D = (X, T =
(I, F)) com todas as partes contendo de fato dois vértices; isto equivale a dizer que D é
uma decomposicao boa. A idéia € mostrar que nao € possivel construir uma decomposi¢ao
em arvore de GG usando tais partes, ou seja, D ndo existe.

Considere entdo um ciclo C' = (v, €1, V1, €, ..., €1,U_1, €, V) de G e as partes
X, ={u,v : e = (u,v)}, como ilustrado na Figura 3.7.a.
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Figura 3.7. Tentativa de decomposi¢fio em arvore de um ciclo.

Como X, e X;, ttm como interse¢do v1, € v; ndo pertence a nenhuma outra parte,
nao pode haver nenhum né no caminho entre ¢, e i, — do contrdrio, a terceira condi¢dao
da definicdo de decomposi¢do em arvore seria violada — e como 7; € 75 devem ser co-
nectados, logo (i1, i2) deve pertencer a F. Da mesma forma, como X;, N X;, | = {vi}. e
nenhuma outra parte de I contém vy, entdo (iy, ix,1) € F. Até a parte i;, T é um caminho,
ou seja, (ix,ixy1) € F,1 < k < I, como mostra a Figura 3.7.b.

-1 ~ .

No entanto, X;, N X;, = {ve}, e como vy & |J,_, X;,, ndo pode haver nds en-
tre 71 € i;, € logo 1" ndo pode ser uma arvore. Mas isto é um absurdo, ja que D € uma
decomposi¢do em arvore por hipétese, e logo GG ndo contém ciclos, sendo portanto uma
floresta. 0

Como a classe F dos grafos que sdo florestas € fechada com relacdo a tomada de
menores — todo menor de uma floresta € ainda uma floresta — entdo pode-se caracterizar
F por um conjunto de menores proibidos, como permitido pela Proposi¢do 2.8.

Lema 3.4. A classe dos grafos com largura em drvore unitdria (no mdximo 1) é
exatamente a classe de grafos que tem K3 como menor proibido, Proib4({K3}).

Prova. Pelo Teorema 3.3, e pela defini¢do de classe de menores proibidos, basta mos-
trar que um grafo G contém um ciclo se e somente se GG tem K3 como menor. A condigdo
necessdria € trivial: basta tomar dois vértices adjacentes de um ciclo C' qualquer de G,
com |C| > 3, e contrair recursivamente as arestas ndo incidentes a estes dois vértices; o
resultado final serd um K.

Para a prova da condicdo suficiente, suponha, sem perda de generalidade, que
G = MKs3, e logo existem subconjuntos Uy, Us e Uz de vértices, cada um induzindo
um subgrafo conexo em G, tais que G/U,/Us/Us = Kj. Considere entdo trés pares de
vértices u; ;, 1 < ¢,7 < 3, ¢ # j, tais que existe uma aresta entre u; ; € u;;, €; j, onde u; ;
pertence a U; e u;; pertence a U;. Como cada U; induz um subgrafo conexo em G, seja
P; o caminho unindo cada par de vértices acima em U;. A Figura 3.8 mostra G e cada
elemento acima.

Basta agora ver que (uig3, Pi, 12, €12, Us1, Pa, U3, €23, Us 2, Ps, U3, €13, U1 3)
induz um ciclo em G, o que conclui a prova. 0
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Figura 3.8. Um grafo GG possui um ciclo se e somente se tem K3 como menor.

3.4 DEA para ciclos

Pelo Teorema 3.3, viu-se que a presenca de um ciclo em um grafo G inviabiliza a largura
em arvore unitdria para G. No entanto, apenas a presenca de um ciclo nio torna a largura
em arvore de G grande, como se pode deduzir do préximo lema.

Lema 3.5. Todo ciclo tem largura em drvore 2.

Prova. Pelo Teorema 3.3, e por conter ao menos uma aresta, um ciclo deve ter largura
em arvore no minimo 2. L.ogo, para provar o lema, basta encontrar uma decomposi¢ao em
arvore de largura 2 para qualquer ciclo, ja que esta certamente serd minima. Na prova da
suficiéncia do Teorema 3.3 utilizou-se uma constru¢do de modo a demonstrar a impossi-
bilidade de se encontrar uma decomposi¢do em drvore de largura unitdria para um ciclo.
Tal constru¢@o pode ser aproveitada para se obter uma decomposicao semelhante, mas de
largura um pouco maior.

Considere entdo um ciclo C' = (vg, €1, vy, €, ..., €-1,U_1, €, V) € as partes X;, =
{u,v : ex = (u,v)}. A dificuldade estd no fato de que vy € X;, N X;,, mas ndo estd
contido em nenhuma outra parte no caminho entre X;, e X; . A resolucdo € entdo simples,
Jé que ndo ha mais obrigacdo em manter a largura unitéria: adicionar vo a cada parte X; ,
1 < j <. Logo,

D = <{ng = {u,v : (u,v) =e,} U {vo}} T = (iy, iz, . --Jz))

€ uma decomposi¢do em arvore de largura 2 de C', como mostra a Figura 3.9. Vale notar
que 7' € um caminho, neste caso. O

1<k<i+1’

A partir da decomposicdo em arvore D encontrada na prova do Lema 3.5, pode-
se perceber que D é também uma decomposi¢ao em drvore para G = (V(C), E(C) U
{(vo,v; : 1 < i < 1}),ja que toda aresta adicionada a C' em G estd coberta por alguma
parte de D. De fato, a possibilidade de adicionar arestas a um grafo sem aumentar a
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Figura 3.9. Decomposicio em drvore de um ciclo.

sua largura em drvore — ja que a mesma decomposi¢do em drvore € usada — € uma
propriedade bastante ttil, e merece uma descri¢ao formal como nova ferramenta.

Propriedade 5. Se D = (X,T) é uma decomposi¢do em arvore de G = (V, E), e
diel:v,w € X;, v # w,entdo D é também uma decomposi¢do em arvore de G +
(v,w) = (V, EU{(v,w)}), e vice-versa.

Prova. O lema é trivial. Basta ver que a aresta acrescentada a GG é coberta pela parte
em D contendo suas extremidades; logo, D é também uma decomposicdo em arvore do
novo grafo. O sentido contrdrio também vale e é imediato pelo simples fato de que D
¢ ainda uma decomposicido em arvore de qualquer subgrafo de G obtido por retirada de
arestas (embora nao seja necessariamente a decomposi¢ao de menor largura). 0

Considere agora um C; com conjunto de vértices {vy, v, v3,v4}, € logo, usando o
Lema 3.5, pode-se ver que C tem largura em arvore 2 e que D = ({{v1, v2, v3}, {vs, v4,
vt} T = ({i1,12}, {(i1,42)})) é uma decomposi¢do em drvore minima de C4. Logo,
D ¢é também uma DEA de C' = C + (v, v3), pela Propriedade 5. Suponha agora que
se queira adicionar a aresta (ve,v4) a C’. Apds algumas tentativas exaustivas, conclui-
se que ndo se pode mais encontrar uma decomposi¢ao em arvore D de largura 2 para
C" = C" + (v, v4), pois pelo menos uma parte de uma DEA para C” deve conter todos
os vértices de C'. Pode-se ver que C” = K, e a proxima se¢do mostra que os dois dltimos
fatos ndo sdo coincidéncia.

3.5 DEA para cliques

A Propriedade 1 estabeleceu uma relagdo entre a conectividade de um grafo G e uma
arvore T, onde T' é definida por uma decomposi¢do em drvore D = (X,T) de G. A
préxima propriedade abaixo estabelece uma relacdo semelhante para um subconjunto de
vértices de G.

Propriedade 6. Sejam D = (X = {X, : i € I},T = (I, F')) uma decomposi¢io em
arvorede G = (V, E),e W C V. Entdo ou existe um ¢ € [ tal que W C X, ou existem
vértices w;, w; € W tais que T,,, N T, = 0.
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Prova. Seja W = {wy,wa,...,w.}, ¢ Tyy = {14, }1<i<, a familia de sub-drvores
induzidas por cada elemento de . Se ndo existem vértices w;, w; € W tais que T, N
Ty, = () entdo 7Ty satisfaz a propriedade Helly pelo Lema 2.2, e logo (7w = T+, €
existeum X ™ tal que W C X* € T},». O

Considere agora o problema de encontrar uma decomposi¢cdo em drvore minima
para uma clique. Pelo Lema 3.5, sabe-se que LA(K3) = 2, justamente pela dificuldade
encontrada na prova do Teorema 3.3: sendo vy, vy € vg os vértices de K3, ndo se pode
construir uma boa decomposigao em arvore com X; = {vg, v3}, Xo = {v1,v3}, e X3 =
{v1, v}, pois X1 2 XoN X3, Xo 2 X1 NX3ze X3 2 X; N X, impossibilitando a
satisfacdo de [P3]. E logo, uma decomposi¢do em drvore minima de K3 deve ter uma
parte contendo todos os seus vértices.

Na verdade, essa dificuldade é encontrada na tentativa da constru¢do de uma
decomposicdo em arvore de largura k£ — 1 para qualquer clique de tamanho £ + 1. De
fato, pode-se mostrar que isso € impossivel, e logo toda clique W deve estar contida em
uma parte de uma decomposi¢do, forcando a largura em arvore do grafo (e da clique)
para, no minimo, |W| — 1.

Suponha que se queira contornar essa dificuldade e encontrar uma DEA de largura
no maximo k — 1 para clique de tamanho k + 1, e logo suponha que exista uma DEA
D= (X,T = (I, F)) de uma clique W com V(W) = {vg, vy, ...,v;} tal que LA(D) <
|W| — 2. Sejai € I umné de T tal que W — vy C X;. Sejam ainda j,j’ € T tais que
{vo, 11} C Xj e {vp,v2} C X;. Como os trés conjuntos X;, X; e X; se interceptam, ¢
necessario entdo, pela restricdo [P3], que tenham uma interse¢do em comum, e logo ou
vy € X ouwv; € Xj. Isso é fdcil de perceber porque W [{vg, v1,v2}] = K35. Suponha,
sem perda de generalidade, que v, € X, e seja agora j um no tal que {vg,v3} € X
Pelo mesmo motivo anterior, ou seja, pela necessidade da existéncia de uma intersecao
comum entre X;, X; e X, dada a intersecdo nao nula entre estes, dois a dois, assume-se,
s.p.d.g., que v3 € X;. Continuando desta forma, chega-se a X; O {vg,v1,...,U4_1} €,
como existe uma aresta (v, vy ), a existéncia de um né j' € 7 tal que {vg, v} C X
O mesmo argumento da necessidade de interse¢do comum vale, e logo conclui-se que
W C X,

Conclui-se entdo que toda clique de um grafo GG deve estar contida em alguma
parte de qualquer decomposi¢do em drvore de G. A propriedade seguinte formaliza tal
resultado, acrescentando ainda outro bastante relacionado.

Propriedade 7. Seja D = (X = {X; : i € I},T = (I, F)) uma decomposi¢do em
arvorede G = (V, E).

1. (Continéncia de clique). Se W C V forma uma clique em G, entdo 3¢ € [ :
W C X,

2. (Continéncia de subgrafo bipartite completo). Se A, B C V sdo tais que cada
vértice em A € adjacente a cada vérticeem B,entdo 3t € [ : A C X, ou B C X;.

Prova.

1. Se [W| = 1ou |W| = 2 entdo a propriedade claramente vale como conseqiiéncia da
defini¢do de decomposic¢ao em drvore, pelas restricoes [P1] e [P2], respectivamente.
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Suponha entdo inicialmente W = K3, e seja v € W. Por hipdtese de indugdo, seja
i€ Ttal que W — v C X;. Sejaagora T, = (I’, F') a sub-drvore de T cujas partes
contém v. Suponha i ¢ I’, caso contrario W C X;. Seja j o n6 em T}, mais proximo
de i em 7. Tome um vértice qualquer w de W — v, e seja j' € I’ tal que {v,w} €
X; tal parte deve existir, jd que (v,w) € W.Mas X; N X; O {v,w}, e, como j
estd no caminho entre ¢ e j' em T, por [P3] deve-se ter {v,w} C X; N X, C X;.
Como X contém qualquer vértice w € W — v e v, segue que W C X .

Uma prova mais curta pode ser obtida diretamente com base na propriedade Helly.
Seja Tyy = {To, = {i € I : w; € X,}}1<i<,. Basta perceber que, como sempre
existe uma aresta entre quaisquer dois vértices u e v de W, entdo T,, N T, # (). Pela
Propriedade 6, tem-se W C X*, X* € (7.

2. Sejam GG, D, A e B como no enunciado, e suponha B ¢ X; para todo ¢ € I.
Sejam a;,a; € A, e b;,b; € B tais que T, e Ty, sejam disjuntos em vértices.
A existéncia de b; e b; € garantida pela Propriedade 6. Pela existéncia da aresta
(a;, b;), deve-se ter t; € Tp, tal que a; € Xy, assim como, devido a (a;, b;), deve
existir t; € Ty, tal que a; € Xy,. Por [P3], todos os vértices no caminho entre ¢; €
t; em T contém a;, € logo, seja k € ¢;1't;, e portanto a; € Xj. Suponha ainda, sem
perda de generalidade, que ¢; € t; sdo extremidades do caminho minimo (inico) em
T unindo Ty, e T},;, como mostra a Figura 3.10.

A B

Figura 3.10. Se A, B C V induzem um subgrafo bipartite completo em G = (V, E)), entdo ou A ou B
estdo contidos em alguma parte de uma DEA de G.

Seja agora a; € A, e, de modo andlogo a a;, sejam ty € Ty, e tj € Ty, tais que
aj € Xy, ea; € Xt],/, e k' € tyTty. Mas k'T'ty Ty, t; TKTt;Ty t; Tk' formam um
ciclo a menos que t; = t; e t;; = t;. Logo, a; € X}, e como todo vértice em A
deve pertencer a X, segue que A C Xj.

O

A partir da Propriedade 7, uma outra propriedade, semelhante a Propriedade 5, pode
ser encontrada:

Propriedade 8. Sejam v e w vértices ndo adjacentes em G = (V, ') com pelo menos
k + 1 vizinhos em comum. Se a largura em arvore de G é no maximo k, entdo a largura
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em drvore de G + (v, w) é também no maximo k. Além disso, qualquer decomposic¢do
em arvore de GG com largura no maximo k € também uma decomposi¢do em arvore de
G + (v, w) com largura no maximo k, e vice-versa.

Prova. Seja D = (X,T) uma decomposi¢do em drvore de G com largura no maximo
k. Pela Propriedade 7, ou existe um ¢ € I com v, w € X; — e logo a propriedade segue
diretamente pela Propriedade 5 — ou existe um ¢ € [ com X; contendo o conjunto W
de todos os vizinhos em comum de v e w. Neste caso, poderiam ser adicionadas arestas
unindo todos os pares de vértices nao adjacentes em IV, resultando em pelo menos duas
cliques com k + 2 vértices, W 4+ v e W + w. Novamente pela Propriedade 5, essa nova
decomposi¢do em arvore D’ deve ter a mesma largura de D, um absurdo ja que nenhuma
decomposicdo em arvore com largura no maximo k pode conter uma clique com k& + 2
vértices. Logo, por contradi¢do, o primeiro caso vale, e a propriedade segue. 0

Com a ajuda da Propriedade 7, tem-se mais ferramentas para encontrar uma
caracterizacdo de uma nova classe de grafos de largura pequena e limitada.

Teorema 3.6. A classe dos grafos com largura em drvore no mdximo 2 é exatamente a
classe de grafos que tem K, como menor proibido, Proib4({K4}).

Prova. O teorema equivale a dizer que um grafo G tem largura em arvore no maximo
2 se e somente se G ndo possui /K, como menor. A condi¢cdo necessdria € imediata, ja que
se GG tem largura em arvore no maximo 2 entdo a maior clique de G tem tamanho 3, e
uma clique de tamanho 4 resultaria numa largura no minimo 3 para G.

Suponha entdo, s.p.d.g., que G = M K e, no pior caso, ¢ maximal em arestas. Pela
Proposi¢do 2.7, se G = MK, entdo G = T' Ky, ja que A(K,) = 3, e logo, G ndo possuir
K4 como menor é equivalente a G ndo possuir uma subdivisdo de K, como subgrafo. A
idéia da prova € mostrar, por indu¢do, que GG pode ser montado por colagem de K a partir
de triangulos, e logo, claramente LA(G) < 2, ja que desta forma a maior clique de G ¢é
um K 3.

Se G = K3, tem-se a base da inducéo, e suponha entdo |G| > 4 como passo. Como
G nido é completo, sejam S um separador em G tal que |S| = (G), C e Cy componentes
de G—S,e Gy = G[C1US] e Gy = G[Cy U S]. Como S é um separador minimal,
todo vértice em S possui um vizinho em C e outro em Cs. Se |S| > 3, entdo G possui
pelo menos 3 caminhos disjuntos em vértices entre v; € C e vy € Cs, Py, P, e P3. Como
k(@) > 3, existe um outro caminho P entre u e v em G\ {vy, v2} tais que u e v pertencem
a caminhos diferentes entre P, P, e P; e possam, desta forma, ter pelo menos 3 caminhos
independentes entre si. Na Figura 3.11, u € Py e v € P, e logo P € um terceiro caminho
unindo u a v.

Mas PU P, U P,U Py = TK,, um absurdo, e logo x(G) < 2. Logo, |S| < 2e, pela
maximalidade de G, G[S] = K5. Como G1 NGy = S e G; UGy = G, G pode ser obtido
a partir de G; e G5 por colagem ao longo de S = K, o resultado segue por inducdo. [J

Como ilustrado pelos lemas sobre caracterizagdo de grafos com largura em arvore
limitada, uma boa abordagem € considerar sub-estruturas proibidas em um determinado
grafo e entdo classificd-lo. Infelizmente, esta abordagem pode nao ser eficiente a medida
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Figura 3.11. Um grafo GG ndo tem K4 como menor se e somente se tem largura em drvore no maximo 2.

em que se aumenta a largura maxima permitida para uma decomposicao em arvore, ja que
os conjuntos de obstru¢dao também crescem.

Uma idé€ia atraente € entdo procurar definir algoritmos de reconhecimento de classes
dos grafos com largura em arvore limitada de um modo geral, que ndo precisem de uma
defini¢do explicita dos menores proibidos de cada classe, para cada largura. Tais algorit-
mos serdo discutidos adiante, no préximo capitulo; no entanto, ao longo deste capitulo,
novos conceitos serdao apresentados e discutidos de modo a amadurecer teoricamente uma
abordagem algoritmica.

3.6 DEA para grafos cordais

Prosseguindo com a busca de caracterizagdes para grafos de largura em arvore limitada,
pode-se ver que a largura em arvore de um grafo GG é claramente limitada inferiormente
pelo tamanho da maior clique em G, ou seja, LA(G) > w(G) — 1 como conseqiiéncia da
Propriedade 7. Uma classe de grafos interessante € entdo a classe de grafos cordais, pelo
seguinte resultado:

Teorema 3.7. Um grafo G = (V, E) é cordal se e somente se admite uma decomposi¢cdo
em drvore D = (X, T = (I, F)) onde X corresponde a familia de cliques maximais de

G.

Prova.
(=) Suponha que G seja cordal. A prova da condi¢do necessaria é feita por indu¢do no
tamanho de GG. Assuma, portanto, que a condi¢do € vélida para todos os grafos com menos
vértices que GG. Como base da indugio, se G € completo entdo 7' é composta de somente
um né; se G é desconexo com componentes C1, . . ., C,., entdo, pela hipétese de indugao,
existe uma arvore 7; para cada componente C};, e logo, pela adi¢do de um né ¢* a unido das
(sub-)arvores T;, tal que X+ seja igual a alguma clique maximal de alguma componente
de GG, pode-se obter uma arvore 7" para G satisfazendo a condic¢do (de forma semelhante
a construcao abordada na prova da Propriedade 3).

Assuma portanto, que GG € conexo e ndo completo, e seja w um vértice simplicial de
G. Defina agora W = {w} U Ng(w), claramente uma clique maximal de GG. Sejam ainda
U={ueW:Ngu) C W}eY = W\U. Considere agora o grafo G’ = G[V \ U], que
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€ também cordal, e, como tem menos vértices que GG e pela hipdtese de inducdo, admite
uma decomposic¢do em drvore D' = (X', T" = (I, F")) satisfazendo o teorema.

Seja entdo K a clique maximal de G’ contendo Y. Para constru¢do de uma
decomposi¢io D = (X, T = (I,F)) de G a partir de D’ e G', devem-se considerar
dois casos:

1. Y = K. Neste caso, sejai € I’ tal que X; = K. Logo, basta substituir X; por W em

D’
D=X={X;: X;eX jAi}U{X;=W}T=(IF))
2.Y C K. Como no caso anterior, seja novamente ¢ € [’ tal que X; = K. A nova
decomposic¢io é obtida acrescentando-se um novo vértice i’ adjacente a ¢ tal que
Xz" = W:

D=(X=XU{Xy =W}T=I"U{i"}, FU{(i,i)}))

(<) Seja G = (V, E') um grafo com uma decomposigio em arvore D = (X, T = (I, F))
como no enunciado do teorema. Inicialmente, vale notar que se (u,v) € E, entdo as sub-
arvores 1), e T, se interceptam, ja que a clique maximal que contém u e v deve estar em
T,eT,.

Suponha agora, por absurdo, que G contenha um ciclo sem cordas C' =
(vo,v1,...,Vk_1,09), com k > 3, e com sub-drvores correspondentes 7o, 771, ...,Tx_1
em T. Seja P = {P,}o<i<x—1 uma familia de caminhos em 7T tal que cada P, C T;,
Pi N P(z'—l) mod k 7é @ € PZ N P(z'-l—l) mod k 7& @ Como 7—; N T(z'—l) mod k 7é @ €
T N Tlit1) mod k 7 (), pelas arestas em C, tais caminhos sempre existem. Vale notar que
Pi—1) mod kNPiNPi+1) mod k = (), para0 < i < k—1, jd que, caso contrario, a interse¢do
entre os caminhos implicaria numa clique contendo v(;—1) mod k» Vi € U(i+1) mod k» O qUE
representa uma corda em C, violando a hipétese de absurdo. Além disso, pelo Lema 2.3,
P deve satisfazer a propriedade Helly, e logo, para todo 7, Pi—1) mod NV F(i+1) mod k = 0.
Basta agora notar que a unido dos P; representa um ciclo (ndo induzido) em 7°, um
absurdo, ja que 7' € uma arvore. U

A Figura 3.12 ilustra uma decomposi¢do em arvore minima D = (X, T') para um
grafo cordal GG onde todas as partes de D correspondem a cliques maximais em G; em (a)
pode-se ver o grafo G, em (b) a arvore T associada a D e (G, em (c) as partes de D e em
(d) pode-se perceber melhor as cliques maximais de G.

Logo, a decomposiciao em drvore de um grafo cordal revela propriedades desejaveis,
de modo que pode-se determinar prontamente a largura em arvore de um grafo cordal.

Corolario 3.8. Se G é um grafo cordal, entdo LA(G) = w(G) — 1.

Prova. O corolério segue diretamente do Teorema 3.7 e da Propriedade 7: basta ver
que qualquer decomposi¢do em arvore minima de um grafo G cordal tem apenas cliques
em suas partes, e logo a largura em drvore € realizada nas partes que contém as maiores
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X X
a b C tl t2 ! 2
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Xl :{a7b7d} ; D i i < ;; XQZ{bacae}
(] X3 = {ba d7 6}

; Xy=Ade [}

D= (T =(I,F),X)

(d)

Figura 3.12. Exemplo de decomposi¢do em arvore para um grafo cordal.

cliques. Portanto, pela defini¢do de largura em arvore, LA(G) = w(G) — 1, o maior
tamanho de clique de G menos 1. U

Como encontrar uma decomposicao em drvore para um grafo cordal A depende da
identificacdo de todas as cliques maximais de H, o que pode ser feito em tempo linear
usando um esquema de eliminagdo perfeito para H, tem-se um limitante superior para a
largura em arvore de todos os subgrafos GG de H.

Lema 3.9. Sejam G um grafo e H um grafo cordal obtido a partir de uma triangulagdo
qualquer de G. Entdo LA(G) < w(H) — 1.

Prova. Como G é um subgrafo de H, segue que LA(G) < LA(H) pela Propriedade 2.
Mas pelo Lema 3.9 anterior, LA(H) = w(G) — 1, o que conclui a prova. O

Um resultado ainda mais importante pode ser obtido se, para um grafo G, obtém-se
uma triangulagio de GG onde cada aresta da triangulacdo satisfaz a Propriedade 5.

Lema 3.10. Para todo grafo G = (V, E), existe uma triangulacdo E' de G resultando
no grafo H = (V,E U E') tal que LA(G) = LA(H).

Prova. Seja D = (X,T = (I, F)) uma decomposi¢do em arvore minima de G. Con-
sidere o conjunto E’ de arestas definido da seguinte forma: para cada par u, v de vértices
em G tais que (u,v) € Feu € X;,v € X;, para algum ¢ € I, acrescente (u,v) a F'.
Claramente D ¢ também uma decomposi¢do em drvore de H = (V, EU E’). Além disso,
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3.6. DEA para grafos cordais

como cada parte de D em H corresponde a uma clique maximal, pelo Lema 3.7, H é

cordal, e logo E’ é a triangulac@o procurada. Pela minimalidade de D, segue também que
LA(H) = LA(G). U

Uma conseqiiéncia direta do Lema 3.10 € a equivaléncia entre os problemas (de
otimizacao) de encontrar uma decomposi¢ao em arvore de largura minima para um grafo
G e o de encontrar uma cordalizacdo de G que tenha uma clique de tamanho minimo
dentre todas as cordalizacdes possiveis de GG. Tal equivaléncia € aqui posta explicitamente
para uso posterior.

Corolario 3.11. Encontrar uma decomposi¢do em drvore minima de um grafo G é
equivalente a encontrar uma cordalizacdo H de G que minimiza w(H ).

Prova. A prova é direta, conseqiiéncia dos Lemas 3.9 e 3.10. O

Outro resultado importante do Lema 3.10 € a possibilidade de relacionar um grafo
GG com largura em drvore no maximo k a uma k-cordalizacdo de (. Para tanto, alguns
outros conceitos se fazem necessarios.

Definicao 14 (Aresta necessdria). Seja G = (V, E) um grafo.

1. Um par (u, v) é uma aresta necessdria para largura em drvore k de G se, para toda
decomposic¢do em drvore D = (X = {X; : i € [},T = (I, F)) com largura no
mdximo k de G, existe um j tal que u,v € X.

2. Um par (u,v) é uma aresta necessdria para k-cordalizacdo de G se, para toda
k-cordalizagdo H = (V, E') de G, (u,v) € E'.

Na verdade, os conceitos de aresta necessaria estao intimamente relacionados:

Lema 3.12. Sejam G = (V, E) um grafo de largura em drvore no mdximo k e u,v € V.
As duas assertivas abaixo sdo equivalentes:

1. (u,v) é uma aresta necessdria para largura em drvore k em G.
2. Toda k-cordalizagdo de G contém a aresta (u,v).

Prova. Para provar o lema, basta mostrar a relacdo direta entre uma decomposi¢ao em
arvore de um grafo G e uma cordalizagdo de G. Seja entdo D = (X = {X;}ier, T =
(I, F)) uma decomposi¢do em drvore arbitrdria de G. Seja E' = {(u,v) : u € X;,v €
X, X; € X, (u,v) € E(G)}. Como a adi¢do de £’ a G resulta num novo grafo G’
onde D € ainda uma decomposi¢do em arvore (pela Propriedade 5). Como cada X; in-
duz uma clique maximal em G’, segue pelo Teorema 3.7 que G’ é cordal, e logo E’ é
uma triangulagdo. Além disso, se LA(D) < k, entdo G’ é uma k-cordaliza¢do de G. O
sentido converso € também valido: se G’ é uma k-cordalizag¢ao de GG, entdo admite uma
decomposicdo em arvore de largura no maximo k, que € também valida — e de mesma
largura — para G pela Propriedade 2. Logo, se (u, v) € uma aresta necessdria para largura
em drvore k de G, entdo u e v pertencem a alguma parte de qualquer decomposi¢do em
arvore D de G, LA(D) < k, e pertencem também a qualquer k-cordalizacdo de GG. O
mesmo vale se (u, v) pertence a toda k-cordalizacdo G’ de G, ja que, desta forma, u e v
devem pertencer a mesma parte da decomposi¢do em arvore de GG obtida através de G’. [J
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3. Decomposicdo em Arvore

A utilidade de uma aresta necessdria (u, v) é evidente: se G é um grafo com largura
em drvore no maximo k, entdo a adi¢do de (u,v) a G ndo aumenta sua largura em drvore.
Desta forma, a adicdo de arestas necessdrias para largura em arvore k em um grafo G
resulta numa cordalizac¢do de G satisfazendo o Lema 3.10, uma k-cordalizagcdo. O lema
seguinte introduz uma condi¢do suficiente para a existéncia de uma aresta necessaria:

Lema 3.13. Sejam G = (V, E) um grafo e u,v € V. Se existem k+1 caminhos disjuntos
em vértices entre u e v em G, entdo a aresta (u,v) € necessdria para largura em drvore

kemG.

Prova. Se (u,v) € FE entdo, claramente (u,v) é necessdria. Considere entdo que
(u,v) € E.SejaD = (X ={X, : i € I},T7 = (I, F)) uma decomposi¢do em arvore de
GG com largura no maximo k. Suponha que existam k + 1 caminhos disjuntos em vértices
entre ue v, Py, ..., P, e identifique, para cada P;, todos os vértices internos, tanto em
G como em D, em um vértice v;, 1 < i < k+1. A decomposi¢do em drvore D’ = (X’ T")
resultante é uma decomposi¢io do grafo resultante G’ com largura também no méximo k,
pela Propriedade 4. A necessariedade de (u, v) segue entdo do fato de que u e v tém k + 1
vizinhos em G’ e pela Propriedade 8. U

O Lema 3.13 resulta numa importante ferramenta para encontrar uma decomposi¢ao
em arvore de um grafo. Se um par de vértices € separado por k£ + 1 caminhos disjuntos,
entdo dois casos podem ocorrer: ou a aresta unindo o par € necessdria e o grafo tem largura
em arvore no maximo k, ou os vértices internos a todos os k + 1 caminhos estdo em uma
mesma parte e a largura em arvore do grafo € estritamente maior que k.

Como Bodlaender (2000) aponta, é também possivel prover ainda uma condi¢ao
necessdria e suficiente para a existéncia de uma aresta necessaria:

Lema 3.14. Seja G = (V, E) um grafo com largura em drvore no mdximo k, e sejam
ainda u e v vértices ndo adjacentes em G. Entdo (u,v) é uma aresta necessdria se e
somente se ndo existe um subconjunto S C 'V de vértices com |S| < k+1, {u,v}NS =0,
tal que S separa u e v em G e, para toda componente C' de G—S, o grafo G|CUS]+ K (5)
tem largura em drvore k.

Prova.
(<) Sejam S um conjunto de vértices satisfazendo as condi¢cdes do enunciado, e
Ci,...,C, as componentes de G — S. Sejam agora Dy, ..., D, as decomposicdes em

arvore de largura no maximo k das respectivas componentes. De forma semelhante a
construgao ilustrada na prova da Propriedade 3, seja D a decomposicdo em arvore de
(G obtida pela unido disjunta das D;, 1 < ¢ < r, e da adi¢gdo de um novo né ¢* tal
que X;- = S, que € feito adjacente aos nés i; de cada D; tais que X;; 2 S. Como
cada decomposicao tem largura no maximo k e |S| < k + 1, segue que LAg(D) < k.
Além disso, ndo existe em D uma parte X* tal que u,v € X*, e logo (u,v) ndo é ne-
cessaria. Como Bodlaender observa, essa construgdo, por sua vez, é semelhante a usada
por Arnborg, Corneil e Proskurowski para reconhecimento de grafos com largura em
arvore k.
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3.6. DEA para grafos cordais

(=) Suponha agora que (u, v) ndo é necessdria, e seja D = (X = { X, }icr, T = (I, F))
uma decomposi¢do em arvore de GG com largura no maximo k, onde, por hipétese, u e
v pertencem a partes distintas. Sejam ainda 7', e T’, as sub-drvores induzidas em 7" por
u e v, respectivamente, e sejam ¢, € T, e 7, € T}, 0s nds que realizam o caminho P de
menor distincia entre algum n6 de 7, e algum n6 de 7, em 7'. Se 7,, e i, sdo adjacentes
em 7T, entdo seja D’ a decomposicdo em arvore obtida a partir de D pela subdivisdo de
(44, 1,) com o acréscimo de um novo né * tal que X;» = X;, N X, . Se |P| > 1, entdo
seja ¢* um no arbitrario em %, P7,,. Em ambos os casos, pode-se ver que S = X« € tal que
{u,v} NS = 0, S é um uv-separador, |S| < k + 1 e, para qualquer componente C' de
G — S, G[CUS]+ K(S) é um subgrafo de G, e logo, pela Propriedade 2, tem largura em
arvore no maximo k. U

Os Lemas 3.13 e 3.14 serdo bastante utilizados na proxima sec¢do, quando uma
caracterizacdo para grafos com largura em arvore no maximo 3 € apresentada.

k-arvores parciais

Grafos cordais, ou melhor, uma classe particular de grafos cordais, as k-arvores, podem
ainda prover uma caracterizaco interessante para grafos de largura limitada. Considere
inicialmente o seguinte resultado:

Teorema 3.15. Uma k-drvore tem largura em drvore k.

Prova. Uma k-arvore é cordal, e, portanto, admite uma decomposi¢do em arvore
minima onde toda parte é uma clique. Todas as cliques da k-arvore tem tamanho k + 1, e
logo a largura é também k. O

A caracterizacdo segue do seguinte fato:

Lema 3.16. Um grafo G tem largura em drvore no mdximo k se e somente se GG é uma
k-drvore parcial.

Prova. Se GG € uma k-arvore, entdo a largura em arvore de G € k, pelo Teorema 3.15.
Se G € uma k-arvore parcial entdo deve ser subgrafo de alguma k-arvore H, e logo, pela
Propriedade 2, LA(G) < LA(H) = k. O

Através da caracterizacdo sugerida no Lema 3.16, pode-se encontrar ainda uma
propriedade que limita o nimero de arestas em um grafo com largura em arvore limitada:

Lema 3.17. Se a largura em drvore de G = (V, E) é no mdximo k, entdo |E| < k|V| —

sk(k +1).

Prova. Seja G = (V,E) uma k-drvore. Pelo Teorema 3.15, G admite uma
decomposi¢do em drvore D = (X = {X,;}ier, T = (I, F)) onde cada X; contém uma
clique de tamanho k£ + 1. E facil ver, usando inducdo, que |I| = |V| — k, jd que para

quaisquer X; e X tais que X; N X; # 0, tem-se |X; N X;| = k. Se |V| = k + 1, entdo
T tem somente um né e |E| = $k(k + 1). Se T tem |I| nds, entdo foram acrescentados
|I| — 1 vértices a K1, feitos adjacentes a k vértices, de modo a obter G pela defini¢do
de k-arvore. Vale notar que, para cada vértice acrescentado, foram adicionadas k arestas.
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3. Decomposicdo em Arvore

Desta forma, todo vértice de G tem no minimo k vizinhos — contribuindo com & - |V|/2
arestas — e, considerando-se as novas arestas adicionadas ao longo da construcio de G,
tem-se uma contribui¢do de k - (|V| — k — 1)/2 arestas. Logo,

-V k-(VI[-k-1)
2 * 2
Se G é um subgrafo de uma k-arvore, ou seja, uma k-arvore parcial, entdo clara-
mente E(G) < k-|V|—3k(k+1). Além disso, pelo Lema 3.16, G tem largura em arvore
no maximo k, e o lema segue. O

1
|E| = =k V| = k(k +1).

3.7 DEA para grafos com largura no maximo 3

Antes de iniciar uma discussdo sobre uma caracterizagdo por menores proibidos para a
classe de grafos com largura em drvore no maximo 3, é importante considerar inicial-
mente o fato a seguir, de modo a perceber melhor, como nas caracteriza¢des anteriores, a
dificuldade em se obter uma DEA D de um grafo G tal que LA(D) < LA(G).

Lema 3.18. Os grafos Mg, My e My da Figura 3.13 tém largura em drvore 4.

V3 U1 Us

U7 VU3

Ms

Figura 3.13. Os grafos Mg, Mg e M7 tém largura em 4rvore 4.

Prova.

(Mg) Sejam uq, us € ug os vértices de Mg pertencentes ao triangulo interno e vy, vg € v3
pertencentes ao tridngulo externo, como na Figura 3.13.
Como v; e u; tém 4 vizinhos em comum, v9, V3, us € usg, entdo, pela Propriedade 8,
ou Mg tem largura em drvore no maximo 3 e (v, u;) é necessdria em Mg, ou S; =
{vg, v3, ug, ug} estd contida numa parte de uma decomposigéio em arvore D de M.
Neste ultimo caso, pela Propriedade 7 (continéncia de subgrafo bipartite completo),
tanto {v; } US; como {u; } US pertencem a uma parte de D, e logo Mg tem largura
em arvore 4. Suponha que ndo, e logo (u1,v;) é necessdria.
Pelo mesmo raciocinio, considerando agora v, e us, tem-se que (uso, v2) é necessaria
para largura em drvore 3 em Mg, ou tanto {us} U Sy como {vy U Sp}, Sy =
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(Ms)

{v1,v3,u1,us}, forcam a largura em drvore de Mg para 4. Mas, pela necessidade
de (uy,v1) e (ug,vq), tracejadas na Figura 3.14, tem-se que S3 = {uy, vy, ug, va}
deve pertencer a uma mesma parte de uma decomposicdo em arvore para Mg, €
logo ndo hd como impedir a largura em arvore de Mg de ser 4, ja que {v3} U S5 e
{us} U S; formariam uma clique de tamanho 5 em qualquer 4-cordalizacdo de M.
A Figura 3.14 apresenta ainda uma decomposi¢do em drvore de largura minima 4
para Mj.

Figura 3.14. Decomposi¢io em drvore do grafo M.

Sejam vy, ..., vg os vértices de Mg como na Figura 3.13. Contraindo-se as quatro
arestas (v;, v;14), 1 <i < 4, obtém-se um Ky, e logo Mg tem largura em drvore no
minimo 3. Além disso, como cada vértice em Mg tem trés vizInhos, basta aplicar
o resultado do Lema 3.14 fazendo S igual a Ny, (v) — o conjunto de vizinhos de
qualquer vértice v — e logo, como LA(Ms[{v} U S]) < 3, ndo existem arestas
necessdrias para largura 3 em Mg entre vértices ndo adjacentes.

No entanto, com a ajuda da simetria em Mg, podem-se estabelecer relacdes en-
tre a presenca de arestas em alguma 3-cordalizacdo de Mg e a auséncia de outras.
Obviamente essas relagdes devem ser pesquisadas entre vértices ndo adjacentes.
Considere entdo C' = {vs, vg, v7,v3} composto pelos vértices em negrito na Fi-
gura 3.15, e os seguintes casos para constru¢ao de uma decomposicao em arvore
em Msg:

@)

Figura 3.15. Casos para constru¢do de uma decomposicdo em drvore de Mg baseada em cordalizaggo.

1. Nao existem arestas entre elementos de C'. Neste caso, para andlise de neces-
sariedade entre os pares de vértices ndo adjacentes de C' = {vy, v9, v3, v4},
deve-se encontrar, para cada par, um conjunto S satisfazendo o Lema 3.14 tal
que S ndo contenha dois elementos de C' — caso contrario, seria obtida uma
decomposicido em drvore cujas partes contém mais de dois elementos de C'.
Mas Mg é 3-conexo, e logo |S| > «(Mg) = 3 para que S seja um separador.
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2.

Além disso, |S| < 4 pelas condi¢des do Lema 3.14 para k = 3, de modo
que nao é possivel encontrar tal S para qualquer par de vértices em C’, ja
que pelo menos dois vértices de S devem estar em C'. Logo, qualquer par de
vértices ndo adjacentes em C’ deve ter uma aresta necessaria, mostradas em
tracejado na Figura 3.15(1). Nio € dificil verificar que todas as decomposi¢des
em arvore de uma cordalizacdo de Mg satisfazendo a presenca de arestas ne-
cessdrias C' e auséncia de arestas em C’ tém largura em arvore no minimo 4.
A Figura 3.16 ilustra uma decomposi¢ao em arvore de largura minima de uma
4-cordalizagdo de Mg, e logo também de Mg, respeitando C' e C'.

X, X4

Figura 3.16. Decomposic¢io em arvore do grafo Mg, caso 1.

Existe apenas uma aresta necessdria em C. Seja (vs,vg) essa aresta, mos-
trada em estilo traco-ponto na Figura 3.15(2). Mesmo com (vs,vg) sendo
necessdria, ndo € possivel encontrar um conjunto .S com no maximo quatro
vértices separando vs de v e de v, € que ndo contenha dois vértices de C' com
excegdo de vs e vg. Logo, (vg,v3) e (vs3,v4) sd0 necessdrias, sendo indicadas
por arestas tracejadas na Figura 3.15(2). Novamente todas as cordalizagdes
de Mjg obedecendo as condi¢des deste caso com relacdo a C' e C' sdo tais
que o tamanho da maior clique é 5, e logo todas as decomposi¢des em arvore
minimas tém largura 4. A Figura 3.17 ilustra uma destas decomposicoes; to-
das as outras resultam de simetria em Mg, ou seja, de variagdes na escolha da
tinica aresta necessdria em C'.

Existem duas arestas necessdrias e adjacentes em C. Sejam (vs, vg) € (vs, Vg)
tais arestas, ilustradas em traco-ponto na Figura 3.15(3). Considere agora o
par (v, vy). Qualquer v3vy-separador S deve conter v7, jd que este é vizinho
comum do par. Mas S ndo pode conter vs, vg € vg, jd que apenas as arestas
entre eles sdo necessdrias, e logo nao existe S satisfazendo as condigdes do
Lema 3.14 o que resulta na necessariedade de (vs,v4) (em tracejado na Fi-
gura 3.15(3)). Basta agora ver que qualquer cordaliza¢ao obtida para esta caso
serd um supergrafo das cordalizacdes obtidas no caso 2 — aqui s@o permitidas
arestas entre vy € v, Ug € U3, € U1 € U4, a0 contrario do caso 2, onde ndo existem
arestas entre v; € vg, Ug € VU7, € U7 € Ug — € logo toda decomposi¢ido em drvore
para My obtida aqui tem largura no minimo 4. A decomposicao ilustrada na
Figura 3.17, por exemplo, satisfaz também as condi¢des deste caso.
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X2 XS

Xy

X4

Figura 3.17. Decomposi¢do em arvore do grafo Mg, caso 2.

4. Existem duas arestas necessdrias e ndo adjacentes em C. Sejam (vs,vg) €
(ve, v7) as arestas necessdrias em C', trago-pontilhadas na Figura 3.15(4). Note
agora que C' induz um subgrafo bipartite completo nestas cordalizagoes de
Mg, e logo, pela Propriedade 7, ou v5 e vg devem pertencer a uma mesma
parte em alguma decomposi¢do em arvore de My (satisfazendo as condigdes
de arestas necessdrias para este caso) ou v; € vg devem pertencer a uma mesma
parte. Logo, tem-se uma contradi¢io, porque apenas vs € vs, € Ug € v7 podem
ser necessdrias pela hipétese do caso, e logo este nao € vidvel.

5. Existem trés arestas necessdrias em C. Considere as arestas traco-pontilhadas

na Figura 3.15(5), (vs, vs), (vs, v6) € vg, v7), como sendo necessérias em C'. Se
(v7,vs) € necessdria entdo qualquer cordaliza¢do de Mg derivada é supergrafo
de uma cordalizacdo obtida no caso 1, tendo portanto largura em arvore no
minimo 4. Neste caso, a decomposi¢do em arvore da Figura 3.16 ¢ valida
também para este caso.
Seja entdo M uma cordalizagdo de Mg em que todos os vértices em C' sdo
adjacentes entre si, com excecdo de v; e vg. Note que se existe uma aresta
entre vy € vs, entdo as contragdes de (vq, vg), (vg,v6) € (vs, v7) formam um
K3, e logo suponha ainda que v, e v5 ndo sdo adjacentes em M}, assim como,
por simetria, v4 € Vg, U € VU7, € Vg € Ug. Mas isso ndo € possivel, pois desta
forma v, v4, vs € v5 formam um ciclo induzido, por exemplo, e M ndo é uma
cordalizagdo. Portanto, (v7, vs) € necessdria.

Pela simetria de Mg, os casos acima resultam em todas as combinacdes possiveis
para cordalizacdes minimas de Mg. Logo, como todas sdo 4-cordalizacdes, segue
pelo Corolario 3.11 que LA(Mg) = 4.

(Myp) Sejam v;,u;, 1 < ¢ < 5, os vértices de My, como mostrado na Figura 3.13. A
contracdo de todos os u; e de uma aresta qualquer do ciclo externo resulta num
Ky, e logo LA(Mo) > 3. Assim como no Mg, todo vértice possui 3 vizinhos, e
logo, ndo € possivel encontrar, para qualquer par de vértices ndo adjacentes em M,
um conjunto S satisfazendo as condi¢cdes do Lema 3.14; desta forma, nao existem
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arestas necessdrias entre vértices ndo adjacentes. A estratégia entdo é semelhante a
utilizada para o Mg, mas como a enumeragao dos casos seria mais longa, ela serd
aqui suprimida, e serd apenas assumido que LA(M;o) > 4.

Basta portanto encontrar uma decomposi¢cdo em arvore de largura minima 4 para
concluir a prova. Considere entdo o par de vértices (v, v3), e 3 caminhos disjuntos
Py = (v1,v5,04,03), Po = (v1,u1,u2,us,v3) € P3 = (v1,v2,v3) em Mjo. Sejam
Uy = {vg,vs5}, Uy = {ug,us,uz} e U3 = {vy} conjuntos contendo os vértices
internos de cada caminho, respectivamente. Entdo, pelo Lema 3.13 e pelo fato de
que LA(My) > 2, existe um menor M, de M, obtido pela contragdo de cada
U; em novos vértices vy,, 1 < ¢ < 3, tal que os vy, pertencem a uma mesma
parte de uma decomposigio em drvore de M{,. Na Figura 3.18(a), podem-se ver os
caminhos P;, os conjuntos U; e Mj,.

() (b)

Figura 3.18. Decomposig¢io em drvore de um menor do grafo M.

Como a contragdo de {ug, us, vy, } resulta num Ky, entdo LA(M;,) > 2. Na Fi-
gura 3.18(b), pode-se ver uma decomposi¢do em arvore minima D = (W =
{Wih<i<a, T = (I, F)) de Mj, com largura 3, na qual {vy,, vy,, vy, } estdo numa
mesma parte. Pela aplicacdo do Lema 3.2, pode-se derivar uma decomposi¢dao em
arvore D' = (W' = {W/},er, T = (I, F)) para M, onde cada parte W/ corres-
ponde a unido dos f(v) parav € W;, como definido no Lema. Claramente, a largura
de D' é 6. A partir de D', pode-se ainda derivar uma outra decomposi¢io em arvore
D* para My, eliminando o excesso de cada W/ e procurando manter a estrutura
em arvore. As partes W{, W3 e W podem ser substituidas por X;, Xy, X3 e Xy,
com menos vértices cada e cobrindo os mesmos vértices e arestas, como ilustra a
Figura 3.19. Além disso, W, pode ser substituido por X5 e X, de onde se obtém
uma decomposi¢ao em arvore de largura 4.
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X

o

X5

Figura 3.19. Decomposi¢io em arvore do grafo M.

A seguinte caracterizacdo pode ser obtida, sendo aqui exposta sem prova:

Teorema 3.19 (Arnborg et al. [1993]). A classe dos grafos com largura em drvore no
mdximo 3 é exatamente a classe de grafos que tem Ks, Mg, Mg e My como menores

proibidos, Proib4({ K5, Mg, Mg, Mig}).

E importante notar que, ao contrdrio das classes de grafos com largura em drvore no
maximo k, £ = 1,2, ndo basta proibir K., como menor; ou seja, nao ter um K5 como
menor ¢ uma condicdo necessdria para que a largura de um grafo seja no maximo 4, mas
ndo suficiente. Os motivos dessa extensao necessdria no conjunto de obstru¢do — que esta
longe de ser tdo dbvia como nas classes de grafos com largura limitada vistas até agora
— apenas serao melhor compreendidos ao se analisar mais profundamente a estrutura dos
grafos com largura em 4rvore limitada, e ndo tdo pequena. Este é o objetivo do resto do
capitulo.

3.8 Conjuntos k-ligados, arbustos e novelos

Na Secdo 2.4, foi apresentada a caracteristica de um grafo ser k-ligado, e viu-se que
esta definicdo € mais forte que a de k-conectividade. Na verdade, a k-conectividade
em um grafo representa um parametro local do quao conexo um grafo €, baseado nas
regides menos conexas do grafo. Desta forma, pode-se aproveitar o conceito de k-ligado,
redefinindo-o de modo a refletir uma medida mais global de conectividade.

Definicao 15 (Conjunto k-ligado e componente grande). Um subconjunto de vértices
S de um grafo G = (V, E) é dito k-ligado se, para qualquer conjunto X, |X| < k,
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3. Decomposicdo em Arvore

existe uma componente (inica) de G — X contendo mais da metade dos vértices de S,
chamada de componente grande (de G — X).

Vale notar que para um conjunto S ser k-ligado, deve-se ter necessariamente |S| >
2k — caso contrdrio, basta tomar um subconjunto de .S com mais de k vértices para que
ndo exista uma componente grande de S. Por outro lado, € facil ver que qualquer conjunto
S pode ser no maximo |S|/2-ligado.

Defini¢ao 16 (Ligacdo). A ligacdo de G, denotada por lig(G), é o maior inteiro para o
qual G contém um conjunto k-ligado.

Para perceber que a ligacdo de um grafo € uma medida mais global de conectividade,
considere uma grade r X s. Uma grade de ordem r X s é um grafo tendo como conjunto
de vértices {1,...,7} x {1,..., s} e conjunto de arestas definido por:

{((@,), (@, 57) = li=i[+ 15 =4 =1}

As cruzes da grade sdo os r - s conjuntos definidos por:

Ciy={01) 1l=1,....s}U{(l,5) : l=1,...,r}

ou seja, cada cruz C; ; corresponde a unido, na grade, da ¢-ésima linha e da j-ésima co-
luna. Uma grade e duas de suas cruzes sdo exemplificadas na Figura 3.20. Pode-se ver
facilmente que toda grade € planar.

(1,1) S

<
. !
= —
Na?
O——0

Figura 3.20. Uma grade r x s e as cruzes Ca 2 e Cr—1 5—1.

Embora toda grade G de ordem r X s seja 2-conexa e de grau maximo 4, pode-se
ver que qualquer cruz C' de G é um conjunto k-ligado, onde & = min{r, s}. Para tanto,
basta perceber que apenas a retirada de no minimo £ vértices pode separar C' — corres-
pondentes a uma linha, se » < s, ou a uma coluna, caso contrdrio. Suponha que r < s,
e logo, no pior caso, a retirada de » — 1 vértices da linha completamente coberta por C'
faz com que uma componente de GG tenha pelo menos s — 1 vértices, ou seja, mais do
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que (r +s —1)/2 = |C|/2. Desta forma, a ligagdo de uma grade pode ser arbitraria-
mente grande dependendo das dimensdes desta, em contraste ao conceito convencional
de conectividade.

Um outro conceito relacionado a uma nova medida de conectividade é o de arbusto.

Defini¢ao 17 (Arbusto). Seja G = (V,E) um grafo. Dois subconjuntos X,Y de
vértices de V' rocam-se se eles se interceptam (X N'Y # ()) ou se existe uma aresta
e = (z,y) em G entre eles (r € X ey € Y). Uma familia de subconjuntos de G que se
tocam dois a dois é chamada um arbusto.

Os dois conceitos estdo bastante relacionados. Se S é um conjunto k-ligado, entdo
pode-se ver que, para cada par de conjuntos X e Y, | X|, |Y| < k, as componentes grandes
de G — X e G — Y se interceptam. Logo, a familia B de todas as componentes grandes
com relagdo a S em G é um arbusto. Como cada conjunto X C V(G), | X| < k, gera uma
componente grande em B, ndo hd como um conjunto com menos de k vértices interceptar
todos os elementos em . Assim como um arbusto pode ser obtido a partir de um conjunto
k-ligado, a reciproca também é verdadeira. Tal aspecto pode ser melhor explorado com a
introdugdo de mais um conceito:

Definicao 18 (Conjunto de acerto). Um conjunto de vértices U cobre um arbusto B se
os vértices em U encontram cada elemento de B; neste caso, U € dito um conjunto de
acerto para B.

Através da definicdo de conjunto de acerto, pode-se ainda conferir um cardter
quantitativo a um arbusto:

Defini¢cao 19 (Nimero de arbusto). A ordem de um arbusto BB equivale a cardinalidade
do seu menor conjunto de acerto, sendo denotado por ||B||. O niimero de arbusto de um
grafo GG, denotado por N A(G), é o méaximo obtido dentre as ordens de seus arbustos.

Logo, pela defini¢do de nimero de arbusto, pode-se dar uma definicdo mais exata
para a relagdo entre arbusto e conjunto k-ligado. Como todo conjunto k-ligado gera um
arbusto B tal que este ndo pode ser coberto por nenhum conjunto X com menos de k
vértices, segue que B tem ordem no minimo k.

Por outro lado, qualquer conjunto de acerto B* minimo de um arbusto I3 pode gerar
um conjunto no maximo || || /2-ligado. Basta ver que um conjunto X C B*, X < ||B]|/2,
gera uma componente de B que deve conter os vértices restantes de B*, sendo portanto
uma componente grande. Logo, todo arbusto gera um conjunto no minimo k-ligado tal
que k é no maximo metade da ordem do arbusto. O lema seguinte vincula as relacdes para
todo o grafo, e segue como conseqiiéncia direta do que foi discutido nesta se¢ao até agora.

Lema 3.20 (Reed [1997]). Para todo grafo G, lig(G) < NA(G) < 2lig(G).

Prova. Como conjunto S k-ligado gera um arbusto 53 de ordem no minimo %, o maior
valor de possivel para a ordem de um arbusto em um grafo G depende do maior k para o
qual G' admite um conjunto k-ligado, ou seja, NA(G) = max{||B|| : B é um arbusto em
G} > max{k : existe S k-ligado em G} =lig(G).

O outro lado da desigualdade é mostrado de modo semelhante. Seja 5 um arbusto
que realiza o nimero de arbusto em G, ou seja, ||B|| = NA(G). Como todo arbusto gera
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um conjunto k-ligado, B garante a existéncia de um tal conjunto com k£ no minimo || B|| /2.
Logo, o maior valor de k depende de NA(G), lig(G) = max{k : existe S k-ligado em
G} > NA(G)/2. O

Um exemplo tipico de arbusto € o conjunto de cruzes em uma grade. Claramente,
a unido das cruzes de uma grade forma um arbusto de ordem min{r, s}, onde qualquer
linha e qualquer coluna representa um conjunto de acerto. De forma a aproveitar o fato
de que a menor dimensdo de uma grade é a mais relevante, normalmente refere-se a uma
grade regular £ x k. Claramente, uma grade k£ x k tem um arbusto de ordem k.

De maneira semelhante aos conceitos de arbusto e conjunto k-ligado, assim também
um arbusto em um grafo G e uma decomposi¢cdo em arvore para GG estdo intimamente
relacionados. O modo como essa relacdo se da € elucidado pelos dois lemas seguintes.

Lema 3.21 (Reed [1997]). Sejam G um grafo, B um arbusto de G e D = (X =
{Xi}tier, T = (I, F)) uma decomposi¢do em drvore de G. Entdo existe um né b em T
tal que Xy, é um conjunto de acerto para B.

Prova. Sejam G = (V. E), D e B = {B,};c; como definidos no enunciado. Para cada
BjemB,sejalp, ={t € T:v € Bjev € X;,v € V}. Claramente, cada Tz, induz uma
sub-drvore de 7', e logo, pelo Lema 2.2, T* = ics TBj # () induz uma nova sub-édrvore
de T'. Basta agora ver que qualquer n6 b de 7™ pertence a todas as sub-drvores Tg., € logo
X}, encontra todos os elementos de 3, sendo um conjunto de acerto para este. U

Lema 3.22 (Diestel [2000]). Para todo arbusto B de um grafo G existe uma decomposi-
¢do em drvore D = (X = {X,}ier, T = (I, F)) de G tal que se | X;| > || B, X; € X,
entdo X; ndo cobre B.

Uma decomposicdo em drvore satisfazendo o Lema 3.22 acima € dita B-admissivel.
A prova do lema acima é na verdade uma parte da prova de outro teorema central na
relacdo entre arbustos e DEA’s; a versdo da prova fornecida por Diestel é mais curta que
a prova original.

Teorema 3.23 (Seymour e Thomas [1993]). Seja k > 0 um inteiro. Um grafo tem lar-
gura em drvore no mdximo k se e somente se contém um arbusto de ordem (estritamente)
maior que k.

O Teorema 3.23 é conhecido como Teorema da Dualidade para Largura em Arvore
sendo também usualmente expresso sob outra forma:

Teorema 3.24 (Dualidade para Largura em Arvore, Robertson e Seymour [1986]). Para
todo grafo G, LA(G) = NA(G) — 1.

Prova. Seja G um grafo. Pelo Lema 3.21, a partir de uma decomposi¢do em arvore D
de G é sempre possivel obter um arbusto B tal que existe uma parte de D contendo um
conjunto de acerto minimo para 3. Logo, LA(D) > ||B||—1. Como a largura em drvore de
qualquer decomposicdo € limitada pela ordem do seu arbusto derivado, segue que o menor
valor para a largura é no minimo o maior valor para ordem, e logo LA(G) > NA(G) — 1.

Por outro lado, pelo Lema 3.22, todo arbusto B gera uma decomposicio em
arvore B-admissivel D, e logo, como qualquer parte de D encontra todo elemento de
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B, LA(D) < ||B|| — 1. Pelo mesmo motivo, a largura em drvore de GG deve estar limitada
pelo maior valor possivel de um conjunto de acerto para um arbusto B, e logo segue que

LA(G) < NA(G) — 1. 0

Embora a relagdo entre arbustos e DEA’s seja bastante estreita, ela ndo permite uma
equivaléncia entre os conceitos: um arbusto 3 pode gerar mais de uma decomposi¢do em
arvore de largura no maximo ||B||—1, enquanto que uma decomposi¢do em drvore D pode
gerar mais de um arbusto de ordem no maximo LA(D) + 1. Para se obter uma relacao
mais estreita ainda, é preciso acrescentar mais condi¢des a formacdo de um arbusto.

Definicao 20 (Novelo). Um arbusto N é um novelo se, para qualquer tripla (N1, Ny, N3)
de elementos de AV, uma das duas situagdes abaixo ocorre:

1. Ny N Ny N N3 é nao vazio,
2. existe uma aresta e tal que 77, T, e T3 contém uma extremidade de e.

Dados um arbusto 5 e um grafo G, define-se a funcdo fz: {X : X C V(G), |X| <
18]} — P(V(G)) como um mapeamento de um subconjunto X satisfazendo o dominio
de fz a unica componente de G — X contendo um elemento de . Diz-se entdo que
dois arbustos By e By sdo distinguiveis em um grafo G se existe algum X C V/(G),
| X| < [|B1]], | X]| < ||Bz|l, tal que f5,(X) # f5,(X) — e, neste caso, X é chamado
(B1, Bs)-distintor; caso contrério, B; e By sdo ditos indistinguiveis.

Um arbusto € dito maximal se ndo existe nenhum outro indistinguivel dele e que
tenha maior ordem. O mesmo conceito vale para novelos; de fato, vale notar que novelos
maximais indistinguiveis tém mesma ordem.

O teorema abaixo estabelece uma relagao muito préxima entre os novelos maximais
de um grafo G' e uma decomposi¢@o em arvore especial de G.

Teorema 3.25 (Decomposi¢ido em arvore candnica, Robertson e Seymour [1995]). Para
qualquer grafo G, pode-se construir uma decomposi¢do em drvore D = (X, T) que tenha
as seguintes propriedades:

1. Para cada novelo maximal N de G, existe exatamente um né t(N') de T tal que
X\ forma um conjunto de acerto para N.

2. Se N1 e Ny sdo novelos maximais indistinguiveis entdo t(N7) = t(N3).

3. Se N7 e Ny sdo novelos maximais distinguiveis entdo t(N7) # t(N3) e existe uma
aresta st no caminho t(N7)Tt(N3) tal que X, N X; é um (N7, Ny)-distintor de
ordem minima.

4. Para cada no t de uma decomposicdo em drvore, existe um novelo maximal tal que

tN) =t

Como Reed (1997) observa, o Teorema 3.25 garante a existéncia de uma
decomposicdo em arvore D para um grafo GG que separa (G em partes altamente cone-
xas, usando separadores que sdo 0s menores possiveis. Para isto, basta ver que existe uma
relacdo de equivaléncia entre D e um conjunto de novelos maximais distinguiveis /N para
G onde, pelas restri¢cdes (1) e (4) do teorema, cada parte de D € um conjunto de acerto
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para algum novelo em N. Logo, ndo podem existir partes X; e X; em D tais que X; C X,
e conseqiientemente D é uma boa decomposi¢ao em arvore.

3.9 Grades

Como mostrado na se¢do anterior, as grades tornam-se interessantes por apresentarem
ligacdo e nimero de arbusto arbitrariamente grandes. Também na se¢do anterior foi apre-
sentada a relagdo proxima entre arbustos e decomposi¢des em drvore, melhor explicitada
pelos Teoremas 3.23 e 3.23. Em particular, pode-se ver que uma grade k£ x k tem largura
em arvore no minimo k£ — 1, ja que apresenta um arbusto de ordem k. De fato, a largura em
arvore de uma grade k x k € exatamente k£ (em (Reed 1997) € mostrada uma decomposicao
em arvore de largura minima).

Desta forma, uma grade k£ x k pode ter largura em arvore arbitrariamente grande,
e logo torna-se uma obstrucdo natural para classes de grafos com largura em arvore limi-
tada: se um grafo GG possui uma grade k£ X k& como menor, entdo, pela Propriedade 4, a
largura em arvore de G' é no minimo k. Uma conseqiiéncia deste fato é que, ao se cons-
truir um conjunto de obstrucao para uma classe de grafos com largura em 4rvore limitada,
as grades e seus menores t€m importancia considerada. De fato, como toda grade e seus
menores sdo planares, qualquer classe Proib<(7), onde algum elemento H de H é ndo
planar, contém todas as grades, e logo ndao pode conter grafos com largura em arvore
limitada. O seguinte teorema estabelece uma equivaléncia entre o que foi discutido:

Teorema 3.26 (Robertson e Seymour [1986]). Dado um grafo H, os grafos que ndo
contém H como menor tém largura em drvore limitada se e somente se H é planar.

Uma prova do Teorema 3.26 bem mais curta que a original pode ser encontrada em
(Diestel 2000). A idéia da prova apresentada por Diestel € mostrar que a proibi¢ao de
qualquer grafo planar como menor limita a largura em drvore de um grafo. Além disso,
basta mostrar tal proibicao para uma grade, ja que todo grafo planar é menor de alguma
grade. Logo, basta mostrar que:

Teorema 3.27 (Robertson e Seymour [1986]). Para todo inteiro r, existe um inteiro k
tal que todo grafo com largura em drvore no minimo k tem um menor de uma grade
rXT.

Com base nestes resultados, torna-se mais claro agora o motivo da extensdo do
conjunto de menores proibidos para a classe de grafos G tais que LA(G) < 3. Néo se
pode proibir apenas o K3, jd que este é planar e logo Proib4({K5}) contém todas as
grades, tendo seus grafos largura em arvore ilimitada.

3.10 Conceitos relacionados

Uma decomposicdo em caminho de um grafo G é uma decomposi¢do em arvore D =
(X ={Xi}ier, T = (I, F)) onde T é um caminho. Analogamente a definicao de largura
em arvore, define-se a largura em caminho de uma decomposi¢do em caminho D como a
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maior cardinalidade de suas partes menos um, LCs (D) = max;ecr{|X;| — 1}, e a largura
em caminho de um grafo G como sendo a largura minima observada dentre todas as
larguras em caminho de G.

Decomposi¢des em caminho sdo, em geral, de tratamento mais ficil, dada a sim-
plicidade de sua estrutura. Como € de se esperar, vdrias propriedades que valem para
decomposi¢des em drvore valem também para decomposi¢des em caminho, como as Pro-
priedades 3, 2 e 4. Como se verd no proximo capitulo, decomposi¢des em caminho podem
inclusive ser usadas como base para o desenvolvimento de algoritmos para decomposi¢ao
em 4arvore, assim como a pesquisa para tais algoritmos € enriquecida com o desenvol-
vimento de técnicas de decomposi¢des em drvore minimas para classes especificas de
grafos.

Um outro conceito interessante € o de decomposi¢ao em arvore ligada ou enxuta:

Definicao 21 (Decomposi¢ido em drvore ligada). Uma decomposi¢do em arvore D =
(X ={X,}ier, T = (I, F)) de um grafo G = (V, F) é dita ligada se, além das restri¢des
usuais de uma decomposi¢do em drvore, esta satisfaz:

[P4L.] dados um nimero s € Nenods,j € [ de T, ou G contém s caminhos disjuntos
V;-V; ou existe um ¢ € iT’j tal que |V;| < s.

A propriedade de ser ligada pode ser vista como um fortalecimento do conceito
de ser boa: além de ndo conter partes redundantes, os ramos de uma decomposi¢do em
arvore ligada de um grafo G contém vértices de modo somente a manter a conectivi-
dade minima em G. Desta forma, GG serd sempre minimalmente conexo ao longo de cada
ramo. Decomposi¢cdes em arvore ligadas também constituem ferramentas importantes
para encontrar a largura em arvore de um grafo G, devido principalmente ao seguinte
resultado:

Teorema 3.28 (Thomas [1990]). Todo grafo G admite uma decomposicdo em drvore
ligada de largura LA(G).

Intuitivamente, pode-se perceber que a busca por partes pequenas em uma
decomposicdo pode vantajosamente ser compatibilizada com a identificagdo de subgra-
fos altamente conexos em um grafo, e que comporiam um ramo numa decomposi¢ao em
arvore ligada.
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Capitulo 4

Algoritmos de Decomposicao em Arvore

4.1 Introducao

No capitulo anterior foram vistos conceitos e resultados tedricos envolvendo decomposicoes
em arvore de grafos; o objetivo deste capitulo € complementar, e concentra-se em discutir
técnicas e algoritmos para obtencao de decomposi¢des em darvore. Em particular, um dos
grandes objetivos na pesquisa de decomposi¢des em arvore envolve o desenvolvimento de
métodos para determina¢do da decomposi¢dao em drvore minima de um grafo. Tal objetivo
pode ser alcancado com a resolu¢do do seguinte problema de otimizacao:

Problema: MIN LARGURAEMARVORE
Instancia: Um grafo G = (V) E).
Encontrar: A largura em drvore de G, LA(G).

Um outro problema, mais simples, decide, dados um grafo G e um inteiro k, se a
largura em arvore de GG é no maximo k. Este corresponde a versdo de decisdao do problema
acima, sendo denotado por k-LARGURAEMARVORE:

Problema: k-LARGURAEMARVORE
Instancia: Um grafo G = (V, E)) e um inteiro k.
Decidir: A largura em drvore de GG, LA(G), é no méximo k?

Conforme Arnborg et al. (1987) mostraram, k-LARGURAEMARVORE é NP-
completo, mesmo quando restrito a algumas classes de grafos, como grafos bipartite,
por exemplo. No entanto, existem ainda outras classes de grafos para as quais k-
LARGURAEMARVORE admite complexidade em tempo polinomial, como para as classes
de grafos cordais. O objetivo de tratar o problema restrito a algumas classes de grafos
¢ a obtencdo de heuristicas para limitantes superiores, como se verd na Se¢do 4.2, onde
grafos cordais sao o foco.
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Quando o parametro £ é uma constante fixa, e logo ndo faz parte da entrada do
problema, tem-se um caso bem estudado. Neste caso, distinguem-se duas versdes do pro-
blema: a versao de decisdo, quando se deve apenas decidir se a largura em arvore de um
grafo GG € no maximo k, retornando verdadeiro em caso afirmativo e falso caso contrério;
e a versao de construcdo, quando também uma decomposi¢do em arvore de largura no
maximo k deve compor a saida, em caso afirmativo.

O primeiro algoritmo em tempo polinomial para a versdo construtiva de k-
LARGURAEMARVORE se deve a Arnborg et al. (1987), tendo complexidade O(n*+2). A
partir dos resultados com menores de grafos, Robertson e Seymour fornecem uma prova
ndo construtiva da existéncia de um algoritmo em tempo O(n?) para a versdo de decisdo
(Robertson e Seymour 1995). Seu algoritmo tem uma estrutura em duas fases:

1. Na primeira fase, um algoritmo em tempo O(n?) decide se G admite uma
decomposicdo em drvore D com largura no maximo 4%k + 3 ou, caso contrdrio,
se GG tem largura em arvore maior que k. Como Bodlaender (1997) observa, na ver-
dade Robertson e Seymour usam um conceito semelhante a largura em arvore para
alcancar este resultado, mas a diferenca ¢ somente técnica e ndo relevante.

2. A decomposi¢ao obtida na primeira fase € agora usada para verificar, em tempo
linear, se G contem algum menor pertencente ao conjunto de obstrucao para a classe
de grafos com largura em arvore no maximo k.

Grande parte dos algoritmos empregados para o problema ainda seguem, de al-
guma forma, a estrutura em duas fases. Como a complexidade de um algoritmo deste
tipo depende da primeira fase, a grande maioria dos esfor¢cos de melhoria foram orien-
tados para esta etapa. Vdrios autores forneceram versdes mais eficientes, incluindo um
algoritmo aleatério de Matousek e Thomas (1992), uma versdo paralela de Lagergren
(1996), e uma versao utilizando separadores com caracteristicas especiais de Reed (1992),
de complexidade O(nlogn). Este tltimo algoritmo serd visto em maiores detalhes na
Secao 4.3.

Cada um destes algoritmos de primeira fase determina se a largura em arvore de um
grafo GG dado como entrada é maior que k ou, caso contrario, retorna uma decomposi¢ao
em arvore de G com largura no méaximo f(k), onde f é uma funcgdo linear de k£ com
coeficientes pequenos. Para a segunda fase, Bodlaender e Kloks (1996) encontraram um
algoritmo em tempo linear para a versao de construgdo, ou seja, dada uma decomposicao
em arvore de um grafo de entrada GG com largura [ > k, o algoritmo decide se GG admite
uma nova decomposicdo em arvore de largura no maximo k, e a retorna. Usando este
resultado, Bodlaender (1996) encontrou uma algoritmo resolvendo as duas fases conjun-
tamente em tempo linear, para cada k constante, para a versao construtiva. Este é o melhor
resultado encontrado até agora, sendo discutido na Sec¢do 4.4.

Uma outra abordagem interessante foi desenvolvida por Arnborg et al. (1993),
usando uma técnica conhecida como redugdo em grafos. Embora os algoritmos apre-
sentados por Arnborg et al. tenham complexidade em tempo linear, sua complexidade em
espaco ¢ exponencial. Vdrios outros autores adotaram abordagens semelhantes como pa-
radigma, como por exemplo Courcelle (1990), contribuindo para o refinamento da técnica.
de Fluiter e Bodlaender (1996) modificaram alguns dos conceitos para obter um algo-
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ritmo baseado em redu¢do e com complexidade linear tanto em tempo como em espaco.
A técnica de reducao em grafos € apresentada na Sec¢do 4.3.

Todos os algoritmos até agora apresentados t€ém uma constante escondida na ex-
pressdo de complexidade que €, no minimo, exponencial em k. Como Bodlaender (1997)
comenta, a medida em que k£ aumenta os algoritmos tornam-se cada vez mais inadequados
para aplicacdes praticas. Nos casos em que k£ = 2, 3 ou 4, algoritmos especificos foram
encontrados, sendo de complexidade linear e baseados em redugdo em grafos (Matousek
e Thomas 1991; Arnborg e Proskurowski 1986; Sanders 1996).

4.2 DEA em grafos cordais

Assim como no capitulo anterior uma €nfase especial foi dada aos grafos cordais, de
onde algumas caracterizacdes importantes foram obtidas, € interessante discutir aqui,
inicialmente, o problema de largura em drvore quando restrito a esta classe de grafos.

Antes de apresentar um algoritmo para discussdo, é necessdrio introduzir a nota¢ao
seguinte. Se D = (X, T) é uma decomposi¢do em arvore de um grafo G, entdo T'(D)
retorna a drvore da decomposicao, ou seja, 7'(D) = T'; de modo anédlogo, X' (D) retorna
a familia de partes de D, X (D) = X. A fungdo COMPONENTES () retorna uma lista
contendo os conjuntos de vértices que induzem cada componente no grafo G, respectiva-
mente (um conjunto em cada posicao da lista). O algoritmo DEA _CORDAL da Figura 4.1
constréi uma decomposi¢ao em arvore minima para um grafo cordal.

> Algoritmo DEA_CORDAL(G)
> Entrada: Um grafo cordal G = (V, E).

o> Saida: Uma decomposic@o em drvore D = (X,T) minima de G.

inicio
se GG é completo entao
retorna ({V'}, ({t},0))
senao
selecione u,v : (u,v) € E,u,v € V
S « SEP_MINIMAL(u, v, G)
D — ({S}, ({ts},0))
para cada C' € COMPONENTES(G[V \ S]) faca
D’ «— DEA_CoRDAL(G[C U S])
selecione t' : S C X, t' € T(D'), Xy € X(D')
X (D) — X(D)u X (D)
T(D)«— T(D)uT(D)
E(T(D)) — E(T(D)) U{(t,t')}
retorna D

0 ® N kWD =

— = = e =
A T

fim

Figura 4.1. Algoritmo para decomposi¢ido em drvore de grafos cordais.

52



4.2. DEA em grafos cordais

Pelo Lema 2.9, todo separador minimal de um grafo cordal € uma clique. Logo,
dado um separador S de um grafo cordal (G, cada componente C' de G — S é também
cordal, o que justifica a recursao na linha 9. Como a base da recursdo ocorre nas linhas 2
e 3, pode-se ver claramente que toda parte da decomposi¢dao é uma clique. Logo, como
a maior clique de GG estd exatamente contida em alguma parte da decomposicio obtida,
esta ¢ minima. Resta justificar a existéncia de ¢’ na linha 10; isto é imediato a partir do
Lema 2.10, ja que um vértice v tal que {v} U S induz uma clique em G — S certamente
existe, e logo também existe um né ¢’ em 7,,(D’) contendo {v} U S.

Através do algoritmo DEA_CORDAL, pode-se perceber que todo grafo cordal pode
ser obtido recursivamente pela colagem de grafos cordais ao longo de subgrafos com-
pletos. Tal caracteristica pode ser extremamente vantajosa no projeto de algoritmos para
alguns problemas de otimizagdo, ja que algumas caracteristicas de cada parte de uma
decomposicdo obtida pelo algoritmo DEA_CORDAL podem ser estendidas para todo o
grafo, como, por exemplo, a ndo continéncia de algum menor K,, para algum 7 inteiro
constante. Tal fato motiva a defini¢do de uma decomposi¢do em arvore particular:

Definicao 22 (Decomposi¢io em érvore simplicial). Uma decomposi¢io em drvore D =
(X = {Xi}ier, T = (I, F)) de um grafo G = (V, F) é dita simplicial se, além das
restri¢des usuais de uma decomposicao em arvore, esta satisfaz:

[P4S] dadosnés 7,5 € I de T', o separador X; N X; forma uma clique em G.

Logo, a decomposic¢ao obtida pelo algoritmo DEA_CORDAL € simplicial. De fato,
ndo ¢é dificil perceber que todo grafo admite uma decomposi¢ao em éarvore simplicial
— embora ndo necessariamente minima, como no caso dos grafos cordais — bastando
para tanto aplicar recursivamente o mesmo procedimento usando separadores clique até
que somente partes irredutiveis sejam obtidas. Como Diestel (2000) observa, se todos
os separadores clique usados forem minimais, entdo o conjunto de partes obtido serd até
mesmo Unico.

Além de motivar uma abordagem mais abrangente para todos os grafos, o estudo
de grafos cordais pode ainda fornecer elementos para a obtencdo de um limitante su-
perior para a largura em arvore de grafos em geral. Basta perceber, com a ajuda do
Lema 3.9, que a largura em arvore de um grafo é no mdximo a largura em arvore de
qualquer cordalizacdo deste. Desta forma, o algoritmo DEA _CORDAL pode ser modifi-
cado para encontrar uma cordalizagdo de um grafo GG, e conseqiientemente, um limitante
para LA(G), como mostrado na Figura 4.2.

A corretude de DEA_CORDAL_LS segue diretamente da de DEA_CORDAL. Vale
notar que, a rigor, a escolha de um vértice na linha 2 para constru¢do de um separador
S pode ser feita arbitrariamente. A escolha de um vértice de grau minimo € apenas uma
regra heuristica para que as cliques na cordalizacdo resultante sejam menores.

Em (Koster et al. 2001) s@ao mostrados outros algoritmos para limitantes inferio-
res e superiores da largura em arvore de um grafo (&, baseados no maior grau minimo
encontrado para todos os subgrafos de (G, e em cordalizacdes de (G, respectivamente.
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> Algoritmo DEA_CORDAL_LS(G)
> Entrada: Um grafo G = (V, E).
> Saida: Uma decomposi¢do em drvore D = (X, T') de G.

1. inicio

2. selecione v : d(v) = §(G),v € V

3. S «— Ng(v) U {v}

4. G — G+ K(S)

5. se G’ é completo entdo

6. retorna ({V'}, ({t},0))

7. senao

8. D — ({8}, ({ts}h,0)

9. para cada C € COMPONENTES(G[V \ S]) faca
10. D’ «+— DEA_CorRDAL_LS(G'[C U S])

11. selecione t' : S’ C X/, t' € T(D'), Xy € X(D')
12. X (D) — X(D)U X(D)

13. T(D) — T(D) UT(D")

14 E(I(D)) — E(T(D)) U{(t,t)}

15. retorna D

16. fim

Figura 4.2. Algoritmo para decomposi¢ido em arvore baseado em cordalizac@o.

4.3 DEA usando separadores fortes

Na se¢do anterior viu-se como a nocao de separadores pode ser extremamente util na
determina¢do de uma decomposicdo em arvore de um grafo. A introdu¢ao de um novo
conceito de separador permite a obtencdo de uma decomposicdo em arvore de largura
limitada.

Defini¢ao 23 (Separador forte). Um separador forte em um grafo G = (V| E) é um
conjunto X de vértices, X C V/, tal que nenhuma componente de G — X contem mais
de %\V(G — X)| vértices. De modo semelhante, um S-separador forte para algum S C V
€ um conjunto de vértices X tal que nenhuma componente de G — X contem mais de
2|8 — X| vértices de S. A ordem de um separador € a cardinalidade de X.

Vale observar que a definicdo encontrada em Reed (1992) refere-se apenas a um se-
parador como sendo um conjunto satisfazendo as condi¢des da definicdo acima; de modo
a evitar confusdo com o conceito tradicional de separador, a defini¢do aqui empregada foi
modificada para separador forte.

A primeira relagc@o entre separadores fortes e largura em arvore € estabelecida pelo
seguinte lema:

Lema 4.1 (Reed [1992]). Seja G = (V, E) um grafo. Se G tem largura em drvore no
mdximo k, entdo para todo conjunto S C V, G contém um S-separador forte de ordem
no mdximo k + 1.

54



4.3. DEA usando separadores fortes

Prova. Claramente, todo conjunto .S com no maximo k + 1 vértices admite a si mesmo
como separador forte, e logo apenas conjuntos S com |S| > k + 1 serdo considerados.
O objetivo da prova € mostrar que ou GG tem um S-separador forte de ordem no maximo
k+1 ou G tem um arbusto de ordem no minimo % + 2, e logo, pelo Teorema da dualidade,
G tem largura em arvore no minimo %k + 1.

Considere entdo a familia Bs de subgrafos conexos de G tais que B € Bg se e
somente se [Ng(B)| < k+1e|BNS| > 2|S — Ng(B)|. Suponha agora que existam
dois elementos B; € By de Bg que ndo se tocam. Logo, como B; N By = () € ndo existem
arestas entre By e By, tem-se que By C G — Ng(B1) — By — Ng(B2) e By C G —
N¢(B2) — By — Ng(By). Dai segue que (B;N.S)U (B2NS) €S — Ng(By) — Ng(Bs),
elogo |[BiNS|+ |BynNS| < |S— Ng(By1) — Ng(B2)|. Por outro lado, como |B; N
S| > 2|S — Na(By)| e [BoN'S| > 2|S — Ng(B,)| pela presenca de ambos em Bg,
e como |S — Ng(By)| + |S — Ng(Bs)| > 2-|S — Ng(B;1) — Ng(B2)|, tem-se que
|B1 N S|+ |BaN S| > 5|8 — Ng(B1) — Ng(Bs)|. Da contradigdo encontrada, conclui-
se que quaisquer dois elementos de Bg se tocam, e logo Bg é um arbusto. Mas se um
conjunto de acerto X para Bg tem ordem no mdximo k£ + 1 entdo nenhuma componente
de G — X contém mais de %\S — X| vértices, caso contrdrio tal componente estaria em
S — pois X seria a vizinhanga desta componente — contradizendo o fato de X ser um
conjunto de acerto. Logo, ou X € um S-separador forte ou Bg tem ordem no minimo
k + 2, o que conclui a prova. ([l

A relacao reciproca a do Lema 4.1 garante uma condicao suficiente mais relaxada
para a largura em arvore méxima de um grafo:

Lema 4.2 (Reed [1992]). Seja G = (V, E) um grafo. Se, para todo S C V, G contém
um S-separador forte de ordem k + 1, entdo G tem largura em drvore no mdximo 4k + 1.

Com base no Lema 4.2, pode-se ver que se um grafo GG ndo possui S-separadores
fortes, para todo S C V/, entdo a largura em arvore de GG é no maximo 4k + 1. A prova
do Lema 4.2 é imediata se uma rotina recursiva € executada com base neste fato: basta
encontrar um S-separador forte X e aplicar a rotina em cada componente de G — X.
Como | X| < k + 1, tem-se que |S| < 3k + 1 — o que ficard mais claro apds a prova do
Lema 4.3 — e logo segue que | X U S| < 4k + 1. O argumento deste esbogo de prova fica
mais claro se a rotina recursiva € posta em forma de um algoritmo, como proposto por
Reed (1992):

1. Encontre um S-separador forte X de ordem no maximo k+ 1. Se tal separador forte
ndo existe, entdo pare, e retorne S. Caso contrario, sejam Uy, . . . , U; as componentes

2. Como X é um S-separador forte, |S| < 3k + 1, e como |X| < k + 1, tem-se que
|9;| < 3k+1,1 <i <, elogo pode-se aplicar a rotina recursivamente em cada G;
procurando um S;-separador forte. Caso ndo seja encontrado um separador forte de
ordem no maximo k£ + 1 em algum G, pare: G também ndo contém um separador
forte de ordem no médximo k + 1.

3. Neste passo as rotinas recursivas para cada GG; foram bem sucedidas, retornando
uma decomposi¢do em arvore D; = (X, T;), onde existe um né destacado ¢; em

55



4. Algoritmos de Decomposicdo em Arvore

cada T; tal que S; C X;,. Uma decomposi¢do em drvore D = (X, T) para G pode
entdo ser encontrada com base nas D;, onde:

(a) V(T Uv U{th
(b) E(T (UE )U{tt):lgigl};

(c) X = (UX) UX, X;=XUS.
=1

ou seja, D é uma decomposicao formada pela unido entre as [ decomposi¢des D;
pela adicdo de um né ¢ que € feito adjacente a cada né destacado ¢;, sendo a parte
correspondente a ¢ igual a unido entre X e .S, X; (Figura 4.3). Retorne D.

Figura 4.3. Decomposi¢io em drvore obtida pelo algoritmo de Reed: os ramos correspondentes a duas
componentes, U; e U; sdo mostrados, assim como os novos separadores fortes para cada componente, S; e
S, respectivamente, em cinza, e os nés destacados de cada drvore T; e 7).

Vale notar que a construgdo para obtengao de D no passo 3 ja € familiar, sendo
encontrada uma forma semelhante na prova da Propriedade 3. Nao ¢ dificil verificar que
D ¢é realmente uma decomposi¢do em arvore, ja que X; sempre contém a intersecao entre
quaisquer duas partes correspondentes a dois nds destacados. Além disso, como a maior
parte de uma decomposicido D; contém no maximo a unido entre seu S;-separador forte
e S;, segue que LA(D;) < 4k + 1. De fato, a rotina apresentada acima é uma prova
algoritmica do Lema 4.2. O algoritmo de Reed é formalizado na Figura 4.4

A anélise de complexidade segue com a ajuda do seguinte lema:

Lema 4.3 (Reed [1997]). Dado um conjunto S C 'V de um grafo G = (V, E), com
|S| < 3k + 1, existe uma rotina k-SEPARADOR que retorna um S-separador forte de
ordem no mdximo k + 1, se este existe, com complexidade de tempo O(k - 331 . |E)).
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> Algoritmo k-DEA_REED(G, S)
> Entrada: Um grafo G = (V, E) e S C V tal que |S| < 3k + 1.
> Saida: Se LA(G) < k, uma decomposi¢io em drvore D = (X,T) de G
com largura no maximo 4k + 1; caso contrdrio, um subconjunto S de vértices

tal que GG ndo contém um S-separador forte de ordem no méximo k + 1.

1. inicio

2. se |V | < 4k + 1 entdo

3. retorna ({V'}, ({t},0))

4. senao

5. X «— k-SEPARADOR(S, G)

6. se X = () entdo

7. retorna S

8. senao

9. D — ({X US}, ({t}0))

10. para cada C € COMPONENTES(G[V \ X]) faca
11. G' — GICUX]

12. S —(CnNnS)UX

13. D’ — k-DEA_REED(G, S")

14. se D' é um conjunto de vértices entdo
15. retorna S’

16. senao

17. selecione t' : S’ C X/, t' € T(D'), Xy € X(D')
18. X(D) — X(D)Uu X (D"

19. T(D) — T(D)UT(D")

20. E(T(D)) — E(T(D)) U{(t,t')}
21. retorna D

22. fim

Figura 4.4. Algoritmo proposto em Reed (1992).

Prova. Considere um conjunto S de vértices de um grafo G = (V, E), |S| < 3k + 1,
como no enunciado. Inicialmente, deve-se mostrar que G admite um S-separador forte se
e somente se V' pode ser particionado em 3 conjuntos A, B e X tais que cada componente
de G — X estd contidaem Aou B, |[X| < k+1,]ANS| < 2|S—X|e|BNnS| <
%\S — X|. A implicag@o contrédria é imediata: basta tomar X como S-separador forte, e
logo, como toda componente C' de G — X é tal que |C| < 2|S — X|,ecomo AN B =0
ja que (A, B, X) é uma parti¢do de V, segue que C C A ou C C B. Para o sentido
inverso, seja X também o S-separador forte, e sejam Uy, . . ., U; as componentes de G — X
ordenadas decrescentemente de acordo com a cardinalidade da interse¢do com S, ou seja,
\U; N'S| > |U;11 N S|. Basta agora definir A = | J/_, U;, onde j é o menor indice tal que
UL(SNU) 2§18 = X|re B=V\ A\ X.

A idéia da prova agora é encontrar uma parti¢ao (A, B, X)) de V de modo que X
seja um S-separador forte. Para tanto, podem-se considerar as combinagdes de vértices
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de S nos conjuntos de uma particéo (S, S, Sx) — ou seja, S4, Sp e Sy sdo disjuntos
eSp=5NA Sg=5—talque Sy = SNA Sg=5NBeSxy =5NX. Desta
forma, a idéia é encontrar uma parti¢cdo em S e estendé-la de modo a obter uma particdo
correspondente em G contendo um S-separador forte.

Como para cada vértice em S existem tré€s op¢des — estar em S5, Sp ou S
S tem no maximo 3k + 1, tem-se um total de no maximo 3***1 combinacdes possiveis
para uma particdo de S. Este total de combinacdes fica reduzido se as restricdes para a
particdo em V' forem aplicadas para S: como |X| < k + 1, deve-se ter |[Sx| < k+ 1, e
como |[ANS| < 2|S—X|e|BNS| <2 -se ter também [S4| < 2|Sp| e
|Sp| < 2]S4|. Note agora que, assim como A e B sdo separados por no maximo & + 1
caminhos disjuntos em G — ja que X € um separador de ordem no maximo k + 1, e
portanto contém pelo menos um vértice de cada um destes caminhos — assim também
S 4 e Sp devem ser separados por, no maximo, k+1—|Sx| caminhos disjuntos em G—S.
Se existem mais de k£ + 1 — |Sx| caminhos disjuntos entre S4 e Sp em G — Sy, entdo
existem mais de k£ + 1 caminhos disjuntos entre A e B em G e logo X nao pode ser um
separador forte com no maximo k + 1 vértices. A Figura 4.5 facilita a compreensio da
relacdo entre as particoes.

Figura 4.5. Construgio de um S-separador forte de ordem no méximo k + 1.

Suponha entdo que GG admite um S-separador de ordem no maximo k + 1, e logo S
admite uma parti¢do tal que existem no maximo k+1—|Sy | caminhos disjuntos entre S 4 e
Sp em G — Sy . Tais caminhos podem ser encontrados, aplicando-se técnicas de caminhos
alternados baseadas no Teorema de Menger, em tempo O(k|E|). Seja P = {vy,...,v,},
r < k+1— |Sx|, um conjunto contendo um vértice interno em cada caminho disjunto
encontrado entre S, e Sp. Basta ver agora que X pode entdo ser definido como P U S,
A como a unido das componentes de G — X que contém pelo menos um vértice em S 4
e B=V\A\ X.Como para cada combinag¢do de uma particdo os caminhos disjuntos
devem ser avaliados, a complexidade total da rotina é O(k - 331 . | E)). O

Como pelo Lema 3.17 tem-se E(G) < k|V(G)| para qualquer grafo G com largura
em drvore no méaximo k, segue que O(|E(G)|) = O(|V(G)]), e logo a complexidade de
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k-SEPARADOR € O(|V']). Vale notar que, embora k seja uma constante, contribui com um
grande fator exponencial que fica escondido na notagdo assintética de complexidade.

N3ao ¢ dificil perceber que, para cada passo da recursdo, a rotina € executada para
cada componente de G — X, ou seja, em [ = O(|V|) sub-problemas disjuntos, e logo a
complexidade global de k.-DEA _REED € O(|V|?). Acrescentando a nogdo de S-separador
forte aproximado, Reed (1992) consegue dividir os sub-problemas de maneira que cada
um tenha tamanho no méaximo (1 —¢) - |[V|), € > 0, e logo pode-se concluir que a comple-
xidade apds a modificagdo torna-se O(|V|log|V|). O preco deste ganho em desempenho
¢ a obtencdo de decomposicdes em arvore com largura no maximo 5k + 1, a partir de
separadores fortes de ordem no maximo 4% + 1.

4.4 DEA em tempo linear

Um dos principais resultados para decomposicdes em arvore € a obtencio de um algoritmo
linear para resolugdo de k-LARGURAEM ARVORE com k constante. Tal resultado pode ser
encontrado em (Bodlaender 1996), e resumido pelo seguinte teorema:

Teorema 4.4 (Bodlaender [1996]). Para todo k € N, existe um algoritmo em tempo
linear que testa se um dado grafo G = (V| E) tem largura em drvore no mdximo k, e,
em caso positivo, retorna uma decomposicdo em drvore de G com largura em drvore no
mdximo k.

A 1déia principal do algoritmo € a particdo dos vértices em dois conjuntos: vértices
de baixo grau e vértices de alto grau. Pode ser mostrado que, para grafos com largura em
arvore limitada por uma constante k, existem apenas “poucos” vértices de alto grau. Dois
casos sao entao possiveis:

I. Um nimero “suficiente” de vértices de baixo grau € adjacente a um ou mais
vértices de baixo grau. Neste caso, pode ser mostrado que qualquer emparelha-
mento maximal em G contém 2(n) arestas. Computa-se entdo o grafo G’ obtido
pela contracdo de todas as arestas no emparelhamento maximal. Recursivamente,
pode-se computar uma decomposi¢do em arvore de largura no maximo &k de G, ou
concluir que a largura em arvore de G’ é maior que £k — e logo também a de G.
Desta decomposi¢do em arvore, pode-se facilmente construir uma decomposi¢io
em arvore de G' com largura no mdximo 2k + 1. Esta dltima decomposi¢do é usada
para resolver o problema, usando o algoritmo de Bodlaender e Kloks (1996).

2. Um numero “pequeno” de vértice de baixo grau € adjacente a um ou mais vértices
de baixo grau. Pode ser mostrado que uma certa quantidade de arestas pode ser
adicionada a GG sem tornar a sua largura em arvore maior que k, caso esta nao
seja maior que k. Pode ser mostrado que G’, o grafo melhorado de G — G acres-
cido do novo conjunto de arestas — tem um nimero suficiente de vértices que sao
I-simpliciais: seus vizinhos formam uma clique no grafo melhorado, e algumas
outras condicdes sdo satisfeitas. Recursivamente, uma decomposicao em arvore de
largura no maximo k é calculada de GG/, obtida pela remocdo de todos os vértices
I-simpliciais do grafo melhorado de (G, ou pode-se concluir que a largura em arvore
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de G’, e logo também de G, € maior que k. A partir de tal decomposi¢do em arvore
de G’, pode-se facilmente construir uma decomposicdo em arvore de G com largura
no maximo k.

Alguns resultados auxiliares sdo necessdrios para compreensao do algoritmo.

Definicao 24 (Decomposi¢ido em drvore suave). Uma decomposi¢do em drvore D =
(X =A{X;, : i € I}, T = (I,F)) de largura k ¢ dita suave, se para todo i € [ :
| X;| =k +1,eparatoda (7,j) € F': |X; N X;| = k.

Bodlaender (1996) mostra que qualquer decomposi¢do em drvore pode ser trans-
formada numa decomposi¢do suave de mesma largura, aplicando o seguinte conjunto de
operacdes até que nenhuma seja mais possivel:

e Sevpara (i,75) € F, X; C X}, entdo contraia a aresta (7, j) em 7" e tome como novo
noé Xj/ = Xj;

e Separa(i,j) € F, X; Z X, e |X;| < k+ 1, entdo escolha um vértice v € X; \ X,
e adicione v a X;

e Sevpara (i,5) € F, |X;| = |X;| = k+1,e|X;\ Xj;| > 1, entdo subdivida a aresta
(,7) em T, e seja i’ 0 novo nd. Escolha agora um vértice v € X; \ X; e um vértice
we X;\ X, efaca Xy = X; \ {v} U{w}.

Pelas propriedades de uma decomposi¢do em darvore suave, pode-se estabelecer
uma relacdo direta entre o nimero de vértices de um grafo, o nimero de partes de uma
decomposicdo suave e a largura desta.

Lema 4.5. Se D = (X, T) é uma decomposicdo em drvore suave de G = (V, E) com
largura k, entdo |I| = |V| — k.

Prova. Por inducdo em |/|. O

Seja ¢; uma constante denotando o limite superior da fragdo de vértices que sdo de
“alto” grau. Entdo uma outra constante ¢, pode ser definida por:

- 1 C1 - ]f2(]€ + ].)
4k + 12k + 16 2

As definicoes de vértices de baixo e alto grau podem agora ser estabelecidas:
Definicao 25 (Vértices de baixo e alto grau). Seja d = max(k*+4k+4,[2k/c;]). Um

vértice v € dito de baixo grau se o grau de v € no mdximo d, e é dito de alto grau se o grau
de v € maior que d.

>0

C2

Definicao 26 (Vértice amigdvel). Um vértice v é dito amigdvel se é de baixo grau e
adjacente a pelo menos um outro vértice de baixo grau.

Primeira parte

A idéia da primeira parte do algoritmo € realizar um emparelhamento maximal nas arestas,
contrai-las e entdo aplicar um novo algoritmo de decomposi¢cao com base no novo grafo
obtido.
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Inicialmente, deve-se garantir a condi¢do de que se um nimero suficiente de vértices
¢ de baixo grau, uma boa decomposic¢ido pode ser obtida a partir do emparelhamento. O
primeiro resultado usa os vértices amigaveis do grafo.

Lema 4.6. Se existem ny vértices amigdveis em G = (V,E), entdo qualquer
emparelhamento maximal de G contém pelo menos ny/(2d) arestas.

Prova. Considere um emparelhamento maximal M. Qualquer vértice amigavel v deve
ser uma extremidade de uma aresta em M, ou adjacente a um outro vértice amigavel que é
extremidade de uma aresta em ). Para cada aresta e em M, pode-se associar no maximo
2d vértices amigaveis que sdo extremidades de e ou adjacentes a um vértice amigéavel
de e. Se um vértice amigdvel ndo estd associado a alguma aresta em M, entdo M ndo é
maximal. Conseqiientemente | M| > ny/(2d). O

A partir da contragdo das arestas em M, pode-se obter um novo grafo, e, a partir
deste, proceder recursivamente na constru¢do de uma decomposi¢do em arvore. A relagdo
entre as duas decomposi¢oes — a do grafo original e do obtido pela contragdo das ares-
tas no emparelhamento maximal — € estabelecida por uma fun¢do de correspondéncia.
Formalmente, sejam M/ um emparelhamento maximalem G = (V. E)e G’ = (V',E') o
grafo obtido pela contragdo das arestas de M em G. Define-se entdo fy; : V +— V' como
fr(v) = v se v ndo é uma extremidade de uma aresta em M, e seja fy(v) = far(w)
o vértice resultante da contrag¢do de (v, w) € M. A decomposi¢do em arvore de G pode
entdo ser obtida a partir de G':

Lema 4.7. Sejam M,G,G', fy como acima. Se (W, T) é uma decomposicdo em drvore
de G' com largura k, entdo (X,T), onde X; = {v € V : fy(v) € W;}, é uma
decomposicdo em drvore de G com largura no mdximo 2k + 1.

Lema 4.8. Sejam G e G' como definidos acima. A largura em drvore de G' é no mdximo
a largura em drvore de G.

Prova. Basta observar que G’ é um menor de G, e logo, pela Propriedade 4, LA(G’) <
LA(G). O

Os Lemas 4.7 e 4.8 sugerem entdo uma boa estratégia: encontrar, inicialmente, uma
decomposi¢do em arvore D a partir da contracio das arestas de um emparelhamento ma-
ximal e, em seguida, uma nova decomposicdo D’ a partir da funcdo f,;. Como a largura
de D’ ¢ limitada — no maximo 2 - LA(D) + 1 — basta encontrar um algoritmo para en-
contrar uma nova decomposicdo D" a partir de D', tendo esta largura no maximo LA(D).
Bodlaender e Kloks (1996) sugeriram tal algoritmo, encontrando o seguinte resultado:

Teorema 4.9. Paratodo k, 1, existe um algoritmo em tempo linear que, dados um grafo
G = (V,E) e uma decomposi¢do em drvore (X,T) de G com largura no mdximo |,
determina se a largura em drvore de G é no mdximo k, e, caso positivo, encontra uma
decomposicdo em drvore de G com largura no mdximo k.
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Segunda parte

Na segunda parte do algoritmo, um nimero pequeno de vértices é de baixo grau; neste
€aso, Novos conceitos sao necessdrios. Assim como na primeira parte um novo grafo é
obtido a partir do grafo original, também na segunda parte busca-se uma operacdo que
simplifique a busca de uma decomposi¢do em arvore limitada.

A 1déia da primeira parte € aproveitar o fato de que a maioria dos vértices sdo de
baixo grau e contrair arestas para obtencdo de um novo grafo com largura em &arvore
limitada, controlada. A segunda parte, no entanto, implementa uma abordagem de certa
forma contrdria: se uma pequena parte dos vértices for de baixo grau, pode-se usar esta
caracteristica para acrescentar arestas € manter a largura em 4rvore do grafo, enquanto a
busca de decomposicdes € facilitada. Considere entdo o seguinte conceito:

Definicao 27 (Grafo melhorado). Dado um grafo G = (V, E), o grafo G’ = (V, E’) é
dito melhorado de G, sendo obtido pela adi¢do de arestas (v, w) a E para todos os pares
v,w € V tais que v e w tem pelo menos k + 1 vizinhos em comum de baixo grau em G.

A relagdo entre G e seu grafo melhorado G’ € mostrada no seguinte lema:

Lema 4.10. Se a largura em drvore de G é no mdximo k, entdo a largura em drvore do
grafo melhorado de G é também no mdximo k. Além disso, qualquer decomposi¢cdo em
drvore de G com largura no mdximo k é também uma decomposi¢cdo em drvore do grafo
melhorado com largura no mdximo k, e vice-versa.

Prova. A prova é trivial, e segue diretamente da Propriedade 8. U

A partir do grafo melhorado de GG pode-se acrescentar uma nova defini¢do:

Defini¢ao 28 (Vértice I-simplicial). Um vértice de um grafo G € dito I-simplicial se é
simplicial no grafo melhorado de (7, de baixo grau e ndo amigavel em G.

Os lemas que se seguem mostram que, se G tem poucos vértices de alto grau e
poucos vértices amigaveis, entdo G tem muitos vértices I-simpliciais. Antes, no entanto,
um outro conceito se faz necessario:

Definicao 29 (Vértice til). Um vértice v de um grafo G é dito util com respeito a al-
guma decomposi¢do em drvore (X, 7T') se é de baixo grau, ndo amigdvel, e existe um né
1 € I tal que todos os viznhos de v pertencem a Xj;.

O proximo resultado compde a base do algoritmo da segunda parte. Os le-
mas restantes procuram apenas estabelecer uma abordagem algoritmica a partir da sua
interpretacao.

Lema 4.11. Seja (X, T) uma decomposi¢do em drvore suave de G = (V,E) com
largura em drvore k.

1. Para toda folha i de 'T', pode-se associar um vértice de baixo grau v € X; tal que
este seja amigdvel ou iitil com respeito a (X, T), e ndo existaum j € I, j # i, tal

quev € X;.
2. Para cada caminho (ig, i1, . .., 112 3613) em T com iy, ... ig2 310 NOs de grau 2
em T', pode-se associar pelo menos um vérticev € X; U---U X¢k2+3k+2 que seja
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amigdvel ou iitil com respeito a (X,T), e tal que v néo perten¢a a um conjunto X ;
com j € I um no ndo pertencente ao caminho.

Prova.

1. Seja j o vizinho da folha ¢ em 7. Seja v o tnico vértice em X; \ X, e logo v é
adjacente somente a vértices em X ;. Dois casos podem ocorrer: ou todos os vizinhos
de v séo de alto grau, onde neste caso v € ttil com respeito a (X', 7"); ou um vizinho
de v € de baixo grau, e neste caso v € amigavel.

= k% + 4k + 4 < d. Conseqiientemente, todos
os vértices em X;, U---UX X, U X, sdo de baixo grau. Supo-

j ‘ik%+3k+2.\( h i52+3k+§) o
nha que nenhum deles é amigdvel, isto €, eles sdo adjacentes somente a vértices
de alto grau em X;, U X, , . Suponha que X;, contém r vértices de alto
k“+3k+3
grau, wy, ..., w,. Claramente » < |X; | = k + 1. Cada um destes w; pertencem
a conjuntos sucessivos X;;, X, ,...,X;, . Suponha, sem perda de generalidade,
by <y, < -o0 < gy,.. Se algum vértice v de baixo grau pertence a exata-
mente um conjunto XZ']., 1 <5< k? + 3k + 2, entdo este deve ser ttil com
respeito a (X, T). Se algum vértice v de baixo grau pertence apenas aos conjun-

tos Xz'w]. IR aXz'ij (ou aos subconjuntos destes), entdo todos os vizinhos de v
pertencem a Xl-wjﬂ, e logo v € ttil com respeito a (X, 7). Todos os vértices em
X, U---u Xik2+3k+2 que ndo sejam de nenhum destes dois tipos devem pertencer a
pelo menos um dos conjuntos X;,, X; oy Xy, B2 anrs” Estes sao no total no
méximo (k + 1)(k + 3) = k% + 4k + 3 vértices. Logo, pelo menos um vértice em
Xy, U---UX; Xy UX; ) deve ser ttil com respeito a (X, 7).

2. Note que |X;, U---UX;, |

wq )t
k243k+2 \ (

k243k+3

O

Defini¢ao 30 (Colec¢do folha-caminho). Uma colecdo folha-caminho de uma arvore T'
¢ uma colecdo de folhas em 7', mais uma cole¢do de caminhos de comprimento k2 +3k-+3
em 7', onde todos os nés em um caminho que nio sejam extremidades do caminho t€ém
grau 2 em 7" e ndo pertencem a nenhum outro caminho na cole¢do. O tamanho da colecio
€ o namero total de folhas mais o nimero total de caminhos na cole¢ao.

Lema 4.12. Cada drvore com r nds contém uma colecdo folha-caminho de tamanho no
minimo r /(2k* + 6k + 8).

Prova. Sejam 7, o nimero de nés com grau no minimo 3, r; o nimero de folhas, e
ro 0 numero de nés com grau 2. Claramente, 7, < r¢. Todos os nés de grau 2 pertencem
a menos de ¢ + r, componentes conectadas da floresta obtida pela remogdo de todas
as folhas e todos os nds com grau 3 ou maior da arvore. Cada componente contém no
méximo k% + 3k + 3 nés que ndo sdo parte de uma cole¢do folha-caminho de tamanho
mdximo. Logo, existem menos que (r; +73,) (k* + 3k + 3) nés de grau 2 que ndo estejam
em algum caminho da colecdo. Conseqlientemente, existem no maximo

ro — (ro + 1) (K* + 3k + 3)
k% + 3k + 4
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caminhos numa cole¢cdo folha-caminho de tamanho méaximo. Segue que o tamanho
méximo de uma colec¢do folha-caminho € no minimo

re — (ry + 1) (k* + 3k + 3)
max(rf’ K243k 14 )=

Corolario 4.13. Se (X,T) é uma decomposi¢do em drvore suave de G = (V, E) com
largura k, entdo G contém pelo menos |V'|/(2k* + 6k + 8) — 1 vértices que sdo amigdveis
ou titeis com respeito a (X, T).

Prova. T contém |V| — k nés. Agora basta aplicar os dois tltimos lemas, 4.11 e 4.12.
O

Definicao 31 (Conjunto semi-importante e importante). Um conjunto ¥ C V de
vértices de alto grau € dito semi-importante com respeito a uma decomposi¢do em arvore
(X, T)de G = (V,E),seexisteum i € [ com Y C X;. Um conjunto Y € dito impor-
tante se ele é semi-importante maximal com respeito a (X', T"), ou seja, ndo estd contido
em nenhum conjunto semi-importante maior com respeito a (X', 7).

Lema 4.14. Seja (X, T) uma decomposi¢do em drvore de G = (V, E) com largura k. O
niimero de conjuntos importantes diferentes com respeito a (X, T') é no mdximo o niimero
de vértices de alto grau em G.

Prova. Seja L o conjunto de vértices de alto grauem G. ({X; N L:i € I},T) é uma
decomposi¢do em drvore de G[L]. Cada conjunto importante Y é um conjunto X; N L
que ndo estd contido em outro conjunto X; N L. A partir da contracdo repetitiva das
arestas (i,7') em T com X; N L O X,y N L, de modo que o novo né formado contenha
todos os vértices em X;, obtém-se uma nova decomposi¢@o. Tal decomposi¢do em arvore
resultante de G[L] contém os mesmos conjuntos maximais X; e terd no maximo |L| nés.
OJ

Definicao 32 (Funcédo Ul). Uma fungdo f que mapeia cada vértice ttil v (com respeito
a alguma decomposi¢io em arvore (X, 7)) a um conjunto importante Y (também com
respeito a (X, 7")) com Ng(v) C Y, é chamada fungdo UI para (X,T). Por defini¢do,
uma fung¢do UI sempre existe.

Lema 4.15. Seja f uma funcdo Ul para uma decomposicdo em drvore suave (X,T')
de G = (V,E) com largura k. Seja’Y um conjunto importante com respeito a (X,T).
Entdo no mdximo $k*(k + 1) vértices iiteis com respeito a (X, T) em f~'(Y') ndo séo
I-simpliciais.

Prova. Atribua, inicialmente, cada vértice ttil v que ndo seja I-simplicial a um par de
vizinhos de v que nio sejam adjacentes no grafo melhorado de GG. Pode-se ver que ndo se
pode atribuir mais de k vértices para cada par de vértices em G, porque, caso contrario,
estes teriam pelo menos % + 1 vizinhos de baixo grau em comum, o que acrescentaria uma
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aresta entre eles no grafo melhorado. Segue entdo que o nimero de vértices tteis e ndo
I-simpliciais v com f(v) =Y é no méximo 3|Y|(|Y|+ 1) < $k*(k + 1). O

Corolario 4.16. Se G = (V. E) tem largura em drvore no mdximo k, e contém ng
vértices amigdveis e n, vértices de alto grau, entdo existem pelo menos

v
2k2 + 6k + 8

vértices I-simpliciais em G.

1
1—nsp— 51{:2(/5 + 1)n,

Lema 4.17. Seja (X, T) uma decomposicdo em drvore de largura no mdximo k do grafo
G' obtido pela remogdo de todos os vértices I-simpliciais do grafo melhorado de G =
(V, E). Para todo vértice I-simplicial v, existe um i € I com Ng(v) C X;.

Prova. Basta ver que, por defini¢do, vértices I-simpliciais nao sdo adjacentes em G,
e que sua vizinhanga forma uma clique no grafo melhorado de GG. Logo, basta aplicar a
Propriedade 7 para concluir a prova. 0

Algoritmo principal

O algoritmo apresentado por Bodlaender (1996) € recursivo, tendo como entrada um grafo
G e uma constante k£ e como saida uma decomposi¢do em arvore de G com largura no
maximo k, se possivel.

A base da recursdo, ou seja o resultado para grafos com no maximo um nimero
constante de vértices, pode ser implementada a partir de qualquer outro algoritmo forca
bruta, por exemplo. Caso G seja suficientemente grande, o algoritmo principal pode ser
aplicado:

1. Verifique se | E| < k|V|—3k(k+1). Caso contrdrio, pelo Lema 3.17, G tem largura
em arvore maior que k: pare.

2. Conte 0 nimero de vértices amigéveis n; em G. Se existem pelo menos |V|/(4k* +
12k + 16) vértices amigdveis, entdo o algoritmo segue o primeiro caso:

(a) Encontre um emparelhamento maximal M em G.

(b) Obtenha o grafo G’ pela contracéo das arestas em M de G.

(c) Aplique o algoritmo recursivamente a G'.

(d) Se G’ tem largura em arvore maior que k, entao pare, ja que, pelo Lema 4.8, a
largura em drvore de G deve também ser maior que k.

(e) Suponha que a chamada recursiva tenha retornado uma decomposi¢do em
arvore D' = (W, T') de G’ com largura em &rvore k. Construa, com auxilio
do Lema 4.7, uma nova decomposi¢cdo D* = (X,T) de G com largura no
maximo 2k + 1.

(f) Use o algoritmo proposto no Teorema 4.9 para encontrar uma nova decomposicao
D avpartirde D*, kel = LA(D*) <2k + 1.
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3. Neste passo, existem menos de |V|/(4k? + 12k + 16) vértices amigdveis, e logo
deve-se seguir o segundo caso:

(a) Encontre o grafo melhorado de G, G*.

(b) Se existe um vértice I-simplicial de grau no minimo k£ + 1 entdo pare: G*
contém uma clique de tamanho k + 2, e logo, pelo Lema 4.10, a largura em
arvore de GG € também maior que k.

(c) Ponha todos os vértices I-simpliciais no conjunto S. Encontre o grafo G’
obtido pela remocao de todos os vértices I-simpliciais (em .5) de G.

(d) Se |S| < 2|V, entdo pare, ja que a largura em arvore de G é maior que k.
Pode-se chegar a esta conclusao a partir da defini¢do de ¢; e do Coroldrio 4.16,
onde, jd que existem menos de |V'|/(4k*+12k+ 16) vértices amigdveis, deve-
se ter pelo menos |V|/(4k*+12k+16) — 2 k2 (k+1)c1| V| vértices I-simpliciais
em G* — supondo que a largura em arvore de GG seja no maximo k.

(e) Como |S| > 2|V, aplique o algoritmo recursivamente a G'.

(f) Se alargura em arvore de G’ é maior que k, entdo pare, ja que, como G’ é um
subgrafo de G, LA(G) > LA(G") (Propriedade 2).

(g) Suponha que a chamada recursiva tenha retornado uma decomposi¢do em
arvore D' = (W,T’) de G’ com largura em arvore k. Encontre uma nova
decomposi¢do em arvore D = (X', 7") de G da seguinte forma:

i. Inicialmente, faca D uma cépia de D’, ou seja, acrescente a X’ todas as
partesem W, com T = T".

ii. Para cada vértice v em S, encontre i, € I tal que Ng(v) C X;, . Pelo
Lema 4.17, 7,, sempre existe.

iii. Para cada ¢,, adicione um novo né j, a 1" adjacente a 7,, € uma parte
X;, ={v} UNg(v)aX.

4. Retorne D, uma decomposicao em arvore de largura no maximo k.

Teorema 4.18. O algoritmo proposto por Bodlaender (1996) tem complexidade de
tempo linear.

Prova. O tempo de execucdo do algoritmo pode ser estimado da seguinte forma: como
um dos casos deve ser executado a partir da decisdo no passo 2, o algoritmo executa
recursivamente em um grafo G = (V, E) com (1 —1/(2d(4k? 4+ 12k +16))) - | V| vértices
— primeiro caso, descrito ao longo do passo 2 — ou em um grafo com (1 — ¢3) - |V/|
vértices. Logo, seja 0 < c3 < 1 uma constante:

1
= max ( 0T od (4% + 12k + 16))

Como todos os passos ndo recursivos executam em tempo linear, tem-se que, se o
algoritmo toma tempo 7'(n) em um grafo com n vértices no pior caso, entdo 7'(n) <
T(cs - n) + O(n), e logo, usando técnicas convencionais de andlise de complexidade,
conclui-se que 7'(n) = O(n). O
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4.5 DEA usando reducao

Enquanto que as abordagens apresentadas até agora baseiam-se em técnicas “tradicionais”
de algoritmos em grafos — pesquisa de caminhos, separadores, busca em vizinhanga e
adicdo de arestas, por exemplo — a técnica de redu¢do baseia-se fortemente em dlgebra
de grafos, como definida em (Arnborg et al. 1993), e em Légica Monadica de Segunda
Ordem, como em (Courcelle 1990). Uma revisao dos conceitos basicos na Secdo 2.8 é
recomendada para maior familiaridade com os novos conceitos a seguir introduzidos. A
primeira defini¢cdo merece um destaque por se tratar da base da técnica:

Definicao 33 (Regra de reducdo). Uma regra de redugdo r é um par ordenado (H,, Hs),
onde H; e H, sdo grafos [-terminais, [ > 0.

Um encaixe para uma regra de reducdo r = (Hy, Hs) em um grafo G' é um grafo [-
terminal G isomorfo a H; e tal que existe um outro grafo /-terminal G com G = G1 DG,
para algum [ > 0. Se GG contém um encaixe (G, para r, entdo uma aplicacdo de r em G
usando (G; é uma operagdo que mapeia GG a um grafo G’ tal que se G = G @ G3, com G4
isomorfo a Hy, entdo G’ = G5y ® ('3, com G5 isomorfo a H,. Diz-se também que G, foi
trocado por G5 em G, obtendo-se G'.

A aplicagdo de uma regra de reducdo pode ser simplesmente chamada de reducdo.
A aplicacdo de r em G usando GG; é também chamada de redugdo correspondente ao

. T ~ ~
encaixe (&1, sendo denotada por G o G'. De um modo geral, as redugdes em um grafo sao
1

executadas para algum encaixe, sem uma especificacio deste, e logo denota-se a redugao
de G por r obtendo-se G’ simplesmente por G — G’. Obviamente, grafos diferentes
podem ser obtidos a partir de GG por redugdo por r, dependendo dos encaixes escolhidos.

Se R é um conjunto {ry,...,rs} de regras de redugdo, entdo denota-se por G R Ga
reducdo de G por alguma regrar € R obtendo-se G, ou seja, G — G’ para algum r € R.
Dado um conjunto de regras de reducdo R, diz-se que G é redutivel para R se e somente
se existe um encaixe (G; para alguma regra » € R em G caso contrdrio, diz-se que G €
irredutivel para R.

A Figura 4.6 (a) ilustra a aplicagdo das regras de redugdo do conjunto R = {r,r’'}.
Normalmente representa-se graficamente cada regra de redugdo por seus grafos terminais
unidos por uma seta. Neste caso, se r = (H1, Hy), diz-se que H; é o lado esquerdo de r,
enquanto que Hs € o lado direito de r. Na Figura 4.6(b), G’ € obtido da redugio de G por
r,G = G, enquanto G é uma redugio de G’ por ’, e logo G = G’ ", G". Como ambas
as regras r ¢ r’ de R ndo podem mais ser aplicadas a G”, este é claramente irredutivel
para 'R.

De modo a se obter uma caracterizacdo de uma propriedade de grafos por reducao,
deve-se levar em consideragdo as seguintes definicdes para conjuntos de regras de
redugdo:

Definicao 34. Secja P uma propriedade de grafos e R um conjunto de regras de reduc@o.

e R & seguro para P se, sempre que G R @', entao P(G) & P(G").
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H,

b\
r O
\L r
r’ i o M “
—> \L !

R =A{rr'}
(a) (b)

Figura 4.6. Exemplo de aplicagio de regras de redugio.

o R é completo para P se o conjunto / de grafos irredutiveis para R para os quais P
vale € finito.

., - . n e e R R
e R € convergente se ndo existe uma seqiiéncia infinita G; — G — - - -

( R ~ [ o
e R é decrescente se, sempre que G — G, entdo GG’ contém menos vértices que G.

Definicao 35 (Sistema de redu¢io). Um sistema de reducdo para uma propriedade de
grafos P é um par (R, I), onde R é um conjunto finito de regras de reducéo seguro,
completo e convergente para P, e [ é o conjunto de grafos irredutiveis para R tal que
P(G) vale paratodo G € I,ouseja, [ = {G : P(G)AN—-3G" : G X G'}. Diz-se ainda
que um sistema de reducéo (R, I) para P é decrescente se R é decrescente.

O conceito de sistema de reducdo decrescente sugere prontamente um algoritmo
para caracterizacdo de uma propriedade de grafos. Considere (R, /) um tal sistema, P
uma propriedade e G um grafo a ser avaliado com relacdo a P: aplique as regras em R
em G até que seja obtido um grafo G’ irredutivel; verifique se G’ pertence a [ e entao
decida pela satisfagdo de P por G, ou seja, em caso afirmativo, G’ € [ e logo G satisfaz
P, caso contrario, P nao vale para G.

O primeiro problema desta abordagem estd na defini¢do do sistema de reducdo,
que, de modo geral, ndo é de facil obtencdo. Como exemplo, para uma caracterizagao
dos grafos que sdo k-drvore parciais, com 0 < k < 3 — e logo de largura em arvore
no méaximo k& — Arnborg et al. (1993) sugerem conjuntos (R, [) seguros, completos,
convergentes e decrescentes contendo as regras de reducao mostradas na Figura 4.7. Nos
quatro sistemas, os conjuntos de grafos irredutiveis sdo iguais e contém somente o grafo
vazio, Gyaio- Os conjuntos de regras de redug@o sdo os seguintes: Ry = {r}, Ry =
{7’1, 7"2}, RQ = {Tl, Ta,T3, 7"4} € R3 = {Tl, T9,T3,7T4,75, 76, 7"7}.
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° %’“1 Gvazio
T4 Te6
(Isolado) Q —_— I — 4
) Paralel
o—e —> O (Paralelo) (Companheiro)
(Folha)
r3 = ;7 A
I
(Série) (Triangulo) (Cubo)

Figura 4.7. Regras de reducdo para conjuntos seguros, completos, convergentes e decrescentes para
propriedade de ser uma k-arvore parcial, 0 < k < 3.

Como resultado mais importante, Arnborg et al. (1993) mostraram que, para cada
propriedade de grafos de indice finito e para cada k inteiro, existe um sistema de reducao
seguro, completo e convergente para os grafos com largura em arvore no maximo k. Em
(de Fluiter e Bodlaender 1995) é encontrada uma lista de problemas relacionados a pro-
priedades de indice finito em grafos com largura em arvore limitada. Em (Arnborg et al.
1991) € mostrado que o problema de determinar se a largura em arvore de um grafo € no
maximo k, para k constante, refere-se a uma propriedade MS-definivel, e logo de indice
finito.

Supondo entdo que um sistema de reducdo seja conhecido para uma dada proprie-
dade, o problema agora estd em encontrar um encaixe para as regras do sistema de reducdo
no grafo GG de entrada. Uma rotina forga bruta pode fazer uma verificagcdo para conjunto
de ¢ vértices em G, onde ¢ € o tamanho do maior grafo terminal nos lados esquerdos das
regras, tendo portanto complexidade em tempo O(n°), n = |V (G)|.

Usando o fato de que propriedades de grafos de indice finito incluem todas as pro-
priedades que podem ser expressas em LMSO, Arnborg et al. (1993) apresentam um
algoritmo em tempo linear, mas de espago polinomial O(n?) — p sendo o maior nimero
de terminais dentre todos os lados esquerdos das regras — para decidir se uma dada pro-
priedade P vale para um grafo G com largura em drvore limitada. O algoritmo de Arnborg
et al. ndo depende da estrutura das regras de reducdo do sistema, podendo ser aplicado
em qualquer conjunto de regras que seja finito, seguro, completo e decrescente (e logo,
convergente).

Uma maneira de tornar um algoritmo mais eficiente ¢ encontrar um conjunto de
regras que tenha uma estrutura especial, de modo que o algoritmo possa tomar vantagem
de tal estrutura sob a forma de ganho de desempenho e espaco em memoria ao determinar
se alguma regra de reducdo do sistema deve ser aplicada, e qual. Em (Bodlaender e Ha-
gerup 1995) € apresentado um algoritmo paralelo baseado nesta idéia, usando um método
chamado busca limitada em listas de adjacéncia. de Fluiter e Bodlaender (1995) adap-
tam uma versao seqiiencial deste algoritmo, estendendo os resultados em Arnborg et al.
(1993) de duas formas: encontrando um algoritmo construtivo para resolver o problema
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de decisdo associado a propriedade, e um método para resolugdo de certos problemas de
otimizacao em grafos com largura em arvore limitada. Além disso, € mostrado que uma
combinacao destes resultados € ainda possivel, resultando portanto numa versao constru-
tiva de um algoritmo para resolugdo de certos problemas de otimizacdo para grafos com
largura em darvore limitada.

A discussdo destes dltimos algoritmos envolve conceitos mais técnicos, tanto de
LMSO quanto de dlgebra de grafos, e ndo serd realizada aqui, dadas as limitacdes de
escopo e nivel pretendido do texto. No entanto, a versdo inicial de decisdo de uma propri-
edade serd abordada, sendo apresentado o algoritmo de reduc¢ao encontrado em (de Fluiter
1997). Mais conceitos sao necessarios:

Definicao 36 (Grafo terminal d-descobrivel). Sejam d um inteiro positivo, G um grafo
dado, representado por listas de adjacéncia, e G; um grafo [-terminal. Diz-se entdo que
G4 é d-descobrivel em G se

1. G, € aberto e conexo, e 0 maximo grau de qualquer vértice de GG; € no maximo d,
ou seja, A(G) < d;

2. existe um grafo [-terminal G5 tal que G = G; @ Go;

3. G contém um vértice interno v tal que, para todos os vértices w € V(G), existe
uma trilha W em G; com W = (uq, ..., us), comu; = v e us = w, e, para cada i,
1 <7 < s, na lista de adjacéncia de u; em G, as arestas (u;_1,u;) € (u;, u;11) tém
distancia no maximo d.

Um candidato a encaixe d-descobrivel possui estrutura especial que lhe garante uma
vantagem algoritmica:

Lema 4.19 (de Fluiter [1997]). Se um grafo terminal G é d-descobrivel em um grafo G
para algum d > 1, entdo, para qualquer vértice interno de G1, todos os vértices e arestas
de G| podem ser encontrados a partir de v em complexidade de tempo que depende
apenas de d e do tamanho de G+, mas ndo do tamanho do grafo G.

Prova. Sejam GG um grafo, d um inteiro positivo, G; um grafo terminal d-descobrivel
em G, e v um vértice interno qualquer de GG;. Para provar o lema, basta mostrar que, para
qualquer outro vértice w de (G, pode-se encontrar uma trilha W satisfazendo a condi¢do
3 da Defini¢cdo 36 para (G; e GG e tal que o tamanho de W dependa apenas de d e G1, e
logo qualquer vértice de G; pode ser encontrado em tempo também dependente apenas
de de G.

Se W ¢é uma trilha como acima, é sempre possivel encontrar uma trilha W' de-
rivada de W, e logo também entre v e w em (1, tal que qualquer aresta e = (x,y)
aparece no maximo duas vezes em W’. Suponha entdo que exista uma aresta e = (z,y)
que aparece no minimo trés vezes em IV; logo, como e aparece pelo menos duas ve-
zes em W no mesmo sentido, W contém uma sub-trilha W” da forma (z,vy,...,z,y)
(ou (y,x,...,y,x)) e W' pode ser obtida pela remocdo da sub-trilha (y,...,z) (ou
(z,...,y))em W" de W.Nao € dificil perceber que W' = (u}, ..., u)) € tal que u} = v,

u), = we, paracada i, 1 < i < p, as arestas (u;_,,u;) e (uj,u;,,) tém distancia no

p
maximo d na lista de adjacéncia de G, e logo, W' também satisfaz a condicao 3.
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Desta forma, sempre pode-se obter uma trilha I/ entre um vértice interno v € w em
(G, tal que qualquer aresta em W apareca no maximo duas vezes. O resultado do lema —
W poder ser encontrada em tempo dependente apenas de d e G; — segue agora do fato
de que (G € aberto, e logo todo terminal é adjacente a um vértice interno. U

Considere agora a seguinte defini¢ao:

Definicao 37 (Sistema de redugdo especial). Sejam P uma propriedade de grafos e
(R, I) um sistema de reducdo decrescente para P. Seja n,.x 0 nimero maximo de vértices
em qualquer lado esquerdo das regras em R. (R, I) é um sistema de redug¢do especial para
P se existem inteiros positivos 7y, € d, Nmin < Nmax < d, tais que as seguintes condi¢des
valem:

1. Para toda regra de reducdo (Hq, Hs) € R:

(a) se H; tem pelo menos um terminal, entdo H; é conexo e H; e Hs sdo abertos;
(b) se H; é um grafo zero-terminal, entdo |V (H2)| < Nin.

2. Para todos os grafos G tais que P((G) vale, e todas as representagdes de G em lista
de adjacéncias:

(a) cada componente de G com pelo menos n.;, vértices tem um encaixe
d-descobrivel;

(b) se todas as componentes de GG t€m menos que N, entdo ou G € [ ou G
contém um encaixe que é um grafo zero-terminal.

As condicoes 1(a) e 2(a) garantem que cada componente H de um grafo GG, com
|[V(H)| > nmin € P(G) valendo, contém pelo menos um encaixe d-descobrivel para
uma regra de reducdo, e este pode ser aplicado sem remocdo de aresta multiplas, ja que
ambos os lados da regra sdo abertos. As condi¢des 1(b) e 2(b), por sua vez, sao somente
necessarias para propriedades de grafos que nio consideram o grafo de entrada como
conexo, € garantem que, se nenhuma outra regra de reducdo é aplicdvel, entdo encaixes
para regras com lado esquerdo contendo um grafo zero-terminal e desconexo podem ser
encontrados eficientemente.

Com base na definicdo de sistema de reducdo especial, pode-se projetar um algo-
ritmo em tempo e espago lineares. O algoritmo consiste de duas fases, ilustradas nas
Figuras 4.8 e 4.9, respectivamente, cada uma tomando vantagem de cada condicdo do
sistema de reducao especial.

Na primeira fase, o algoritmo encontra encaixes d-descobriveis (linha 6) e executa
as redugoes correspondentes (linhas 8 a 8) até que o grafo de entrada G torne-se irredutivel
com relagdo a encaixes d-descobriveis, ou seja, com relacio a regras de redu¢ao com lados
esquerdos possuindo terminais. A irredutibilidade de GG € verificada com base no conjunto
S de vértices de grau no maximo d, sendo este atualizado a partir das listas de adjacéncia
de G, no lago da linha 18. Vale notar que a fun¢do d-DESCOBRIVEL, que tem como
objetivo encontrar um encaixe d-descobrivel (G; dentre as regras de R tal que v € interno
em (1, retorna r e tem complexidade de tempo estabelecida pelo Lema 4.19.

Na linha 23, GG pode ser testado para pertinéncia em I, e o algoritmo retorna ver-
dadeiro em caso positivo. Caso contrdrio, o algoritmo segue para a segunda fase, na
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> Algoritmo REDUCAO(G, R, ) — Fase 1

> Entrada: Um grafo G = (V, E) e um sistema de redugéo especial (R, I)
para uma propriedade de grafos P e com pardmetros nmin € d.

o> Saida: Avaliagdo de P em G, P(G).

1. inicio

2. o — mac{[V(HL)| < 7 = (Hy, o)}

3. S—{veV :dw) <d}

4. enquanto S # () faca

5. selecione v : v € S

6. r < d-DESCOBRIVEL(v, G, R)

7. ser # () entdo // BAplique r
8. selecione G1 : G1 C G,v € G1,G1 = H1,r = (Hy, H2)

9. selecione G2 : G2 ~ Ha, v = (H1, H>)

10. // Remocdo de vértices internos e arestas de Gi
11. V—V\{ueV(Gi) : uelnt(Gi)}

12. E — E\ E(G1)

13. S — S\ {ueV(Gi) : uent(G1)}

14. // Adicdo de vértices internos e arestas de G2
15. V—VU{ueV(G2) : uelnt(Gsa)}

16. E — EUE(G:)

17. S—SU{ueV(Gy) :du)<d

18. para cada t €Term(G?) faca

19. L — LISTAADI(t)

20. para cada (¢, w) € L : L mudou dentro da distncia d faca

21. se d(w) < dentdo S — S U {w}

22. S — S\ {v}

23 se G € I entio retorna verdadeiro

Figura 4.8. Algoritmo para decisdo de uma propriedade de grafos P dado um sistema de redugio especial
para P, Fase 1.

Figura 4.9. O primeiro passo € verificar a condi¢cdo 2(a) da Definicdo 37 para G, na li-
nha 25. Se a condicdo é satisfeita, entdo novas regras de redugdo sdo aplicadas a G. Ao
final da segunda fase, G € realmente irredutivel, ja que todas as regras em R foram veri-
ficadas nas duas fases, e, como R € completo para GG, pode-se decidir pela satisfagao de
P para G na linha 48.

Vale notar que o conjunto de regras de reducdo aplicaveis a GG na segunda fase sao
tais que todos os lados esquerdos destas sdo grafos zero-terminais (linha 26), ja que as
outras regras ja foram testadas na Fase 1. Para tanto, s@o construidas trés estruturas de
dados especiais, L, (linhas 29 a 31), 7, (linha 33) e /,. (linha 34).

A lista L, corresponde ao conjunto de grafos isomorfos as componentes do lado
esquerdo de r, sem repeticdes. Posto de outra forma, L, corresponde ao sistema de
representantes distintos para as classes de equivaléncia definidas por isomorfismo nas
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> Algoritmo REDUCAO(G, R, I) — Fase 2

> Entrada: Um grafo G = (V, E) e um sistema de reducéo especial (R, I)
para uma propriedade de grafos P e com pardmetros nmin € d.

o> Saida: Avaliagdo de P em G, P(G).

24. S’ «+ COMPONENTES(G)

25. se3C € S’ : |[V(C)| > nmin entdo retorna falso

26. R « {r = (H1,Hz) € R :Term(H1) = 0}

27. para cada r = (H1, H2) € R° faca

28. C «— COMPONENTES(H})

29. Ly <0

30. para cada C € C faca

31. se AC' € L, : C = C' entdo L, «— L, U{C}

32. paracada H € L, faca

33. ir(H)— |{CeC:C=~H}

34. I(H) « 0

35. enquanto S’ # () faca

36. selecione C': C € S’

37. para cada ~ € R° faca

38. se3JH € L, : H=~Centio I.(H) — I.(H) U{C}
39. se 3r = (H1, Ho) € R°:VYH' € L, : |I,(H")| > i.(H’) entdo // Bplique r
40. para cada H' € L, faca

41. selecione L(H') : L(H') C I.(H"), |L(H")| = i»(H")
42. G — G\~ L(H")

43, para cada 7’ € R faca

44, Lo(H') — Lo (H') \w L(H)

45. G — GUH;

46. S’ « S'U COMPONENTES(H>)

47. S — S\ {C}

48. se G € I entdo retorna verdadeiro seniio retorna falso

49. fim

Figura 4.9. Algoritmo para decisdo de uma propriedade de grafos P dado um sistema de redugdo especial
para P, Fase 2.

componentes do lado esquerdo de r. Ainda considerando isomorfismo como uma relagao
de equivaléncia, pode-se definir uma extensao ao operador de diferenca entre conjuntos
para grafos, \~: denota-se por G \~ H, G e H grafos desconexos, a retirada de G, para
cada componente C' de H, de uma componente C’ isomorfa a C'. O operador \ », € utili-
zado nas linhas 42 e 44. Vale notar que ambos os operandos podem conter componentes
isomorfas, e que a operacdo pode ser aplicada também para conjuntos ou listas de grafos.

As listas i, e I, s3o relacionadas a cada elemento H em L,: i,.(H) armazena o
nimero de componentes isomorfas a H no lado esquerdo de r, enquanto que /,(H) tem
como objetivo guardar as componentes de G que sdo isomorfas a H, sendo inicialmente
vazia.
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A complexidade de REDUCAO, assim como a corretude, é definida pelo seguinte
teorema, cuja prova encontra-se em (de Fluiter 1997):

Teorema 4.20 (de Fluiter [1997]). Dados uma propriedade de grafos P e um sistema
de redugdo especial (R, I) para P, o algoritmo REDUCAO reconhece corretamente gra-
fos para os quais P vale e usa complexidade de tempo e espagco O(|V(G)|), onde G é
qualquer grafo dado como entrada.

4.6 Algoritmos para problemas em grafos com largura
em arvore limitada

Pode-se demonstrar que uma decomposi¢do em arvore de um grafo G = (V, E') pode ser
facilmente convertida — ou seja, em tempo linear — em uma decomposi¢do em arvore
agraddvel D = (X = {X,}icr, T = (I, F)) onde a arvore T € enraizada e bindria e os
no6s de 7' sdo de quatro tipos:

folha: nds 7 do tipo folha séo folhas em 7' e tais que | X;| = 1.

introducfo: nds i de introducdo tém um filho j e satisfazem X; = X; U {v}, para algum
vérticev € V.

saida: n6s ¢ de saida tém um filho j e satisfazem X; = X; \ {v}, para algum vértice
veV.

Juncao: nos de jungdo ¢ t€m dois filhos j; € j; e tais que X; = X; = X,.

Como Bodlaender (1997) observa, a consideragdo de decomposicOes em arvore
agradavéis geralmente ndo implica em novas possibilidades algoritmicas quando com-
parado com decomposi¢des normais; no entanto, facilita enormemente o projeto de
algoritmos, por se tratar de uma arvore bindria. Além disso, pode-se esperar a obtencao
de melhores fatores constantes escondidos nas complexidades dos algoritmos.

Em (Bodlaender 1997) é apresentada uma técnica para tratamento de problemas
em grafos com largura em arvore limitada, baseada em tabelas de caracterizacoes de
solugdes parciais. Dada uma decomposi¢do em drvore enraizada D = (X, T) de um
grafo G, para cada né ¢ de 7' calcula-se uma caracteriza¢do, numa ordem de baixo para
cima, ou seja, iniciando nas folhas e percorrendo os pais até atingir a raiz de 7'. Esta
estratégia foi inicialmente apresentada em (Arnborg e Proskurowski 1989), e consiste de
uma abordagem semelhante a programacao dinamica.

De um modo geral, um algoritmo baseado nesta técnica possui a seguinte estrutura,
onde k£ é uma constante e limitante superior da largura em arvore do grafo de entrada
G=(V,E):

1. Encontre uma decomposicio em arvore D de G de largura no maximo k.

2. Transforme D numa decomposi¢do em arvore agradavel D' = (X = { X, }ier, T =
(I, F')) de largura no maximo & e onde r é araiz de 7.
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3. Calcule para cadané ¢ € [ uma certa tabela. Para a obten¢ao de cada tabela deve-se

usar somente as tabelas ja calculadas para os filhos de ¢, o tipo de n6 de + — folha,
introdugdo, saida e jungdo — e a informacgdo sobre G restrita a X;.

4. A solucdo do problema encontra-se na tabela de r, a raiz de 7'.

Como Bodlaender (1997) observa, esta estratégia pode ainda ser usada para versoes

construtivas do problema, onde uma solugdo € construida na medida em que a arvore é
percorrida de baixo para cima, juntamente com as tabelas, ou uma outra fase € necessdria
para construir a solugdo a partir das tabelas ja prontas.

Para construgdo das tabelas, suponha que se queira resolver um certo problema P,

onde se pode assumir que P € uma propriedade de grafos. O projeto do algoritmo segue
0s seguintes passos:

1.

Defina a no¢do de solucdo. Para alguns problemas esta pode ser bem clara, como
no caso de MAX CONJUNTO INDEPENDENTE: um conjunto S de vértices nao ad-
jacentes entre si em um grafo G tal que S tem cardinalidade mdxima dentre todos
os outros conjuntos independentes em G.

. Defina a nocao de solugdo parcial. A idéia de solucao parcial € intimamente relaci-

onada a de grafo terminal, ou seja, assim como uma solucao parcial deve contribuir
para a formagao de uma solucao (geral), a operagdo de unido entre grafos terminais
deve construir o grafo de entrada GG. Desta forma, uma solucdo parcial corresponde
a uma solug¢@o particular do problema quando restrita a um subgrafo terminal de G.
Como exemplo, uma solucdo parcial para MAX CONJUNTO INDEPENDENTE seria
um conjunto independente maximo em H, um subgrafo terminal de G.

. Defina a noc¢do de extensdo de uma solucdo parcial. A extensao deve descrever um

modo de como obter uma solucdo a partir de solugdes parciais. Para MAX CON-
JUNTO INDEPENDENTE, um conjunto S é uma solug¢@o para G e uma extensao
de um conjunto S’ para um subgrafo terminal H de G se e somente se S’ € uma
restricdo de S em H.

. Defina a nocao de caracteristica de uma solucdo parcial. Como Bodlaender des-

creve, equivale ao que se deve saber sobre uma solugdo parcial de modo a julgar a
sua capacidade de extender para uma solugao.

. Um conjunto completo de caracteristicas para um grafo terminal // é o conjunto de

todas as caracteristicas das solucdes parciais em H. O conjunto completo de carac-
teristicas de um grafo GG; para um né ¢ de uma decomposicio em arvore agradavel
¢ também chamado conjunto completo para i.

Mostre agora, para cada um dos quatro tipos de nds para ¢, 0 conjunto completo para
1 pode ser calculado eficientemente (em tempo polinomial ou constante), dados os
conjuntos completos para todos os filhos de 7 e assumindo que existem no maximo
k + 1 terminais em cada um dos grafos terminais envolvidos.

. Mostre que o problema pode ser decidido eficientemente dado um conjunto

completo para a raiz r da decomposi¢ao em arvore agraddvel.
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4. Algoritmos de Decomposicdo em Arvore

Bodlaender (1997) fornece ainda defini¢des mais formais, denotando por solp,
solpp, exp as relacOes para os conceitos de solugdo, solugdo parcial, e extensdo, res-
pectivamente e por carp uma funcio correspondente ao conceito de caracteristica. Desta
forma, solp € uma relacdo que tem como argumentos um grafo G e uma solu¢do s —
que pode ser representada como um vetor ou uma cadeia de caracteres, por exemplo —
de modo que, para todo grafo GG, P(G) equivale a 3s : solp(G, s). De modo andlogo,
solpp admite dois argumentos, um grafo terminal / e uma solugdo parcial s’. A extensdo
exp vincula os dois conceitos anteriores, sendo uma relagcdo com os quatro argumentos de
solp e solpp: G um grafo, s uma solugdo, H um grafo terminal e s’ uma solugdo parcial.
Uma extensao deve satisfazer:

VG, s, H,s" . exp(G,s,H,s") = JH' : G=H® H' N solp(G,s) A solpp(H, s")

e também

VG, s, H,s" . (solp(G,s)N(G=H®H')) = 3s' : solpp(H,s') N exp(G,s,H,s)

expressando que toda solu¢do admite uma solugdo parcial em qualquer subgrafo terminal.

A funcdo carp tem como argumentos [, um subgrafo terminal, e s uma solucio
parcial, definidos quando solp,(H, s) é verdadeiro. A caracteristica carp deve satisfazer,
para todos os grafos terminais H, H' e H”, e todas as solucdes parciais s e s:

carp(H,s) = carp(H',s') =
(38" : exp(H® H",s" H,s)) < (3s" : exp(H' & H",s", H', "))

O conjunto completo de caracteristicas de um grafo terminal H € definido como
compp(H) = {carp(H,s) : solpp(H,s)}.

Como exemplo de aplicacdo mais notdria, o algoritmo apresentado em (Bodlaender
e Kloks 1996) é baseado nesta estrutura, com especificacao de solucdo, solugdo parcial,
extensdo, caracteristica e conjunto completo de caracteristicas para, inicialmente, o pro-
blema de k-LARGURAEMCAMINHO, sendo os conceitos estendidos para o problema
de k-LARGURAEMARVORE. Os conjuntos completos de caracteristicas foram definidos
para nds de uma decomposi¢ao em arvore agraddvel de um grafo de entrada G. Em (Bo-
dlaender 1997) € apresentado um exemplo de aplicacdo para o problema de 3-parti¢do do
conjunto de vértices de um grafo G.

Assim como na técnica de reducdo a dificuldade maior € a obtencdo das regras
de reducdo e de um sistema de reducdo especial, aqui também a dificuldade estd na
especificacdo de conceitos adequados para a aplicacdo da técnica.
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Capitulo 5

Conclusoes e Recomendacoes

A proposta deste texto € realizar uma pesquisa do estado da arte em decomposi¢des em
arvore, e em algoritmos para sua obten¢do. Além disso, o texto propde-se a abordar tais
aspectos em tom introdutério, de modo a facilitar a sua familiarizagdo pelo leitor. De fato,
pretende-se que o texto sirva como fonte de referéncia altamente recomendada, atuando
como ponto de partida para varios pesquisadores. A partir do que foi discutido princi-
palmente nos Capitulos 3 e 4, pode-se julgar que tais objetivos foram satisfatoriamente
alcancados.

Embora todo o texto tenha favorecido uma abordagem simples e eficiente — de
tal forma que o leitor possa assimilar mais rapidamente os conceitos e resultados — no
Capitulo 3, em particular, procurou-se contribuir com provas mais refinadas, facilitadas,
sendo portanto de grande valia para iniciantes pelo seu carater didatico. Optou-se por uma
abordagem gradativa, partindo de casos especificos e culminando com resultados mais
profundos, no sentido em que permitem ao pesquisador perceber, em ambito mais geral,
as caracteristicas estruturais de grafos com largura em arvore limitada. Além de contribuir
com essa visao mais abrangente, as ultimas se¢oes do Capitulo 3 retratam o estado da arte
em termos de resultados tedricos para decomposi¢ao em arvore, nao deixando de realgcar
0s principais teoremas, suas relacdes e conseqiiéncias.

No Capitulo 4 foram considerados os aspectos mais praticos, sendo apresentados
algoritmos eficientes para obtencido de decomposi¢des em arvore. Seguindo uma aborda-
gem semelhante a do Capitulo 3, os algoritmos sdo discutidos gradativamente, partindo
de casos particulares e prosseguindo para técnicas mais refinadas. Os algoritmos mais
importantes atualmente — retratando também o estado da arte em termos de técnicas e re-
sultados — foram divididos em dois paradigmas: o construtivo e o redutivo. No primeiro,
técnicas tradicionais de algoritmos em grafos sdo empregadas com base em recursao, en-
quanto que no segundo € usada uma técnica de reducao, baseada em logica de segunda
ordem e dlgebra de grafos. Embora os algoritmos tenham sido assim divididos de modo a
favorecer uma abordagem didética, eles nao sdo de forma alguma independentes; de fato,
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5. Conclusoes e Recomendacoes

¢ até possivel estabelecer uma relagao de eqiiivaléncia entre eles. Vale observar que tais
algoritmos foram desenvolvidos com base em resultados obtidos para uma vasta gama de
aplicagdes, sendo generalizados com base, principalmente, nestes dois paradigmas.

A maioria dos algoritmos conta com uma versdo formalizada, apresentada numa
pseudo-linguagem de programacdo. A idéia de tal representacdo visa facilitar uma
visdo algoritmica voltada para implementacdo. Assim como a visdo algoritmica de
decomposicdo em drvore veio enriquecer ainda mais a percep¢do dos conceitos e resul-
tados tedricos — principalmente nos casos em que provas algoritmicas sdo fornecidas
— um esfor¢o de implementac¢ao dos algoritmos aqui discutidos tem grande efeito es-
clarecedor e didatico. De fato, um produto secundario deste trabalho de pesquisa foi o
desenvolvimento de um ambiente interativo para e com implementacio dos principais al-
goritmos encontrados no texto, ou seja, além da implementacdo de rotinas e algoritmos,
foram disponibilizadas ferramentas para constru¢ao de decomposi¢des em arvore.

Uma das principais recomendacdes para trabalhos futuros contempla, entdo, o
prosseguimento do trabalho de implementa¢do de modo a acrescentar mais ferramen-
tas, rotinas e algoritmos. Desta forma, este texto pretende ser também uma referéncia
inicial para pesquisa de novos algoritmos. Outras recomendacdes podem sugerir ainda
o desenvolvimento de novas referéncias para decomposi¢cdo em &arvore em lingua
portuguesa.
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