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Introducao

A importancia da otimizacao combinatdria pode ser constatada em diversos dominios das
ciéncias, engenharias e até mesmo da vida cotidiana. Por isto, diversas sao as aplicacoes
envolvendo a produtividade industrial ou comercial, tais como roteamento de veiculos,
atribuicao de tripulacao em voos comerciais, projetos VLSI, controle de estoque, sistemas
de comunicacao, de producao, planejamento de distribuicao, seqiienciamento, entre muitos

outros [1].

O problema de fluxo maximo é de facil definicao: em uma rede ponderada, deseja-se
enviar tanto fluxo quanto possivel entre dois vértices especiais da rede (de uma fonte s para
um sumidouro t), sem exceder a capacidade de nenhum arco. Ele pode ser classificado como
um problema de otimizacao que surge em varios cenarios da vida cotidiana. Deseja-se, por
exemplo, enviar energia elétrica de um ponto a outro da melhor maneira possivel em termos

de custo e quantidade de energia enviada.

A Tabela 1.1 mostra algumas associac¢oes tipicas do problema de fluxo maximo com

problemas da vida real. Muitas outras aplicagdes sdo descritas em [1].

Como o problema de encontrar o fluxo maximo surge em diversos campos de pesquisa,
incluindo aplicacoes matemadticas, ciéncia da computacdo, engenharia, gerenciamento e

pesquisa operacional, algoritmos eficientes tém sido estudados extensivamente nos tltimos



Tabela 1.1. Ingredientes de Algumas Redes de Fluxo Fisicas

Aplicacgbes Nés Arcos Fluxo
Sistemas de Telefones, Cabos, Mensagens de voz,
Comunicagao Computadores, Fibra ()tica, Dados,
Satélites Links Transmissdo de videos
Sistemas Estacoes, Tubulacoes Agua, gés, bleo
Hidraulicos Reservatorios, Fluidos hidraulicos
Lagos
Circuitos Integrados Portas, registradores Conexoes Corrente elétrica
de Computador Processadores
Sistemas Mecanicos Articulagoes Hastes, vigas, molas Calor, energia
Sistemas de Estacoes de trem, Rodovias, Passageiros,
Transporte Aeroportos Linhas Aéreas Veiculos,
Cargas

50 anos.

A Tabela 1.2 ([2, 3]) resume os algoritmos polinomiais conhecidos para o problema.

Esses algoritmos sdao basicamente de dois tipos:

1. Algoritmos de decomposi¢ao de fluxo em caminhos e

2. Algoritmos de manipulagao de pré-fluxo.

As complexidades de pior caso dos algoritmos sao colocadas em termos do nimero n
de vértices, do nimero m de arcos e, em alguns casos, em termos do limite superior U da

capacidade dos arcos.

Antes destes, duas tentativas de resolucao do problema ja haviam aparecido. A primeira
foi 0 método simplex para redes, de Dantzig, resolvendo o problema de fluxo maximo mode-
lado como um caso especial do problema de transporte ([4]). A complexidade deste método
é O(n?*mU) e por este motivo ele nio é citado na tabela, pois este valor nao é polinomial.
O segundo, descoberto por Ford e Fulkerson, apesar de ter melhorado a complexidade do
primeiro, também nao é citado na tabela por ainda se tratar de um algoritmo nao polinomi-
al em seu pior caso (O(nmU)). Alguns autores preferem chamar este algoritmo de método
(assim como o primeiro, de Dantzig), uma vez que ele engloba vérias implementagées de

diferentes tempos de execugdo. Este algoritmo trabalha achando caminhos da fonte para



Tabela 1.2. Algoritmos de tempo polinomial para o problema de fluxo méaximo

Algoritmo Ano  Autor Tempo de Execucao
1 1969 Edmonds e Karp O(nm?)
2 1970 Dinic O(n*m)
3 1974 Karzanov O(n?)
4 1977 Cherkasky O(n*m!/?)
5 1978 Malhotra, Pramodh Kumar e Maheshwari O(n?)
6 1978  Galil O(n®/3m?/3)
7 1978 Galil e Naamad; Shiloach O(nm(logn)?)
8 1980 Sleator e Tarjan O(nmlogn)
9 1982  Shiloach e Vishkin O(n?)
10 1983 Gabow O(nmlogU)
11 1984 Tarjan O(n?)
12 1985 Goldberg O(n?)
13 1986 Goldberg e Tarjan O(nmlog(n?/m))
14 1986 Ahuja e Orlin O(nm + n?logU)
15 1990 Cheriyan O(n?/logn)
16 1997 Hochbaum O(mnlogn)
17 1998 Goldberg e Rao O(min(n?,m2)mlog(n?/m)logU)

o sumidouro (qualquer deles, um por vez), no qual é possivel enviar fluxo ([4, 5]). Apesar

da sua complexidade, este influenciou muitos algoritmos posteriores.

Assim, Edmonds e Karp observaram que enviar fluxo sobre caminhos minimos geram
um algoritmo polinomial (algoritmo (1)). Para aumentar a eficiéncia, Dinic propés um
método de achar todos os caminhos minimos, capazes de enviar fluxo, em uma tunica fase,
utilizando uma rede em camadas. Os algoritmos (2)-(11) usam este método. Uma outra
classe de algoritmos sao os que utilizam o conceito de pré-fluxo. Estes sao, na pratica, os
mais rapidos para o problema. Assim como os algoritmos que utilizam a idéia de decom-
posicao em caminhos derivam do algoritmo de Ford e Fulkerson, o primeiro a utilizar a
idéia de pré-fluxo foi o algoritmo (3) da tabela. Mais tarde, modificagbes de um algoritmo
genérico, também conhecido como algoritmo preflow-push ou, ainda, algoritmo push-relabel,
proposto por Goldberg e Tarjan, ganharam o status de algoritmos mais rapidos na pratica.
Estes algoritmos possuem uma idéia simples e intuitiva e possuem implementacoes natu-
rais tanto em modelos de computacoes seqiienciais como em computagoes paralelas. Os

algoritmos (12)-(14) utilizam tal método.

Neste texto, serao tratados os algoritmos que resolvem o problema de fluxo maximo,



iniciando pelo algoritmo de Ford e Fulkerson. O objetivo é mostrar a intencao de cada
autor: o que foi feito para melhorar o algoritmo anterior - quais os pontos fracos que foram
eliminados e quais apareceram, que operacoes do algoritmo sdo determinantes no cdlculo

da complexidade e quais deles sdao realmente eficientes na pratica.

Este texto tem uma abordagem bastante parecida com a encontrada em [1], no sentido
de mostrar o estado da arte dos algoritmos existentes para o problema, comparando-os
de forma tedrica e pratica com seus antecessores. Para a comparacao tedrica é utilizada
as complexidades de pior caso. Para as comparagoes praticas, varios artigos, que tratam
de estudos empiricos de alguns destes algoritmos, forao estudados e reunidos neste texto,
tentando dar ao leitor uma visao global e o mais conclusiva possivel. Ao final, serd possivel
observar que, muitas vezes, as complexidades de pior caso encontradas na andalise tedrica

nem sempre refletem estes resultados em suas implementacoes.

Dois novos algoritmos que nao constam em [1] sdo tratados - um dentro de decomposicao
de fluxo em caminhos, considerado o mais rapido na teoria (algoritmo (17) da tabela, [3])
e o outro, dentro da abordagem de manipulagdo de pré-fluxos, considerado, em [6], o de
melhor eficiéncia em termos experimentais (na pratica) (algoritmo (16)). O texto tenta dar
uma visao mais intuitiva e didatica do funcionamento dos algoritmos, deixando os detalhes

técnicos para os textos originais de seus autores.

A divisao dos algoritmos em apenas duas abordagens — algoritmos de decomposi¢ao de
fluro em caminhos e algoritmos de manipulacdo de pré-fluxos — é uma visdo um pouco
diferente da encontrada na maioria dos textos sobre o assunto. Deseja-se portanto, pro-
duzir um documento atualizado, reunindo o maior nimero de algoritmos para resolver o
problema de fluxo méximo, apresentando-os e comparando-os de forma clara. Os algo-
ritmos aqui mostrados estao longe de representar o niimero real de algoritmos existentes,
contudo, foram escolhidos os que de alguma forma incluiram uma nova idéia ou que real-
mente melhoraram seus antecessores. Outras referéncias sobre fluxo maximo podem ser
encontradas em livros que tratam extensivamente do assunto ([1, 7, 8]) e em capitulos de

livros mais gerais ([4, 5, 9]).



Este texto se divide portanto em 6 capitulos a partir deste. O proximo trata de defi-
ni¢des e algoritmos introdutoérios béasicas,referentes a grafos e andlise de complexidade,
necessarias para que o leitor entenda melhor os capitulos seguintes. No Capitulo 3, tem-se
os conceitos e aspectos algoritmicos referentes ao problema de fluxo maximo, mais especi-
ficamente. Neste capitulo sao tambem introduzidas as duas abordagens de solugao para
classificagao dos algoritmos. Os Capitulos 4 e 5 trazem os algoritmos que se encaixam
nas abordagens de decomposi¢ao de fluxo em caminhos e manipulagao de pré-fluxos, re-
spectivamente. Sao mostradas as idéias dos algoritmos e suas complexidades teéricas. O
Capitulo 6 trata da comparacdo pratica dos algoritmos aqui apresentados e finalmente, a

conclusdo e consideragoes finais sdo encontradas no tltimo capitulo.



Definicoes e Algoritmos Basicos

Este capitulo tem como objetivos mostrar as definicoes basicas e propriedades elementares
de Teoria dos Grafos que serao necessarias ao leitor e apresentar também algumas notagoes
que serao usadas no decorrer deste texto. Os conceitos de Teoria dos Grafos foram retirados
de varias fontes, mas compartilham a conven¢ao adotada em [10] e [11]. Um estudo mais

aprofundado pode ser encontrado em [12].

Outro ponto, aqui abordado, serd a breve apresentacao de diferentes estruturas de dados
usadas para representar, em um computador, tanto redes (grafos) quanto outros dados
manipulados pelos algoritmos. Uma explicagdo mais aprofundada do funcionamento e
operagoes aplicadas a estas estruturas nao faz parte do escopo deste texto (estas sdo citadas
aqui apenas para melhor elucidacdo do entendimento de certos algoritmos). Contudo, é
possivel encontrar vasta literatura sobre o assunto ([1, 5, 13, 14]). O leitor perceberd mais
adiante que a escolha de uma estrutura de dados reflete diretamente na eficiéncia dos

algoritmos para fluxo em redes, tanto na pratica como na teoria.

A terceira segao dedica-se a mostrar maneiras de medir tal eficiéncia (ou complexi-
dade dos algoritmos), apresentando conceitos que permitem comparar algoritmos de forma
tedrica e pratica. E para finalizar este capitulo introdutério, sao apresentadas as idéias

intuitivas de algoritmos em grafos — busca em largura, em profundidade e problema de
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encontrar um caminho minimo — considerados importantes, por serem bastante utilizados

como passos intermedidrios nos algoritmos para o problema de fluxo maximo.

2.1. Teoria dos grafos

Muitos sao os conceitos existentes em teoria dos grafos. Nesta secao sao citadas apenas
as defini¢oes e notagoes intrinsecamente ligadas ao problema de fluxo maximo em redes e

utilizadas nas descrigcoes de seus algoritmos.

2.1.1. Grafos e subgrafos

Um grafo G = (V, E) é uma dupla ordenada de conjuntos V' e E, onde V' é um conjunto
de vértices e E é um conjunto de pares ndo ordenados de V', chamados de arestas (Figu-
ra 2.1.a). Por todo este texto, denota-se por n a cardinalidade de V' (|V| = n) e por m
a cardinalidade de F (|F| = m). Quando houver possibilidade de confusdo, serd usado
V(@) e E(G) para o grafo G = (V, E). Os vértices v e w sdo chamados de eztremidades

da aresta vw.

Se as relacoes entre os vértices de V' sdo ordenadas, entdo as arestas sdo denominadas
arcos, os vértices sao chamados nds e o grafo GG passa a ser orientado, como na Figura 2.1.b.
Um arco cujo primeiro elemento é v e o segundo w é chamado de arco de v para w, e
representado vw, onde v é a origem do arco e w o destino. Vale notar que dois arcos vw e

wv sao diferentes, ao contrario do mesmo caso para grafos nao orientados.

Sejam G = (V, E) um grafo nio orientado e G = (V' A), orientado. Dois vértices u
e v sao adjacentes em G, se uv € E. Se u e v sao adjacentes, entdao u é vizinho de v e v
é vizinho de u. Diz-se que uma aresta é incidente a um vértice (ou um vértice v incide
sobre uma aresta e) se e = vz para algum vértice z. De forma andloga, dois nés u e v sdo

—

adjacentes em (G, se o arco uv € A ou vu € A.

O grafo G é simples se ele nao admite arestas multiplas ou lagos, onde duas arestas sao
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A
/o O
(2) (b)

Figura 2.1. Exemplos de grafos. (a) Grafo G nao orientado. (b) Grafo G orientado.

maultiplas se elas coincidem em ambas as extremidades e onde um laco é uma aresta cujas
extremidades sao iguais (Figura 2.2). Vale observar que dois arcos, em é, sao multiplos
se suas origens e destinos sao iguais, ou seja, se 0s arcos possuem a mesma orientacao.
Para um vértice v, o grau de v em G é o nimero de vizinhos de v. De forma semelhante,
definem-se os graus de entrada de um vértice v em G como sendo o nimero de arcos dos
quais v é o destino, e de saida como sendo o nimero de arcos cuja origem é v. Se o grau
de entrada de v é nulo, entao v é chamdo de fonte de G. Por outro lado, se o grau de saida
de v é igual a zero, entao v é chamado de sumidouro de G. 0 grafo G é uma rede se ele

contém exatamente um vértice s do tipo fonte e um vértice ¢ do tipo sumidouro.

Figura 2.2. Grafo G nao simples com arestas miiltiplas de, de e lago ee.

Um grafo H = (V', E') é um subgrafo de G se V! C Ve E' C E e é um subgrafo préprio
de Gse V' C VouFE C E. Un subgrafo H C G é gerador se V' = V. E ainda, um
subgrafo H C G é um subgrafo induzido de G se V! CV e E' = {uv € E : u,v € V'}. Se
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U C V(G), entao G[U] é o subgrafo de G induzido pelos vértices de U.

A unido de dois grafos Gy e Gy é o grafo G com V =V (G1) UV (Gy) e E = E(Gy) U
E(G,).

O grafo G ¢é dito ponderado se suas arestas recebem pesos, ou seja, existe a funcdo
w: E(G) — R". O peso w(G) é a soma dos pesos .y w(e) nas arestas. A mesma

definicao pode ser aplicada em G, se seus arcos recebem pesos.

2.1.2. Caminhos

Um passeio em G é uma seqiiéncia C' = (vov1v; . . . vx) de vértices de G, tal que vv;1; € F,
para todo 0 < i < k (Figura 2.3.a). Se C é um passeio sem repeti¢do de vértices, entéo
C é um caminho em G. Neste caso, o vértice vy é a origem do caminho e o vértice
v, € 0 seu destino. Ambos, vy e v, sao as extremidades de C'. Os outros vértices do
caminho, ou seja (v1vs ... v 1), sA0 0s vértices internos. Os conceitos de passeio e caminho
continuam a existir em G. Entretanto, tem-se também os conceitos de passeio orientado
C = (vov1vg ... vg), onde vv;; € A. E de forma andloga, tem-se caminho orientado
(Figura 2.3.b). Quando ndo houver confusdo, um caminho orientado em G sers chamado

simplemente de caminho.

2 4 2 4
5 5
3 3
a b)
Figura 2.3. Exemplos de passeios e caminhos: a)Passeio (1-2-5-7) e caminho (5-2-1);

b)Passeio orientado (1-2-4-5-2-3) e caminho orientado (1-2-4-5).

O comprimento de C' é dado pelo nimero de arestas que o compdem (assim como o

comprimento de C' é o niimero de arcos). No caso de um grafo ponderado, este comprimento
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é dado pela soma dos pesos das arestas (ou arcos) que compoem tal caminho. Um ciclo é um
caminho em que as extremidades coincidem (vy = vy), conforme ilustrado na Figura 2.4.a).
Em é, ha também o conceito ciclo orientado, composto por arcos, como mostrado na
Figura 2.4.b). O comprimento de um ciclo é dado pelo nimero de arestas do ciclo (que é

igual ao nimero de vértices). Um grafo é dito aciclico se ele nao contém ciclos.

N

3 3

a b)
Figura 2.4. Exemplos de ciclos: a)Ciclo (1-2-3-1); b)Ciclo orientado (1-2-3-1).

A distancia entre dois vértices u e v de um grafo G' é o comprimento do menor caminho
entre eles, denotado por dg(u,v). Quando ndo houver confusio, serd usado apenas d(u, v).
Um caminho C realiza a distancia entre u e v se o comprimento de C' é igual a d(u,v). Se

néo existe caminho entre eles, entdo dg(u,v) = occ.

2.1.3. Conectividade

Dois vértices sdo ditos conectados em G quando existe um passeio entre eles. O grafo G é
dito conexo se quaisquer dois vértices do grafo sdo conectados. Por outro lado, se G ndo
é conexo, entdo ele é chamado de desconero (Figura 2.5). Uma componente de G é um
subgrafo conexo maximal em vértices de G. Denota-se por C(G) o niimero de componentes
de G. Se G é conexo, C(G) = 1. De forma semelhante, um par a,b de nés de G sao ditos
fortemente conectados se existem caminhos orientados unindo a a b e b a a. Com isto,

diz-se que G é fortemente conerxo se todo par de nds de G 6 fortemente conectado.

Para subconjuntos disjuntos S e S de V(G), denota-se por [S, S'] o conjunto de arestas
com uma extremidade em S e outra em S’. Um corte de arestas de G é um subconjunto

de E da forma [S, S], onde S é um subconjunto préprio nio-vaziode Ve S =V — S. Se
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Figura 2.5. G; e G sdo conexos, mas G1 U Gy é desconexo.

E'" é um corte de arestas de G, entao G — E’ é desconexo. A defini¢ao de corte de arestas
também é valida para G. No caso de uma rede G ponderada, um corte onde s € Set € S
é chamado de corte s —t.Seja c(uv) o peso associado a todo arco uv de é, a capacidade do

corte é:

c(S,9) = Z c(uv)

u€eS,weS

Um corte é minimo se possui a menor capacidade dentre todos os cortes possiveis.

Alguns possiveis cortes s — ¢t da rede da Figura 2.6 sao:

1 S={1} S=12,3,4,5,6} (S,5)={12,13} c(S,5) =6
2 S=1{1,2} S=13,4,56} (S,5)=1{13,23,24} ¢(S,5) =10
3 S=1{1,3,5} S =1{2,4,6} (S,5) ={12,34,56} ¢(S,S) =28
4 S§=1{1,2,3,4} S={5,6} (S,5) = {35,45,46} ¢(S,S) =10
5 S=1{1,2,3,4,5} S={6} (S,S) = {46,56} c(S,5) =6

Os arcos pontilhados da figura ilustram o corte 3 mostrado acima. Os arcos 12, 34, 56

sdo arcos para frente. Os arcos 23,45 sdo arcos para trds (Figura 2.6).

Assim, um corte s —t , [S,S] , pode ser visto como mostrado na Figura 2.7, ou seja,

um conjunto de arcos para frente vw e arcos para tras wv, comv € Sew € S.

Seja d(v) a menor distancia de um vértice v para o sumidouro ¢, cortes do tipo [Sk, Tx],
onde Sy ={veV:dwv)>k}teTy =V — Sk, para k =1,2,...,d(s) (s é a fonte), sdo

ditos cortes candnicos.
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(1.2)

(1.3)

Figura 2.6. Grafo ponderado e exemplo de um corte s — t (linhas pontilhadas). A
capacidade total do corte é dada pela soma das capacidades individuais dos arcos para
frente.

arcos para frente

|
™~

arcos para tréas

Figura 2.7. Exemplo de um corte s —t, [S, 5’] visto como um conjunto de arcos para
frente e para tras.
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2.1.4. Arvores

O grafo G' é uma drvore se ele é um grafo aciclico e conexo. Uma colegao de arvores é

chamada de floresta.

Toda arvore possui um vértice especial denominado raiz. As arestas uv de uma arvore
sao relacoes do tipo pai-filho, onde u é pai de v (pai(v) = u) e v é filho de u. Cada vértice
possui um tnico pai, com excecdo da raiz que nao tem nenhum vértice pai. Os vértices

que nao possuem filhos sao chamados de folhas.

Se o grafo G é uma arvore, considera-se a relacao pai-filho como sendo um arco vu,

onde u é pai de v e v é filho de u.

2.2. Estruturas de dados

As estruturas de dados que serao primeiramente descritas sao consideradas elementares sao
utilizadas pelos algoritmos descritos ao longo do texto. Elas servem para manipular dados
intermedidrios, diferentes da rede de entrada e, de alguma forma, influenciar a ordem de

execuc¢ao dos algoritmos.

Uma lista linear (ou simplesmente lista) pode ser utilizada para representar um con-
junto ordenado de elementos. Existem varias maneiras de se armazenar uma lista no
computador; desde formas bastante triviais utilizando vetores, até o emprego de ponteiros
como em listas simplesmente e duplamente encadeadas. Como as listas representam con-
juntos ordenados, estas possuem um inicio € um fim. As operacoes mais frequentes em
listas sao: inclusdo, exclusio e busca de um determinado elemento. Os algoritmos destas

operacoes podem ser encontrados em varios livros ([5, 13, 14]).

As pilhas sao consideradas um tipo especial de listas, na qual as inclusoes e exclusoes
s6 podem ser feitas de um tinico lado da lista, chamado topo. E facil ver que esta estrutura
executa na forma conhecida como wltimo a entrar, primeiro a sair - LIFO (do inglés —

“Last In, First Out”), pois o elemento que é inserido por tltimo, ficard sempre situado no
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topo da pilha.

A fila é outro caso particular de listas lineares. Diferentemente da pilha, esta se utiliza
dos dois lados da lista. Porém, existe uma restricao com relagao as operagoes de inclusao e
exclusao. Nas filas, as inclusoes sao sempre feitas no fim da lista que passa a ser chamado
de cauda. E as exclusoes, executadas nos elementos que estao no inicio da lista, chamado
de cabeca. Assim, se realizarmos uma exclusao, o elemento a ser retirado serd aquele que
foi incluido primeiro. Esta técnica é conhecida como primeiro a entrar, primeiro a sair -

FIFO (do inglés — “Last In, First Out”).

As listas de prioridades podem ser definidas como uma tabela na qual a cada um de
seus elementos esta associada uma prioridade. Esta prioridade é, em geral, definida através

de um valor numérico.

Além das estruturas ditas elementares, existem diversas formas de representar G e G

para processamento computacional. Estas incluem, entre outras:

1. Matriz de Adjacéncias: uma matriz A, .., na qual a;; = 1 se os vértices 7 e j sao

adjacentes, e 0 de modo contrario.

2. Matriz de Incidéncias: é uma matriz N com n linhas, uma para cada vértice, e m
colunas, uma para cada aresta. Entao tem-se que n;; = 1 se a aresta j é incidente ao
vértice 4, e zero caso contrario. Para grafos orientados, os valores de n;; dependem

da orientacao:
e n;; = +1, se o vértice ¢ é o destino do arco associado a coluna j;
e n;; = —1, se o vértice ¢ é a origem do arco j;

e n,;; = 0, de outra forma.

3. Lista de Adjacéncias: uma lista que mantém um ponteiro ou indice para uma lista

de vértices vizinhos a um outro, dado.

Na implementacao dos algoritmos que serao apresentados, a escolha da estrutura lista

de adjacéncias para representar as redes é majoritaria.



2.3. Eficiéncia dos algoritmos 15

2.3. Eficiéncia dos algoritmos

Ao se projetar algoritmos para resolver um determinado problema, normalmente procura-
se analisar o desempenho ou os custos incorridos (tempo de processamento, recursos), de
modo a melhorar a eficiéncia. Neste caso, costuma-se interpretar a complexidade de um
algoritmo como uma forma quantitativa de tal medida, em trés niveis: o problema, o

algoritmo e a implementagao.

Um problema consiste em uma questao a ser respondida, um requisito a ser preenchi-
do, ou uma melhor situacao possivel a ser encontrada, chamada solu¢ao, normalmente em
resposta a varios parametros ou varidveis de entrada, que sao descritos mas nao especifi-

cados.

Uma instancia de um problema II é uma especificacao particular de valores para seus
parametros. Informalmente, um algoritmo pode ser visto como uma seqiiéncia de passos
bem-definidos para transformar uma entrada ou instancia em uma saida ou solugao, ou seja,
um algoritmo para II é um procedimento passo a passo que, quando aplicado a qualquer

instancia de II, produz uma solucao.

E comum expressar complexidade como uma fun¢ao do tamanho da entrada. A nocao
para o valor do tamanho da entrada depende do problema a ser estudado. A medida
mais natural, é o nimero de parametros, como por exemplo, um vetor de tamanho n para
ordenacdo. No caso do problema de fluxo méximo, como a entrada é um grafo, entdo o

tamanho da entrada é vista, normalmente, como o niimero n de vértices e m de arestas.

2.3.1. Notacao assintoética

Um algoritmo A para Il executa em tempo O(f(n)) se para alguma constante ¢ > 0
existe uma implementac¢do de A que termina apds c.f(n) passos, no maximo, para todas
as instancias de tamanho n. A compleridade de um algoritmo A é a menor funcio f tal
que A executa em O(f(n)). A complexidade de um problema T é menor funcdo f para

qual existe um algoritmo A de tempo O(f(n)) para II, ou seja, a menor complexidade
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considerando todos os possiveis algoritmos que resolvem II.

Matematicamente, sejam f(n), g(n) fungoes de inteiros positivos para reais positivos:

diz-se que f(n) = O(g(n)) se existe uma constante ¢ > 0 tal que, para n grande o suficiente,
f(n) < cg(n).

A Figura 2.8 ilustra, graficamente, esta medida [5].

f(n) = O(g(n))
Figura 2.8. Exemplo grafico da notagao O.

Como a notacao O(g(n)) é usada para representar complezridades de pior caso de um
determinado algoritmo A, ou seja, quando as saidas de A sao simuladas de modo a car-
acterizar o maior numero possivel de passos, tempo ou outro custo, esta medida é entao
considerada um limite superior assintdtico de f(n). Existe também a notacao Q(g(n)) que
representa complexidades de melhor caso, sendo um limite inferior assintdético. Matemati-
camente, tem-se que f(n) = Q(g(n)) se existe uma constante ¢’ > 0 tal que, para n grande
o suficiente, f(n) > g(n). E importante observar que, se A executa em tempo O(f(n)),
entdo para toda instancia do problema que A resolve, este gastard no maximo cf(n) pas-
sos. Por outro lado, se um algoritmo executa em (f(n)) passos, algumas instancias de

tamanho n, serdo executadas em, pelo menos, ¢ f(n) passos.
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2.3.2. Anadlise de algoritmos

Uma algoritmo para um determinado problema pode apresentar-se muito “bom” para
algumas instancias, resolvendo-as rapidamente, e muito “ruim” para outras. Esta diferenca
conduz a questao de como medir a eficiéncia de um algoritmo e de escolher o melhor entre

os varios existentes que resolvem um determinado problema.

Duas formas de medir a eficiéncia de um algoritmo e compara-lo com outros que solu-

cionam um mesmo problema sio:

1. Andlise de pior caso - ja citada anteriormente, prové um limite superior para o
nimero de passos que o algoritmo ird executar diante de qualquer instancia. E
bastante utilizada pois nao depende dos recursos computacionais e, por este motivo,
mais facil para se comparar dois algoritmos diferentes, principalmente na teoria.

Contudo, pode ser uma medida distante da ocorrida na pratica.

2. Andlise empirica - com o objetivo de verificar como o algoritmo funciona na pratica.
Neste caso, o algoritmo é implementado e testado com algumas classes de instancias
do problema. Contudo, esta medida depende de varios fatores, como arquitetura
do computador utilizado, linguagem de programacao, habilidades do programador,
entre outras. Ou seja, andlises de algoritmos sob esta visao podem ser nao conclu-
sivas, principalmente se os algoritmos foram implementados por pessoas diferentes,
com linguagens de programacao diversas e testados em maquinas com arquiteturas

distintas.

O que acontece na pratica sao varios trabalhos independentes, com objetivos semel-
hantes, encontrarem resultados de eficiéncia parecidos, entao é possivel constatar, de
forma mais concreta e conclusiva, que realmente determinado algoritmo é melhor que

outro.

As conclusoes de carater pratico deste trabalho baseiam-se neste enfoque.
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2.3.3. Analise de problemas
Determinar a complexidade de um problema II requer duas medidas:

1. Limate superior - a menor complexidade de pior caso dentre todos os algoritmos

conhecidos que resolvem II;

2. Limite inferior - a maior fun¢do f para qual foi provado (matematicamente) que
todos os algoritmos possiveis que resolvem II requerem complexidade, no minimo,

tao alta quanto f.

Um algoritmo A para um problema II é dito dtimo se este possui sua complexidade de

pior caso igual ao limite inferior de II.

As idéias de limite inferior e limite superior estendem-se além de complexidade de
problemas. Isto é, um parametro, por exemplo, pode ter um valor que represente seu
limite inferior e outro que represente o limite superior. Muitos algoritmos de fluxo utilizam

tais limites para parametros em seus projetos.

Assim, uma medida para saber se um algoritmo é “bom” (ou eficiente) pode ser entao
obtida a partir de sua complexidade de pior caso. Diz-se que um algoritmo é eficiente,
se a complexidade de pior caso é limitada superiormente por uma funcao polinomial dos
parametros de entrada. Tais algoritmos sao chamados de algoritmos polinomiais. Exemplos
de complexidades deste tipo sdo: O(n?), O(nm), O(nm + n?logU), onde n, m e U sdo
parametros de entrada (n nimero de vértices, m nimero de arestas e U maior valor dos

pesos das arestas).

Algoritmos polinomiais que dependem apenas dos valores de n e m sao ditos fortemente

polinomiais. Caso contrario, sao fracamente polinomiais.

Algoritmos com complexidades O(nmU) e O(m + nU), por exemplo, sdo ditos pseudo-
polinomiais, pois para valores muito elevados de U o tempo de execucdo do algoritmo na

préatica pode ser muito alto.

Este é um assunto amplamente tratado em livros sobre algoritmos ([1, 4, 5, 13, 15, 16]).
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2.4. Problemas de otimizacao

Como citado na secao anterior, a definicao de problema esta diretamente relacionada ao
conceito de instancia. Uma instdncia de um problema de otimizacdo S, é um par (X, c),
onde X é um conjunto de pontos vidveis e ¢ : X — R é uma func¢do custo; X (S) indica
o conjunto de pontos vidveis de S. O objetivo de um problema de otimizacao consiste em
encontrar a melhor configuracao de X de modo que se possa minimizar ou mazrimizar a

funcao de custo ¢, que passa entdo a ser referenciada como funcdo objetivo.

No caso de problemas de mazimizacdo, deseja-se encontrar um ponto z* € X tal que
c(z*) > c(y),Vy € X,
enquanto que no caso de problemas de minimizacdo, o objetivo é
c(z") < cly),Vy € X.

Em ambos os casos, o ponto z* é chamado de dtimo global do problema.

Certos problemas de otimizacao sao conhecidos como problemas de programacao linear.

Um problema de maximizac¢ao, por exemplo, modelado em programacao linear é da forma:

Maximizar 2z = Cz (P) (1)

A
S
»

Sujeito a Az

v
o

X

onde A é uma matriz de inteiros, B e C vetores de inteiros, (1) é a funcdo objetivo e (2) as
chamadas restricoes do problema. Assim, os valores de x que atendem a todas as restricoes
sao ditas solucoes vidveis e, dentre todas as solucoes vidveis, a que maximiza o valor de z
(para este exemplo) é a solugdo (6tima) do problema de programacao linear. Tem-se uma
modelagem andloga para problemas de minimizacao. Contudo, como o problema tratado
neste texto é de maximizagao, foi escolhido exemplificar com problemas deste tipo. Uma
forma de resolver problemas de programacao linear é utilizar o chamado método simplex

que pode ser encontrado em [4, 17].
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Um resultado importante em programacao linear é o da dualidade entre dois problemas.

Um problema (D) é dito dual de um P, se ele é da forma:

Minimizar w = By (D) (1)
Sujeitoa ATy > C (2)
y > 0

e a solugdo 6tima de (P) é no méximo o valor da solucao 6tima de (D). Em outras palavras,

sejam z* e y* as solugdes 6timas de (P) e (D), respectivamente. Entao:

Cz* < Oy (2.1)

O problema (P) é chamado de primal.

Se os valores da solucao tiverem de ser inteiros, entao temos um problema de progra-

magao inteira. Um exemplo de modelagem de tal problema seria:

Maximizar z

Cx  (PD) (1)

Sujeitoa Ar < B (2)
zr > 0
x inteiro (3)

Os problemas de programagio inteiras (PI) podem ser resolvidos como sendo de pro-
gramagcao linear (PL) (através do mesmo método). Para isto, as restri¢oes de integralidade
(3) sdo entdo relazadas, ou seja, omitidas do problema. Assim, se z* é a solugao étima
obtida a partir do problema inteiro relaxado, esta deve conter a solu¢ao z"™* do problema
inteiro original (PI), isto é:

x* > x/*

O problema de fluxo méaximo é caracterizado como um problema de otimizagao. Seu

dual é o problema de corte minimo, como serd visto no Capitulo 3.
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2.5. Algoritmos em grafos

Alguns problemas sao frequentemente encontrados como passos intermedidrios de outros
algoritmos para problemas mais complexos. Muitos dos algoritmos que resolvem o prob-
lema de fluxo maximo, por exemplo, necessita saber o comprimento do menor caminho
entre dois nés. Percorrer um grafo é outro procedimento elementar em problemas que tem
este tipo de estrutura como entrada. Por este motivo, serao mostrados as duas formas
mais comuns para se visitar os vértices (ou nés) de um grafo - busca em largura e em

profundidade.

’

E importante salientar que este nao é propriamente o escopo do texto e que, por este
motivo, os procedimentos serao apresentados de forma breve e intuitiva. O objetivo é

clarear as idéias do leitor quando tais passos forem utilizados posteriormente.

2.5.1. Buscas em Largura e Profundidade

Como j4 citado, as buscas em grafos sao consideradas procedimentos bésicos para algorit-
mos que tem como entrada uma estrutura deste tipo. Uma busca pode ser vista como uma
visita aos vértices do grafos seguindo suas arestas. Normalmente, utiliza-se uma busca para
conhecer a estrutura do grafo. Essas buscas sao basicamente de dois tipos - em largura

(BFS - “Breadth-First-Search”) e em profundidade (DFS - “Deapth-First-Search”).

A idéia da busca em largura é bastante simples. Inicialmente, escolhe-se um vértice
v e visita-se todos os seus vizinhos. Estes, por sua vez, a medida que sao visitados, sao
marcados e colocados em uma fila. Quando este procedimento inicial termina, o primeiro
da fila é escolhido como o novo v e sao realizadas as mesmas operacoes de visita aos
vizinhos, ainda nao marcados, e colocagao destes na fila. O procedimento termina, quando
a fila ficar vazia. O algoritmo da Figura 2.9 ilustra a sequéncia de passos. E facil ver que
a complexidade do algoritmo é O(n + m), pois todos os vértices e todas as arestas serao

visitadas.

A busca em profundidade difere da anterior, no sentido de que deseja-se ir o mais longe
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Algoritmo: BFS
Entrada: grafo G, vértice inicial vg
inicio
visitado(v) := 0, Yv € V;
fila := {vo};
enquanto fila # () faca
v :=cabega( fila); % retira o primeiro elemento da fila
para cada vizinho w de v faga
se visitado(w) = 0 entao
fila := filaU {w}; % insere w no fim da fila
visitado(w) = 1;
fim se
fim para
fim enquanto
fim

© XN O WD

=
Lo

Figura 2.9. Algoritmo de busca em largura em um grafo G, dado um vértice inicial vy.

de um determinado vértice quanto possivel. Assim, o procedimento pode ser resumido da
seguinte forma: escolhe-se um vértice inicial v e visita-se um vizinho u. v passa a ser o
antecessor de u (o antecessor de v é vazio), u é marcado como wvisitado e passa a ser o
vértice atual. No momento em que um vértice nao possuir mais vizinhos nao visitado,
este retorna ao seu antecessor que buscara novos vértices nao visitados. O procedimento
entao acaba quando, neste retrocesso, alcanga-se um vértice que nao possui antecessor. O
algoritmo da Figura 2.10 mostra o procedimento utilizando uma pilha, a qual se encaixa
perfeitamente no controle dos vértices antecessores. Em [5, 16] podem ser encontradas
versoes recursivas desta busca. Sua complexidade também é O(n + m) pelo mesmo motivo

citado anteriormente.

No caso de uma rede de fluxo, uma busca em profundidade partindo da fonte s pode
ser vista da seguinte maneira: a cada passo, o algoritmo mantém dois grupos de nds: os
rotulados, alcancados a partir de s; e os nao rotulados, que ainda nao foram alcancados
(visitados) a partir da fonte. Além disso, cada né v que é rotulado, guarda na varidvel
antecessor o valor do n6 imediatamente anterior a ele no caminho escolhido de s a v. Esta

variavel serve para reconstruir o caminho s — t e enviar fluxo através dele, caso ele exista.
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Algoritmo: DFS
Entrada: grafo G, vértice inicial vg

1.  inicio

2. visitado(v) := 0, Vv € V;

3. pilha := {vo};

4. enquanto pilha # () faca

5. v := topo(pilha); % retira o dUltimo elemento colocado
6. para cada vizinho w de v faga

7. se visitado(w) = 0 entao

8. pilha := pilha U {w}; % insere w mno topo da pilha
9. visitado(w) = 1;

10. retorne a Linha 4;

11. fim se

12. fim para

13. fim enquanto

14. fim

Figura 2.10. Algoritmo de busca em profundidade em um grafo G, dado um vértice
inicial vy.

2.5.2. Problema do caminho minimo

O Problema de Caminho Minimo (conhecido na literatura como “Shortest Path Problem”)
consiste em achar, em um grafo ponderado simples G = (V, E), um caminho de peso minimo
conectando dois vértices especificados ug e vg. Os pesos sao nao-negativos. Adota-se a

convencao de que o peso w(uv) = oo se uv ¢ E.

O algoritmo a ser descrito foi descoberto por Dijkstra (1959). Ele encontra ndo apenas

um caminho (ug, vy) minimo, mas caminhos minimos de ug para todos os outros vértices

de G.

Seja S um subconjunto préprio de V tal que ug € S, e S =V —S. Se P = (uy, ..., 4,)
é um caminho minimo de uy para S entdo, evidentemente, 4 € S. Logo, d(up,¥) =

d(uo, u) + w(uv) e a distancia de ug para S é dada pela equacio:

d(ug,S) = min {d(ug,u) + w(uv)} (2.2)

u€ES,WES

Esta férmula é a base do algoritmo de Dijkstra. Iniciando com o conjunto Sy = {ue} ,

uma seqiiéncia crescente Sy, St,...,S,_1 de subconjuntos de V' é construida de forma que,



2.5. Algoritmos em grafos 24

ao final do estagio 7, caminhos minimos de u( para todos os vértices em S; sao conhecidos.

O primeiro passo é determinar o vértice mais proximo a ug, o0 que é obtido calculando-
se d(ug,Sp) e selecionando-se um vértice u; € Sy tal que d(ug,u;) = d(ug,Sy). Pela
Equagao( 2.2):

d(ug, So) = min _ {d(ug,u) + w(uv)} = min{w(uev)}

u€Sp,vESy vESo
e assim d(ug,Sy) é facilmente calculado. Ajusta-se entdo S; = {ug,ui} e P, = (ug,u1).
Generalizando, se o conjunto Sy = {ug, u1,...,ux} e os caminhos minimos correspondentes
Py, P,,. .., P ja tiverem sido determinados, calcula-se d(ug, Si), usando( 2.2), e seleciona-
se um vértice ugpy; € Sp tal que d(ug,ugy1) = d(ug,Si). Ainda pela Equacao( 2.2),
d(ug, ug—1) = d(uo,u;) + w(ujugyr) para algum j < k. Obtem-se entdo um caminho

(uo, ug+1) minimo adicionando-se a aresta u;ug.1 ao caminho P; .

O algoritmo de Dijkstra é um refinamento do procedimento acima. Ao longo do al-
goritmo, cada vértice v possui uma etiqueta I(v) representando um limite superior para
d(ug,v). Inicialmente [(up) = 0 e [(v) = oo para v # ug. A medida que o algoritmo avanga,

as etiquetas sao modificadas para que, ao final do estégio 1,

l(u) = d(ug, u) para u € S;

I(v) = min {d(ug,u) + w(uv)} parav € S;

u€ES;_1

Quando o algoritmo termina, a distancia de ug para v é dada pelo valor final da etiqueta
I(v). A complexidade do algoritmo de Dijkstra é O(n?) ([1, 4, 5, 8]). Em [1, 5, 8, 18] sdo en-
contrados outros algoritmos. Recentemente, foi descoberto um algoritmo de complexidade

linear para este problema.

Existem variacoes na saida do algoritmo, ou seja, se, em vez das distancias aos vértices,
os caminhos fossem almejados, bastaria que fossem acrescentadas variaveis em forma de
lista para armazenar os predecessores dos vértices ao longo da execugdo. Se apenas o

caminho minimo até o vértice v, fosse desejado, o passo 6 do algoritmo pode ser modificado



2.5. Algoritmos em grafos 25

Algoritmo: CAMINHOS MINIMOS (DIJKSTRA)
Entrada: grafo ponderado G, vértice inicial ug
Saida: distancias d(ug,v)

1.  inicio

2. l(ug) := 0;

3. I(v) := oo para v # ug;

4. S() = {’Lbo};

5. 1:=0;

6. enquanto S; # 0 faga hi=v—1

7. para cada v € S; faca % l(v) = d(ug,v), YveV
8. I(v) := min{l(v), l(u;) + w(u;v)};

9. Uiy1 1= t, para I(t) = min, 5, {l(v)};

10. Sit1:=5;U {Uz'+1}; % S=5SU {ui+1}
11. i=i+1;

12. fim enquanto

13. fim

Figura 2.11. Algoritmo de Dijkstra para problema de caminhos minimos.

para checagem de uma variavel contendo o vértice atual, e se essa é igual a vy o algoritmo
para. No caso de uma rede de fluxo GG, algumas versoes para o problema seriam, por

exemplo, encontrar um caminho minimo entre ([8]):

e a fonte s e o sumidouro t;
e a fonte s e todondé v de G e

e 0 sumidouro ¢ e todos os outros nos v.



Aspectos Algoritmicos do Problema de Fluxo Maximo

Este capitulo é dedicado as caracteristicas, defini¢coes e formulacoes basicas pertinentes ao

problema de fluxo maximo em redes.

Sao mostrados, portanto, a definicdo formal do problema e sua modelagem como um
problema de programagao linear inteira. Dentro desta mesma linha de estudo, é abordada
sua relacao com o problema de corte minimo, considerada uma das principais relacoes,
senao a mais importante, no escopo deste problema. Este topico é tratado aqui, pois este

resultado é utilizado para provar a corretude dos algoritmos.

Além disso, outros conceitos e aspectos tedricos que fundamentam os métodos al-
goritmicos também serao vistos, com as respectivas definicbes e notagoes utilizadas nos

algoritmos.

Duas abordagens de resolucao do problema em questao sao apresentadas, com o objetivo
de preparar o leitor na classificagao que serd dada aos diversos algoritmos existentes. Serd
mostrado, portanto, as estratégias de decomposicdo de fluxo em caminhos e manipulacdo

de pré-fluros. Esta divisao é uma visao deste trabalho.
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3.1. Formulacao do problema

Dada uma rede ponderada G = (V, E) simples e conexa, denota-se por capacidade c(v,w),
para cada arco vw € F, o peso deste arco (valor inteiro e positivo). Supoe-se que c(v, w) = 0
para todo vw ¢ E. Denomina-se U o maior valor finito para a capacidade dos arcos, ou
seja, U = max(yw)er{c(v, w) < co}. No restante do texto, considera-se ainda que a rede
nao possui um caminho direcionado da fonte s para o sumidouro ¢ formado apenas por
arcos com capacidades infinitas. Se alguma das caracteristicas da rede (grafo simples,
direcionado, capacidades inteiras) ndo forem respeitadas, é possivel transformar tal rede

em uma que atenda as exigéncias da definigdo [1].

Um fluzo f em G ¢é uma funcao inteira definida sobre V2 = V x V satisfazendo as

seguintes restricoes:

flv,w) < clv,w)  V(v,w)e€ V? (capacidade) (3.1)
fv,w) = —f(w,v) VY(v,w)eV? (antisimetria) (3.2)
Yowey fuw,v) = 0 Vo € V —{s,t} (conservagao de fluxo) (3.3)

O valor |f| do fluxo f é o fluxo da rede no sumidouro:

=) flo,t) =) f(s,0)

veV veV

O problema de fluxo maximo é, entao, encontrar um fluxo de valor maximo. A mode-

lagem como um problema de programacao inteira é imediata:

Maximizar Yovier f(v,1)
Sujeito 8 S yuep (1,0) Ve F0,0) =0, v eV —{s,1)
flu,v) < c(u,v), uw € F
f(u,v) inteiro w € F

Com relacao as capacidades dos arcos serem inteiras e positivas, é possivel encontrar

redes com valores reais (ndo-inteiras). Para alguns algoritmos esta premissa pode ser
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desconsiderada, mas para aqueles cuja complexidade depende do valor de U, entao a inte-
gralidade é necessaria. Além disso, a rede ndo contém um caminho direcionado da fonte
s para o sumidouro ¢ apenas com arcos de capacidades infinitas, pois é facil ver que, se

existisse tal caminho, entdao o valor de um fluxo méaximo seria ilimitado.

Algoritmos especificos para redes nao direcionadas, com capacidades reais ou unitarias
podem ser encontrados na literatura ([19]). Contudo, estes casos nao serdo tratados neste

texto.

Existe uma relacao entre o problema de fluxo maximo e o de corte minimo, a qual traz
resultados importantes para ambos os problemas. A seguir é apresentado tal resultado.

Seja f um fluxo em G e [S, S] um corte s — t. Por definicdo tem-se que:

Y fow) < ) ev,w) (34)
veES,weS vES,weS
Portanto, a quantidade maxima de fluxo que pode passar através de uma rede é limitada

superiormente pela capacidade do corte.

Este resultado pode ser visto como o da Secao 2.4 (Equagao( 2.1)) sobre problemas
primais e duais. Ou seja, se o problema de fluxo maximo pode ser modelado como um
problema de programacao linear (e ja foi visto que isto é possivel), entao é ficil notar que

seu problema dual é o problema de achar um corte minimo.

Assim, uma modelagem para o dual do problema de fluxo méximo seria:

Minimizar = 37, e x (U, v)guy
Sujeitoa  hy — hj + gyy > 0

Juw > 0

onde g e h correspondem as restricoes de capacidade e conservacao de fluxo, respectiva-
mente. Considere entao um corte s —t, [S, S] e a modelagem do dual do problema de fluxo
acima. Se h, = 0 para u € S e h, = 1, caso contrario; e g,, = 1 se uv é um arco para

frente, ou seja, u € Sewv € 5, e gy, = 0 se uv é um arco para tras. Logo, estas escolhas
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de g e h provéem uma solucao viavel para o dual, cuja fungao objetivo é a capacidade do

corte ([20]).

Sabe-se que um fluxo méximo f* é maior que qualquer fluxo f. E um corte K = [S, 5]
é minimo se a capacidade deste é menor que a capacidade de qualquer corte K. Pela

Equacao (3.4), tem-se um caso particular:

I IF7| < e(K) < e(K)
Logo, pode-se provar facilmente o teorema a seguir [12].
Teorema 1. Seja f um fluixo maximo e K = [S, S] um corte minimo, entao |f| = c(K).

Portanto, se o valor do fluxo é igual a capacidade do corte, entdo o fluxo é méaximo e o
corte é minimo. Vale observar que quando este teorema se verifica tem-se (pela solu¢ao do

problema dual):

1. f(v,w)=c(v,w),Yv e SeweS,

2. c(w,v) =0,YweSeveS

Este resultado é conhecido como Teorema de Fluzo Mdximo, Corte Minimo (Maz-
Flow, Min-Cut Theorem) de Ford e Fulkerson. Considerado um teorema central no estudo
de fluxo em redes (talvez o mais importante teorema no dominio deste problema) [1],
encontrado na literatura enunciado de varias formas, sendo todas equivalentes entre si

4, 5, 12].

Este teorema tem implicacdes tedricas nas dreas de matemaética discreta, otimizacao em
geral e programacao linear. Em [4, 20], os dois problemas (fluxo méximo e corte minimo)
sdo apresentados com uma modelagem nesta tltima drea (programacao linear) e o teorema
de maneira mais aprofundada. Este resultado é utilizado nas provas de corretude dos algo-
ritmos projetados para fluxo maximo. O fato de que estes dois problemas sao equivalentes

também possui implicagoes praticas, ou seja, a teoria e os algoritmos desenvolvidos para o
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problema de fluxo maximo podem também ser aplicados em varios problemas praticos que
sdo naturalmente problemas de corte minimo, permitindo assim a modelagem de diversas
aplicagoes como um problema de fluxo maximo, mesmo que estas nao apresentem uma

estrutura de fluxo em redes.

3.2. Fluxo, caminhos e distancias

As préximas segoes se dedicam a conceitos e notagoes basicas utilizados pelos algoritmos

que resolvem o problema.

3.2.1. Rede residual e caminhos s — ¢

Define-se capacidade residual cf(v,w) de um par (v, w) € V? como sendo c(v, w) — f(v, w).
Este valor significa a quantidade de fluxo que ainda pode ser enviada por um arco sem que
exceda a sua capacidade. O par (v, w) € V? define um arco residual se c¢;(v,w) > 0. Uma
rede residual Gy = (V, Ef) é a rede cujo conjunto de nds é o mesmo da rede original e o

conjunto de arcos sao os residuais.

Um fluzxo residual é a diferenca entre um fluxo maximo f* e o valor do fluxo f, definido

para cada arco a, ou seja, se f*(a) > f(a), entao o fluxo residual deste arco serd f*(a)—f(a).

Pode ser observado que existem duas maneiras de um arco possuir capacidade residual
positiva: ou (v,w) é um arco com menos fluxo que capacidade, ou (w,v) possui fluxo
positivo. No primeiro caso, mover fluxo de v para w aumenta a quantidade de fluxo no
arco (v, w), enquanto que no segundo caso, esta operacdo diminui a quantidade de fluxo

em (w,v).

Nos algoritmos que serao apresentados neste texto, a menos que seja dito o contrario,
trabalha-se na rede residual. Contudo, é possivel trabalhar diretamente na rede original,

se desejado, como mostrado em [1].

Um caminho s —t é um caminho orientado de s para t ao longo do qual pode-se enviar
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fluxo. A capacidade residual de um caminho s—t¢ é definida como a menor das capacidades
residuais dos arcos que pertencem ao caminho.

A Figura 3.1.a mostra uma rede G com um determinado fluxo f. A Figura 3.1.b apre-
senta a rede residual Gy e um caminho s — ¢ no qual é possivel enviar fluxo p = (1, 3,2, 4).

A capacidade residual do caminho p é min{cs(1,3),¢s(3,2),¢f(2,4)} = min{1,2,1} = 1.

flu,v),c(u,v)

¢ @1

(34)

1

a) b)

Figura 3.1. Exemplo de uma rede residual: a) rede original G com fluxo f; b) rede
residual Gy e caminho p indicado pelas arestas mais escuras.

3.2.2. Funcao de comprimento e rétulo de distancia

Como serd visto adiante, muitos algoritmos utilizam a idéia de distancia de um determinado
no até o sumidouro ou até a fonte. Contudo, para determinar este valor para todos os nds
da rede, é necessario a definicao de comprimento de um arco. Por essa razao, admite-
se a existéncia de uma funcdo de comprimento, arbitriria, para os arcos [ : B — R*.
Grande parte dos algoritmos utilizam uma fungao de comprimento unitaria. Contudo, sera

mostrado um algoritmo que utiliza um valor diferente para esta medida.

Diz-se que uma funcao d : V — R* é um rdtulo de distdncia, com respeito a [, se as

duas propriedades a seguir sao validas.



3.2. Fluxo, caminhos e distancias 32

dit) = 0 (3.5)
lav,w) = l(v,w) + dw) — dl) > 0 (3.6)

Intuitivamente, (3.6) indica que a distancia que se percorre em um caminho qualquer
de v para t nao deve ser menor que o rétulo de distdncia de v. Denomina-se, l4(v,w),
o custo reduzido de um arco vw € E. De uma forma geral, dado um caminho qualquer
p = (v1, Vg, ..., Uy ), 0 comprimento de p é dado pelo somatério dos comprimentos dos arcos
que o compdem, ou seja, l(p) = ijep [(vi,v;). E o custo reduzido deste caminho, l4(p),

pode ser encontrado da seguinte forma:

ld(’Ul, Ug) = l(Ul, UQ) + d(Ug) — d(Ul)

+ ld(’Ug, U3) = l(Ug, Ug) + d(U3) — d(?)g)
+ ld(U3, U4) = l(Ug, ?}4) + d(U4) — d(v3)
+ la(n_1,v,) = l(n—1,vn) +  d(vy) — |d(vp_1)
Zvivj €p ld(via Uj) = Zviuj €p Z(Ui, v+ d(Un) - d(vl)

Os termos destacados serdo cancelados no somatério, obtendo l4(p) = I(p) + d(v,) —
d(v1). No caso particular de um caminho p de um né v até o sumidouro ¢, por (3.5), tem-se
la(p) = l(p) — d(v). Como o custo reduzido deve ser nao negativo, devido a (3.6), obtem-se
I(p) > d(v). Portanto, o rétulo de distancia de v deve ser menor ou igual ao comprimento
de qualquer caminho. Assim, é possivel considerar o valor do rétulo de distancia d(v) como

sendo uma estimativa do valor do menor caminho, de qualquer né v para o sumidouro t.

As propriedades a seguir, referentes a rétulos de distancia, sdo muito importante nas

provas de corretude dos algoritmos que serdo vistos adiante.

Propriedade 1. Se os rétulos das distancias sao validos, o rétulo d(v) é um limite inferior

para o comprimento do menor caminho orientado entre o né v e o no t na rede residual.

Propriedade 2. Seja um fluxo f em Gy, e d(v) os rétulos de distancia. Se f' — f é um

fluxo em G', entdo d'(v) > d(v), onde d'(v) é a distancia de v em G, para todov € V(GY).
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Esta propriedade se verifica, porque o rétulo de distancia sendo um limite inferior, nao

pode diminuir.

Propriedade 3. Se d(s) > n, a rede residual ndo contém caminhos orientados da fonte

para o sumidouro.

A partir da defini¢do de réotulo de distancia, tem-se também a definicdo de arco ad-
missivel como sendo todo arco vwque satisfaz a condicao de d(v) > d(w) + (v, w). Todos
arco que nao é admissivel é inadmissiveis. Um caminho de s a t composto apenas por arcos

admissiveis é referenciado como um caminho admissivel.

Uma rede construida apenas com os menores caminhos de todo né v para o sumidouro
t é denominada de rede em camadas. Se considerarmos os rétulos de distancia d(v) como
sendo a medida do menor caminho de qualquer né v para t, é facil ver porque esta rede
recebe o nome de rede em camadas, pois seu conjunto de nds pode ser particionado em
camadas Vp, Vi, V5, ..., V;, onde a camada k£ contém os noés cujos réotulos sao iguais a k.
Além disso, para cada arco vw da rede, v € V, e w € Vi1 para algum k. A Figura 3.2

mostra um exemplo de uma rede residual e a rede em camadas correspondente.

Um fluxo f é dito bloqueante, em uma rede em camadas (construida a partir de G),

se ndo contém caminhos s — ¢ [1].

A propriedade a seguir relaciona o rétulo de distancia da fonte e um fluxo bloqueante

em uma rede em camadas.

Propriedade 4. Seja um fluxo f, d(s) o rétulo de distancia da fonte em Gy, a rede em
camadas G', construida a partir de G, e fun¢do de comprimento unitdria. Se f' — f é um

fluxo bloqueante em G', entdo d'(s) > d(s), onde d'(s) é a distancia s —t em G,

Esta é facilmente verificada, pois, em uma determinada rede em camadas G, por defi-
ni¢do e construcao, a distancia de qualquer né para t é a menor. Além disso, se f' é um

fluxo bloqueante, entdao nao existe mais caminho s — ¢t em G’. Por este motivo, s nao
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(a) (b) (c)

Figura 3.2. Exemplo de uma rede em camadas. (a) rede residual; (b) rede em camadas
resultante; (c) rede em camadas depois do cédlculo do fluxo bloqueante f = 8.

alcanca ¢t por nenhum caminho que existia na rede de menores caminhos anterior (G').
Portanto, a distancia de s para ¢ na rede residual seguinte sera estritamente maior que a

distancia anterior.

3.3. Abordagens algoritmicas

Nas préximas secoes serdao apresentadas duas estratégias basicas de solucao, utilizadas pelos
algoritmos para fluxo maximo. Através dos estudos feitos nas caracteristicas dos diversos

algoritmos, observou-se que estes poderiam ser classificados em dois grupos.

Alguns autores costumam fazer uma classificacao diferenciada, ou seja, algoritmos de
decomposi¢ao em caminhos, de escala de capacidades, de fluxo bloqueante e de manipulacao
de pré-fluxos [3]. Contudo, como serd mostrado, é possivel reduzir este niimero de classes,

a partir das semelhancas encontradas nos diversos algoritmos.

A classificacao deste texto é feita levando em consideragao a forma como o algoritmo

decompoe um fluxo maximo, ou seja, se o fluxo é formado por véarios caminhos da fonte
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para o sumidouro, ou entre pares arbitrarios de nés.

Assim, um fluxo maximo em uma rede pode ser visto, por exemplo, como a uniao de
caminhos da fonte para o sumidouro. Esta visao é bastante natural. O leitor pode imaginar
um exemplo da Tabela 1.1, uma rede formada por estacoes (reservatérios) e tubulagdes. A
partir de uma estagao origem deseja-se enviar o maximo de agua, por exemplo, até outra
estacdo destino. A dgua passa pelas tubulacoes que possem uma capacidade limitada
e também por estacoes intermedidrias que apenas repassam o que nelas chega. A 4gua
percorre caminhos da origem até o destino e estes caminhos possuem uma capacidade
limitada pela menor das capacidades das tubulacées que o compdem. Assim, se todos os
caminhos possiveis que levam da origem ao destino pudessem ser colocados um ao lado do
outro, duplicando tubulacoes e estacoes que aparecem em mais de um caminho, teria-se
a mesma quantidade de agua chegando, esta seria maxima e vista como uma composi¢ao

dos quantidades passando pelos caminhos.

Um outra forma de visualizar o envio de fluxo através da rede seria, para o mesmo
exemplo de reservatorios, imaginar que estes encontram-se em alturas diferentes de forma
que a origem esta no ponto mais alto e o destino no ponto mais baixo. Esta abordagem
entao trabalha de maneira mais localizada que a anterior, ou seja, envia-se 0 maximo
de fluxo possivel para reservatérios em niveis abaixo, mas sem se preocupar se toda a
quantidade enviada poderd alcangar o destino. O que chega em um reservatério e nao
tem como escoar, fica acumulado no reservatério, como um excesso. Assim, um caminho
ndo é construido a priori e os reservatérios (nés) e as tubulagdes (arcos) sdo analisados
isoladamente. No instante em que o maximo de fluxo consegue atingir o reservatério
destino, o procedimento para. Desta forma, o fluxo é enviado por caminhos entre quaisquer
dois reservatorios, o que, claramente, nao significa dizer que todo fluxo enviado conseguird

atingir o destino.

E importante notar que este procedimento nao respeita a restricao de conservacao de
fluxo (3.3). O que entra pode ser maior que o que sai de um reservatério. Portanto, ao

final, para se ter uma solucao verdadeira para o problema de fluxo, pode ser necessario
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retornar, para a origem, o que ficou a mais nos reservatorios.

3.3.1. Abordagem de decomposicao de fluxo em caminhos

Seja f um fluxo passando através da rede, um caminho C' qualquer de s para t e ¢ a
quantidade de fluxo passando por este caminho. Define-se uma operagao unido ou soma

de caminhos da seguinte forma:

1= éc

vcs—t
Contudo, esta ainda nao representa uma solucao para o problema de fluxo, pois é
também necessario conhecer a quantidade de fluxo que passa em cada arco da rede (f(u,v),

para todo uv € E). Assim, define-se uma operacao soma de arcos:

fu,v) = Z dc

VCs—_t:uvelC
ou seja, o fluxo passando por um arco é igual a soma das capacidades de todos os caminhos

s — t para os quais este arco participa.

A partir das operagoes e defini¢does acima, pode-se afirmar que:

Teorema 2. Um fluxo maximo em uma rede pode ser encontrado a partir de uma com-

posicao de fluxo por caminhos.

Esta prova pode ser feita por indug¢ao no nimero de caminhos. Sabe-se que a solucao
de um problema de programagao inteira (ou linear) pode ser encontrada, percorrendo-se
um espaco de solugbes até encontrar uma que atenda o objetivo (maximizar ou minimizar).
Portanto, seja f um fluxo formado pela unido de vdrios caminhos (|f[ = >, ,dc) e um
fluxo f’ encontrado imediatamente apds f. E facil ver que f’ é obtido, com as operacoes

acima, a partir de f e um novo caminho encontrado C" (|f'| = > yq._, dc + dcr).

Quando nao existir mais caminhos s — t, entao o fluxo encontrado é maximo e este foi

formado por uma uniao de caminhos levando fluxo.
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E facil ver que a quantidade maxima de fluxo (d¢) que pode passar da fonte para o
sumidouro em qualquer caminho C', é determinada pela menor das capacidades dos arcos
que formam o caminho, tais arcos sao chamados de gargalos. Portanto, considerando a
rede residual (definicdo de caminho s — ?):

de = vquql)ienc{cf(u, v)}

Com isto, pelo menos um arco do caminho é saturado, ou seja, nao podera mais ser usado em
outros caminhos. Mas os arcos que nao foram utilizados em suas maximas capacidades,
poderdo participar de outros caminhos com o que sobrou de suas capacidades (por isto
a preferéncia de uso da rede residual a rede original). Entdo, quando ndo existir mais
caminhos da fonte para o sumidouro na rede residual, aplica-se as operacoes soma de

caminhos e soma de arcos, obtendo a solu¢ao do problema.

A Figura 3.3 mostra esta idéia em forma de algoritmo.

Algoritmo: DECOMPOSIGAO DE FLUXO EM CAMINHOS
inicio
f=0;
f(u,v) := 0, para todo arco uv € E;
enquanto Gy contém um caminho s — ¢ faga
identifica um caminho s — ¢ (C);
0¢ = min{cy(u,v)}, para todo arco uv € C;
f=f+dc; % operacdo soma de caminhos
flu,v) := f(u,v) + d¢, para todo arco uv € C; % operagdo soma de arcos
atualiza Gy; % retira arcos saturados em C
0. fim enquanto
1

fim

EEORNS o RN

Figura 3.3. Algoritmo de decomposicao de fluxo em caminhos

A corretude deste algoritmo pode ser facilmente provada utilizando o Teorema 1, os
conceitos de rede residual e caminhos s — t. Este algoritmo pdara, pois nao existe nenhum
caminho s —1t apenas com capacidades infinitas e cada caminho satura pelo menos um arco.
No momento que nao existem mais caminhos direcionados da fonte para o sumidouro, toda

possibilidade de enviar fluxo foi utilizada, entao o fluxo ¢ maximo.
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Esta abordagem é bastante simples e intuitiva e foi a primeira a surgir, vindo a influ-
enciar muitos algoritmos. Vale observar, entdo que o ponto principal desta estratégia é a
maneira de construir e escolher caminhos, de forma a conseguir enviar a maior quantidade
de fluxo com o menor niimero de caminhos escolhidos, ou por caminhos construidos de for-
ma rapida (Linha 5). Um outro ponto importante, mas com menor influéncia na eficiéncia

dos algoritmos, é determinar que nao existem mais caminhos (Linha 4).

3.3.2. Abordagem de manipulacao de pré-fluxos

Um ponto negativo dos algoritmos que utilizam a idéia de decomposicao de fluxo em camin-
hos é enviar fluxo muitas vezes por caminhos que possuem arcos em comum. Os algoritmos
baseados na idéia de pré-fluxo tentam evitar tal gasto de tempo. Deste modo, os caminhos

nao sao criados antes do envio de fluxo, mas sim enviado pelos arcos, individualmente.

Para apresentar melhor esta abordagem, se faz necessaria a definicdo de pré-fluro. Um
pré-fluro € um fluxo no qual a quantidade total de fluxo que entra em um né da rede pode

ser maior que a quantidade total que sa: deste nd, com excecao da fonte s.

Formalmente, tem-se que um pré-fluxo é uma funcao inteira definida sobre V x V

satisfazendo (3.1) e (3.2), assim como a seguinte relaxagao da restrigao (3.3):

e(v) = Zf(u,v) >0, YueV —{st} (3.7)

ueV
Define-se e(v) como sendo o fluxo em ezcesso em um né v. A partir dai tem-se a

definigdo de nd ativo. Um né v é chamado de ativo se v € V —{s,t}, d(v) < oo e e(v) > 0.

A idéia de altura, de um determinado né com relagao a outro, é empregada em termos
de rétulos de distancia. A medida que um né nao consegue mais enviar fluxo para baixo,

seu nivel é elevado para que se crie novas possibilidades de envio.

Esta abordagem, portanto, pode ser dividida em duas fases bem definidas:

Fase 1. tenta-se enviar o maximo de fluxo possivel da fonte para o sumidouro, analisando
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(um por vez) os nds de excessos positivos e niveis de altura mais baixos que a fonte

(escoando fluxo de reservatérios mais altos para mais baixos);

Fase 2. quando nao é mais possivel descer fluxo até o sumidouro, ou seja, quando nao
existirem mais tais nés, tem-se entdo uma solugdo parcial (a solugdo ainda ndo é
vidvel), pois o fluxo em alguns nés, provavelmente nao estio respeitando a restri¢ao

de conservacgao, logo, é preciso retornar os excessos restantes para a fonte.

Pelas propriedades de rétulos validos, vistos na Secao 3.2.2, considerando o rétulo do
sumidouro d(t) = 0, para a fonte, coloca-se como valor de rétulo, um limite superior do
menor caminho de s para t, ou seja, d(s) = n; e d(v) < n, para todo né6 v € V — {s,t}.
Entdo, é importante observar que ao final da Fase 1, existird um corte s — ¢, [S, S], onde
os nos com rotulos de distancia maiores ou iguais a n, integrarao a particao S e os outros,

a particdo S. E f4cil ver que este é realmente um corte onde s € Set € S.

Os algoritmos desta abordagem entao executam, repetidamente, em qualquer ordem, as
operagoes bdasicas - descarga e rotulamento. A cada operagao basica realizada, um pré-fluxo

¢é transformado em outro.

Na segunda fase, tem-se, basicamente, duas maneiras de realizar este processo de retro-
ceder fluxo. Uma delas é apenas cancelar os excessos dos nés e diminuir o fluxo nos arcos
que incidem sobre estes nods, os quais estao causando tal excesso. Uma outra maneira, seria
aplicar a primeira fase, de uma forma reversa, ou seja, a fonte se tornaria o destino. Entao
os reservatorios seriam elevados acima dela. Este procedimento seria mais simples que a

primeira fase, pois os fluxos nos arcos apenas diminuem.

Um pré-processamento é feito para que se tenha ndés a analisar no inicio do procedi-
mento. Uma forma bem simples é utilizar todos os arcos que partem da fonte em suas

méximas capacidades (criando assim, nés com excessos positivos).

Dois pontos ainda precisam ser esclarecidos: como um fluxo é enviado de um né v, mais
alto, para outro w, mais baixo; e como o nivel de um né u é elevado (para u com e(u) > 0

e d(u) < n).
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Para o primeiro ponto, seja C' = (v —a — b — w) um caminho direcionado qualquer (na
rede residual) de v para w. E fécil ver que o fluxo f (v,a) é igual ao minimo entre o que se
deseja enviar (e(v)) e o que se pode enviar (cs(v,a)), além do que ji pode estar passando
pelo arco). Se v conseguir enviar todo fluxo para a (f(v,a) = e(v), entdo a repetird 0 mesmo
processo para repassar a quantidade de fluxo para b, e assim sucessivamente, até chegar
em w. Se em algum né do caminho, todo excesso nao for enviado, entao a quantidade,
que pode continuar, vai até o destino e o que sobrou fica em excesso neste né. Portanto,
é possivel definir uma fun¢do DESCARREGAR FLUXO(C'), que recebe como parametro de
entrada um determinado caminho C'. A escolha de C' é que diferencia os algoritmos que
se classificam dentro desta abordagem. Esta funcdo deve ser aplicada a todo né em que é

criado excesso. Assim, a operagdo DESCARREGAR FLUXO(C') é feita da seguinte maneira:

o f'(u,v) = f(u,v)+min{e(u),cs(u,v)} para todo arco uv € C, onde f(u,v) é o fluxo

que ja passa no arco uv;
o se f(u,v) = cf(u,v), entdo, €(u) = e(u) — c¢f(u,v), ou seja, o nd continua com
excesso, o qual é atualizado.

Estas duas operacoes sao feitas para todos os arcos que pertencem ao caminho.

No segundo ponto, isto é, para criar possibilidades de envio, deve-se aumentar o nivel
do né. Por exemplo, elevar seu nivel uma unidade acima do mais baixo de seus vizinhos.

Esta operacao é repetida enquanto o reservatorio ainda estd mais baixo que a fonte.
O algoritmo desta abordagem é mostrado na Figura 3.4.

Pode-se afirmar o seguinte teorema.

Teorema 3. Suponha que o algoritmo termina e todos os rétulos de distancia sao finitos

quando isto acontece. Entao o pré-fluxo f é um fluxo maximo, isto é, o algoritmo é correto.

E facil ver que este algoritmo termina, pois, na Fase 1, ou uma operacao de descarga

ou uma elevacao de nivel é feita em cada um dos nés com excesso positivo. O nimero de
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Algoritmo: MANIPULAGAO DE PRE-FLUXO

1 inicio

2. f:=0;

3. PRE-PROCESSAMENTO(G); % gerar nés

4 determinar niveis ou alturas dos nds; % com excessos

b) % inicio da fase 1

6 enquanto a rede residual estd conexa faga

7. seleciona um né 4 com excesso; % i # {s,t}
8 se existe um caminho C;_; para um né mais baixo j entao

9. DESCARREGAR FLUXO(Cj—;);

10. senao eleve nivel do né i;

11. fim enquanto

12. % inicio da fase 2

13. para todo v com e(v) > 0 e d(v) > n faca

14. seleciona um né v;

15. determine um caminho C de v para a fonte s;
16. DESCARREGAR FLUXO(C\y_s);

17. fim para

18. f=e(t);

19. fim

Figura 3.4. Algoritmo de manipulacao de pré-fluxos

operagoes de descarga é limitado pelo nimero de caminhos que levam do né com excesso
até ¢, ou seja, o mesmo argumento da estratégia de decomposi¢ao em caminhos pode se
utilizado. Ja o nimero de vezes que é possivel elevar um fluxo é limitado pela altura
maxima da rede, que é o nivel da fonte. Por construgao, nao é possivel elevar a fonte, nem

descarregar de nés mais baixos para nés mais altos. Portanto a Fase 1 termina.

Outro importante lema, para a Fase 2, é enunciado a seguir.

Lema 1. Se f é um pré-fluxo e v é um né com excesso positivo, entao s é alcangavel a

partir de v no grafo residual Gy.

Entao a Fase 2 também termina, pois todos aqueles nés com excesso , estao neste

momento com rétulo maior que n, ou seja, constituem a mesma particao de s no corte.

E também f4cil provar que a solucdo ao final da segunda fase desta estratégia é um fluxo

méximo. Se um né v possui d(v) > n entdo ndo existe um caminho deste para o sumidouro,
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pela defini¢ao de rétulos de distancia (Se¢ao 3.2.2). Se todos os nds, com excesso positivo,
nao puderem alcancar ¢, entdo ndo é mais possivel descarregar fluxo. Neste instante o fluxo é
maximo. A segunda fase, entdo, torna o fluxo uma solugéo viavel. Na estratégia anterior, o
modo de construgao e/ou escolha dos caminhos de s para t é ponto importante a considerar.
Neste caso, tem-se muita flexibilidade de execucao. Sem duvida, pode-se observar que a
maneira de analisar (escolher) os nés com excesso positivos e construir caminhos a partir
destes para nés mais baixos, influencia na boa execucao do procedimento. Contudo, a
rotina de inicializa¢do (PRE-PROCESSAMENTO(G)), as formas de elevar o nivel de um né e
retornar fluxo (Fase 2), também podem ser diferentes em cada algoritmo, porém, atendem
os mesmos objetivos. O leitor perceberd nos capitulos a seguir que estes pontos - escolha
do caminho s — ¢ para abordagem de decomposicao e escolha do n6 com excesso positivo e
construcao de um caminho a partir dele, na estratégia de manipulagao de pré-fluxos - sao

determinantes na eficiéncia dos algoritmos e os diferenciam entre si.



Algoritmos de Decomposicao de Fluxo em Caminhos

Como visto no capitulo anterior, tem-se duas abordagens bésicas utilizadas nos algoritmos
de fluxo maximo. Este capitulo é dedicado a apresentar os principais algoritmos que
utilizam a estratégia de decomposicao de um fluxo méaximo, em caminhos que levam fluxo
da fonte s para o sumidouro . Estes sao apresentados relevando algumas particularidades
técnicas, procurando dar uma visdo geral das caracteristicas de cada um, com a intencdo
de facilitar, ao leitor, o entendimento de seus funcionamentos. A medida que estes vao
sendo mostrados, uma comparacao de suas complexidades de pior caso é feita, a fim de
mostrar a evolugao das melhorias alcangadas. Foram escolhidos apenas os algoritmos que,
de alguma forma, melhoraram a eficiéncia de seus antecessores. Em alguns casos, a ordem
cronolégica das descobertas nao é respeitada. Isto porque optou-se pela ordem de melhoria
das complexidades, objetivando uma melhor visao comparativa de eficiéncia tedrica. Este

é um trabalho semelhante ao encontrado em [1].

E também apresentado um algoritmo recente(fluzo bloqueante bindrio - BBF), consid-

erado, atualmente, o de melhor complexidade de pior caso [3].
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4.1. Algoritmo de Rotulamento

O algoritmo de Ford e Fulkerson foi o primeiro criado especificamente para o problema de
fluxo maximo [7]. E, em esséncia, um algoritmo de decomposi¢ao de fluxo em caminhos,
o qual influenciou vérios de seus sucessores. Apesar de o algoritmo possuir uma idéia
simples, é preciso saber como identificar e escolher um caminho s — ¢, dentre os vérios que
podem existir na rede; ou dizer que nao existe mais nenhum caminho. Em outras palavras,
é preciso determinar um método para resolver as linhas 4 e 5 do Algoritmo da Figura 3.3.
Como foi visto, estes sdo, justamente, os dois passos que diferenciam os algoritmos dentro

desta abordagem.

Para resolver a linha 5, o algoritmo acha um caminho orientado qualquer, partindo
da fonte s para todos os nés que sao alcancaveis a partir dela, utilizando uma busca em

profundidade, realizando o procedimento descrito na Secao 2.5.1.

Assim que o sumidouro ¢ visitado, a capacidade do caminho é enviada de s para t, ou
seja, verifica-se as capacidades residuais dos arcos que compdem o caminho s—t encontrado
e é, entao, enviado uma quantidade de fluxo igual a menor destas capacidades, através deste
caminho, procedimento este, semelhante as linhas 6 a 8 do algoritmo da Figura 3.3. A rede
residual é atualizada e os rétulos sao apagados. Entao uma nova fase é iniciada. Ou seja,

um novo caminho serd identificado.

O algoritmo termina quando ¢ ndo consegue mais ser rotulado, ou seja, a rede estd

desconexa. Neste ponto nao existem mais caminhos s — t.

A Figura 4.1 mostra um exemplo da execucdo deste procedimento. O item (a) mostra

a rede com fluxo zero. No inicio de cada fase, apenas s é rotulado.

Iteragao 1. (Fase 1) A partir da fonte s (né 1), suponha que o algoritmo selecione o né 3

para visitar. Entao este é rotulado e antecessor(3) =1 (item (b)).

Iteragdo 2. A partir de 3, apenas t pode ser rotulado (antecessor(4) = 3) e entdo um

caminho foi encontrado (item (c)).
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Iteragao 3. O item (d) mostra a rede apés o envio de 4 unidades de fluxo através do

caminho 1 —3—4. Os rétulos sdo apagados e a Fase 2 é iniciada (apenas s rotulado).

Iteracoes 4, 5, 6 e 7. O procedimento anterior é repetido e tem-se a rede depois do envio
de 1 unidade de fluxo ao longo do caminho 1 — 2 — 3 — 4 (item (e)). Os rétulos sdo

apagados e a Fase 3 ¢ iniciada.

Iteragoes 8, 9, 10 e 11. O item (f) mostra a rede resultante, apés o envio de 1 unidade
de fluxo pelo caminho 1 —2 —4. Os rétulos sao apagados e quando a Fase 4 se inicia,
t nao pode mais ser rotulado, entao o algoritmo termina e o valor do fluxo maximo

fl=6.

é

A corretude deste algoritmo, ou seja, mostrar que ele termina e acha um fluxo maximo,
utiliza 0 mesmo argumento da Secao 3.3.1. Como cada caminho leva, pelo menos, uma
unidade de fluxo de s para t e as capacidades dos arcos sdo inteiras e finitas, o nimero
de caminhos que serao encontrados é também finito. E facil ver que um caminho de s
para t é sempre encontrado caso ele exista, pois o procedimento de busca em profundidade
utilizado acha um caminho orientado se este existir. Quando todos os caminhos s —t forem
encontrados nao héa possibilidade de enviar mais fluxo, entao ele é maximo. E possivel

também utilizar para esta prova o Teorema Fluxo-Méaximo Corte-Minimo ([1, 4, 5, 12]).

A complexidade deste algoritmo é facilmente mostrada. A cada fase, no maximo m
arcos sao percorridos para se achar um caminho s — t. Em cada caminho encontrado, no
minimo um arco é saturado, ou seja, utilizado em sua capacidade maxima, nao podendo
mais participar de outro caminho. Supondo que as capacidades dos arcos sejam inteiras e
que a maior capacidade de cada arco seja U, entao a quantidade maxima de fluxo é nU.
Cada caminho s — ¢ pode levar no minimo uma unidade de fluxo. Portanto, no pior caso,
serao necessarios nU caminhos, cada um tendo que percorrer m arcos para ser determinado.

Isto entdo causa uma complexidade de O(nmU), que é pseudo-polinomial, pois depende

do valor U.

Esta complexidade pode se mostrar muito ruim na pratica. Isto ocorre, principalmente,
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(e) (f)

Figura 4.1. Exemplo de execu¢do do algoritmo de rotulamento (o rétulo r indica quais
ndés foram visitados).
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quando as capacidades sao muito grandes. Outro ponto que também prejudica a eficiéncia
deste algoritmo é a destruicdo de informacao 1util para as préximas iteragoes, pois os rétulos
que sao apagados no inicio de cada fase poderiam agilizar os procedimentos das fases

seguintes, como sera visto adiante, no algoritmo de caminhos minimos.

A Figura 4.2 mostra um exemplo de como o algoritmo pode funcionar de forma nao

satisfatéria com arcos de capacidades grandes.

: cr(v,w) :

108 e 108

(a) (b) (c)

Figura 4.2. Exemplo do mal funcionamento do algoritmo de rotulamento (o algoritmo
pode selecionar os caminhos s —a —b—t e s —b— a — t, alternadamente, 10° vezes, cada
caminho transportando apenas uma unidade de fluxo).

As segOes a seguir mostram outras maneiras utilizadas para construir e escolher um
caminho s — ¢, ponto que influencia na complexidade dos algoritmos, como poderd ser

comprovado.

4.2. Algoritmo de Escala de Capacidades

Na descricao do algoritmo de rotulamento, verificou-se que um dos problemas que causam
um tempo de execucgao alto é o fato de se enviar fluxo muitas vezes por caminhos s — ¢ de
capacidades pequenas. Portanto, uma maneira de melhorar, ou acabar, com esse problema

é escolher caminhos com as maiores capacidades possiveis.
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Este algoritmo, proposto por Edmonds e Karp (1972) reduz a complexidade de O(nmU)
para O(m?logU) [8]. Contudo, ele realiza muitas iteracdes por ter que achar um caminho
de maior capacidade, ou seja, o algoritmo terd que achar todos os caminhos existentes
em uma determinada fase e comparar suas capacidades para escolher aquele com a maior

delas.

Para evitar tal custo, uma variacao deste algoritmo, proposta inicialmente por Gabow,
é conhecida como algoritmo de escala de capacidades[3, 8]. A idéia é bastante parecida,
isto é, ainda deseja-se enviar fluxo por um caminho com grande capacidade, mas nao
necessariamente a maxima. Para isto, constréi-se uma rede residual especial, para que se
possa garantir uma quantidade minima de fluxo passando pelos caminhos que compoem
a rede. Isto é, constrdi-se a rede residual de forma a garantir uma quantidade minima de

fluxo passando por qualquer caminho s — ¢ escolhido.

Formalmente, seja A um pardmetro dependente de um dado fluxo f. Define-se rede
A-residual G¢(A) uma rede cujos arcos tem capacidade maior ou igual a A: cf(u,v) > A,
para todo uv € Gy. Note que Gf(1) = G5 e G4(A) é um subgrafo de Gy, conforme

exemplificado na Figura 4.3.

12

(a) (b)

Figura 4.3. Exemplo de uma rede A-residual: (a) rede residual Gy; (b) rede A-residual
Gs(A) para A = 8.

O algoritmo é executado em fases, sendo cada uma delas determinada por um valor
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constante de A. A fase acaba quando nao é mais possivel encontrar um caminho de s para
t na rede A-residual. O valor inicial de A é 2U°8UJE este valor é dividido pela metade a
cada nova fase até que A < 1. Nesse ponto, como as capacidades sdo inteiras e positivas,
nao é mais possivel formar uma rede residual. Além disso, a rede estd desconexa, logo o

fluxo encontrado é méaximo e o algoritmo termina.

O algoritmo é mostrado na Figura 4.4.

Algoritmo: ESCALA DE CAPACIDADES

1.  inicio

2. f:==0

3. A := 2llogU]

4. enquanto A > 1 faga

5. enquanto a rede A-residual G¢(A) contém um caminho s —t faga % fase
6. identifica um caminho p em G(A);

7. 0 :=min{cy(u,v) : uwv € p};

8. envia ¢ unidades de fluxo através de p;
9. atualiza G (A);

10. fim enquanto

11. A=A)2

12. fim enquanto

13. fim

Figura 4.4. Algoritmo de escala de capacidades

A complexidade deste algoritmo reduz a complexidade do algoritmo de rotulamento de
O(nmU) para O(m?logU). Este valor é alcangado porque, a cada fase, a quantidade de
fluxo que passa na rede é reduzida a metade. Portanto, sao necessarios m logU caminhos
s — t (considerando que cada caminho leva uma unidade de fluxo e satura um arco).
Contudo, para construir a rede A-residual (o que acontece sempre que o valor de A é
atualizado, ou seja, a cada fase), é preciso percorrer no minimo m arcos para saber se a

capacidade residual de cada um é maior ou igual a A.

Esta complexidade ¢é o resultado da aplicagao do mesmo método utilizado no algoritmo
de rotulamento para a construcdo e determinagao de que néo existem mais caminhos (Lin-
has 5 e 6 da Figura 4.4). A préxima se¢ao mostra uma nova forma de escolher um caminho

e esta poderd ser usada neste algoritmo, melhorando um pouco sua complexidade, como
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sera visto.

4.3. Algoritmo de Menores Caminhos

O algoritmo da secao anterior melhorou o tempo de execugao do algoritmo de rotulamento,
mas sua complexidade ainda depende do valor U, fato que pode causar um tempo de
resposta ruim na pratica. Uma complexidade fortemente polinomial é preferivel a uma

fracamente polinomial (Se¢ao 2.3).

Edmonds e Karp ([1, 5, 6]) imaginaram que enviando fluxo por caminhos mais curtos
seria mais rapido. Assim, uma outra maneira de escolher por qual caminho s — ¢ enviar

fluxo é através dos menores caminhos, ou seja, aqueles com o menor niimero de arcos.

Este algoritmo utiliza os conceitos de rétulos de distancia, arcos admissiveis e a fungao

de comprimento é unitdria para todos os arcos (Ver Capitulo 3).

Inicialmente é realizada uma busca em largura na rede, a partir de ¢ para determinar
os rétulos de distancia exatos d(v), para todo né v, onde d(v) é dito exato se corresponde
ao comprimento de um menor caminho entre v e ¢ em G. Os caminhos s — t, pelos quais
o fluxo serd enviado, sao compostos apenas por arcos admissiveis. O fluxo é entao enviado

de s para t por um caminho admissivel.

Para obter tal caminho, o algoritmo mantém um caminho admissivel parcial, de s
para um né v qualquer, e executa, iterativamente, uma das duas operacoes descritas a
seguir, sobre o 1ltimo n6 do caminho, chamado de né atual ou no corrente. Este processo
é repetido até que t seja alcancado. Neste momento, a capacidade do caminho s — ¢
construido ¢ enviada e um novo caminho serd procurado. Estes passos sao executados até

que o fluxo seja maximo.

No inicio de cada passo de determinagao de um caminho admissivel p, o né atual inicial

é sempre s e p = (s).

As duas operagoes utilizadas no algoritmo sao:
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e AVANCE(v) - se existe um né w tal que d(v) = d(w) + 1, entdo adiciona o né ao
caminho admissivel (parcial) p, faz antecessor(w) = v e 0 né atual passa a ser w. Se
w = t, entdo envie fluxo através do caminho p = (s,...,w) e faca novamente o né

atual ser s e p = (s);

e RETORNE(v) - quando um né na rede é alcangado, mas nao possui arco admissivel a
partir dele, entao o algoritmo utiliza esta funcao para retornar a um né da rede que

possua tal arco (técnica semelhante a busca em profundidade).
Matematicamente, se 0o né atual v nao possui arco admissivel, entao faz-se d(v) =
min{d(w) +1: (v,w) € Ef}. A partir dai tem-se trés possibilidades:
1. Se v = s e d(v) > n, entao pare, pois a rede estd desconexa e o fluxo é méximo.
2. Se v = s e d(v) < n, entdo execute AVANCE(v).
3. Se v # s, entao o no atual passa a ser o antecessor de v e 0 n6 v € retirado do

caminho p.

Esta operacao utiliza a técnica conhecida como rotulamento, descrita posteriormente,
na Secao 5.2 - algoritmo de Goldberg e Tarjan. De forma geral, a operagdo RETORNE(v)

pode ser vista como uma intencao de criar um arco admissivel a partir de v.

A Figura 4.5 mostra o algoritmo e as duas operagoes acima.

Para que a corretude do algoritmo seja garantida, é preciso recorrer as propriedades
referentes a rétulos de distancia (Secdo 3.2.2). A Propriedade 1 garante que os rétulos de
distancia servem para construir os caminhos minimos. Pelo mesmo argumento utilizado
para mostrar a corretude do algoritmo de rotulamento, um nimero finito de caminhos sera
encontrado. Contudo, a condicao de parada do algoritmo é diferente. Entao, como garantir

que o algoritmo termina e que alcanca um fluxo méximo?

A propriedade abaixo garante que os rétulos nunca diminuem.

Propriedade 5. Para cada né v, o rétulo de distancia d(v) nunca diminui.
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Algoritmo: MENORES CAMINHOS s — ¢
1.  inicio
2. f=0;
3. calcule os rétulos de distancia exatos d(v), de todo v parat; % busca em largura
4. D= (s); % caminho admissivel
5. vi=§; % né atual
6. enquanto d(s) < n faca % Propriedade 3
7. se existe w tal que d(v) = d(w) + 1 entao
8. AVANCE(v);
9. se v =t entao
10. envie fluxo através do caminho % quantidade de fluxo igual
11. p encontrado; % a 6 =ming, )ep{cr(v,w)}
12. p = (s);
13. V=S
14. fim se
15. senao RETORNE(v); % ndo existe arco admissivel
16. fim enquanto
17. fim
Procedimento: AVANCE(v)
1. inicio
2. p:=pUw; % adiciona o né w ao caminho admissivel p
3. V= w; % né atual passa a ser o préximo né
4. antecessor(w) = v % variavel para construir o caminho
5. fim
Procedimento: RETORNE(v)
1. inicio
2. d(v) :== min{d(w) + 1: (v,w) € Ef} % rotulamento
3. se v # s entao % s ndo possui antecessor
4. v := antecessor(v) % o né atual passa a ser o nd antecessor a v
5. fim

Figura 4.5. Algoritmo de menores caminhos s — t e suas operacoes
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Uma aplica¢ao de uma operacao de rotulamento em v - dentro do procedimento RETORNE(v)
- aumenta d(v)) e quando d(s) > n, a rede estd desconexa, pela Propriedade 3. Logo, pelo

Teorema 1, pode-se dizer que, neste instante, o fluxo na rede é maximo.

Vale observar que a técnica utilizada neste algoritmo é bastante parecida com o algo-
ritmo de rotulamento. Contudo, este restringe o niimero de arcos (apenas os admissiveis)
e ndo “apaga” os rétulos de distancia. Pelas propriedades de rétulos validos, vistos na
Secdo 3.2.2, as distancias nunca diminuem e quando d(s) > n, a rede estd desconexa.
Portanto, é facil ver que este algoritmo acha um caminho s — ¢ com menos iteragoes que
o algoritmo de rotulamento. E como os caminhos escolhidos sdo sempre menores (com

menor nimero de arcos), é mais rapido enviar fluxo de s para t.

Assim como todos os algoritmos de decomposi¢ao de fluxo em caminhos, cada envio de
fluxo por um caminho encontrado satura, no minimo, um arco deste caminho. Portanto,
ap6s m caminhos, no pior caso, satura-se todos os arcos, nao sendo mais possivel enviar
fluxo. Como o algoritmo executa enquanto d(s) < m e a distancia de s até ¢ aumenta
de uma unidade (pela Propriedade 5), no minimo, a cada arco saturado, entdo depois de
no maximo n caminhos encontrados, d(s) > n. Para achar um caminho minimo na rede,
percorre-se, no maximo m arcos. Desta forma, a complexidade deste algoritmo é O(nm?),

a qual nao depende mais do valor de U.

A utilizagdo deste método no algoritmo de escala de capacidades, ou seja, na rede
A-residual, enviar fluxo pelos menores caminhos (modificagdo do algoritmo de Gabow,
proposta por Ahuja e Orlin [1]), reduz a complexidade do segundo algoritmo de O(m?log U)
para O(nmlogU).

4.4. Algoritmo de Rede em Camadas

Este algoritmo, desenvolvido por Dinitz, envia fluxo através de caminhos s — ¢ em uma
rede em camadas [8, 21, 6]. A cada fase do algoritmo é construida uma rede em camadas

e um fluxo bloqueante é encontrado.
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Apesar de sua complexidade de pior caso se assemelhar com o algoritmo de menores
caminhos (ja que pode ser visto como um caso particular deste), na pratica ele funciona

de forma mais rapida.

Pela propria definicao de rede de em camadas, a seguinte propriedade se verifica: se v
e w pertencem a mesma camada, entdo d(v) = d(w). Assim, todos os caminhos que levam
de s para t possuem o mesmo comprimento que é minimo. Dado um fluxo f, é possivel
construir uma rede em camadas G 7, a partir de uma rede residual G, utilizando rétulos

de distancia, da seguinte forma:

1. determine as distancias exatas d(v), de todo né v até ¢, na rede residual Gy;
2. a rede em camadas contém, entdo, apenas os arcos admissiveis;

3. o0s nods que nao participam de nenhum caminho da fonte até o sumidouro sao retirados

da rede.

Quando um fluxo bloqueante f é encontrado na rede G, o algoritmo recalcula os rétulos
de distancia exatos na rede residual Gy, constréi uma nova rede em camadas e executa
todo o processo novamente. O algoritmo termina quando, formada a rede em camadas, o

sumidouro nao é mais alcancavel a partir da fonte.

O algoritmo é mostrado na Figura 4.6. O procedimento FLUXO BLOQUEANTE é muito
parecido com o algoritmo apresentado na Secao 3.3.1, aplicado a uma rede em camadas.
Contudo, esta ndo é a unica maneira de se encontrar um fluxo bloqueante em uma rede
aciclica. A rotina mais rdpida para o problema pode ser encontrada em [22], a qual acha

um fluxo deste tipo em O(mlogn?/m).

A idéia de Dinitz funciona por razoes semelhantes as vistas para o algoritmo da se¢ao

anterior.

Cada fase deste algoritmo é determinada pela construcao de uma rede em camadas,
a partir de uma rede residual, e do cdlculo de um fluxo bloqueante. A cada envio de

fluxo por um caminho na rede em camadas, um arco deve ser saturado. Contudo, neste
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Algoritmo: REDE EM CAMADAS
inicio
f=0;
f(u,v) := 0, para todo arco uv € E;
calcule as distancias exatas d(v), de todo v para t, em Gy; % busca em largura
construa a rede em camadas G ;
enquanto G # contém um caminho s — ¢ faca
f = f+FLuxo BLOQUEANTE(éf);
calcule as distancias exatas d(v), de todo v para t, em Gy;
construa a rede em camadas G 75
fim enquanto
fim

PR XN ok
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Procedimento: FLUXO BLOQUEANTE(G/f)
inicio
z:=0;
enquanto G ¢ contém um caminho s — ¢ faca
identifica um caminho p em G 75
0 := min{cy(u,v) : Yuv € p};
z:=2x+0; % soma de caminhos - Seg8o 3.3.1
flu,v) := f(u,v) + 0, Yuv € p; % soma de arcos
fim enquanto
retorne z;
0. fim

5 © 00N otk W

Figura 4.6. Algoritmo de rede em camadas e a rotina de fluxo bloqueante
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caso, s6 é necessario percorrer n — 1 arcos para achar um caminho s — ¢ nesta rede, pois
todos os caminhos tem o mesmo comprimento e arcos para tras nao sao adicionados a
rede. Portanto, em cada fase, O(nm) caminhos sdo necessarios para se calcular um fluxo
bloqueante. Como o algoritmo executa até que a rede em camadas construida nao possua
mais caminhos s—t, entao no maximo n redes em camadas sdo construidas até que d(s) > n,

pela Propriedade 5, causando uma complexidade de O(n?m).

Este algoritmo pode ser visto como uma modificacao do algoritmo de menores caminhos,

a saber:

1. Na operagdo RETORNE(v), ndo haverd mais rotulamento, pois ndo é possivel criar
arcos para tras pela prépria definicao de rede em camadas. O né que nao possuir

mais arcos admissiveis partindo dele sera bloqueado;

2. A defini¢do de arco admissivel passa entdao a ser, no algoritmo adaptado, um arco

vw, onde d(v) = d(w) + 1, ¢f(v,w) > 0 e w néo estd bloqueado;

3. Quando a fonte se tornar bloqueada, os rétulos de distancia sao entao recalculados.

A Figura 4.7 mostra tais modificacées no algoritmo de menores caminhos para que este
execute como um de fluxo bloqueante. Por este motivo, os algoritmos de fluxo bloqueante
podem ser classificados como algoritmos de decomposicao de fluxo em caminhos. Como
o algoritmo de Dinitz pode ser visto como uma modificagao do algoritmo de Edmonds e
Karp, que é, naturalmente, um algoritmo de decomposicao de fluxo em caminhos, entao,

optou-se por também classificad-lo dentro desta abordagem.

4.5. Algoritmo de Fluxo Bloqueante Binario

Recentemente, Goldberg e Rao desenvolveram um algoritmo utilizando a mesma técnica
de fluxo bloqueante do algoritmo de Dinitz. Mas calculado em uma rede diferente da rede de

menores caminhos [3, 23]. Este algoritmo possui uma complexidade de O(mA log(n?/m)logU),
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Algoritmo: MENORES CAMINHOS = REDE EM CAMADAS

1.  inicio
2. f=0;
3. :
4. enquanto d(s) < n faca
5. se s = bloqueado entao
6. calcule as distancias corretas d(v), de todo v para t, em Gy; % busca em largura
7. se existe w, tal que d(v) = d(w) + 1 e w # blogueado entao
8. AVANCE(v);
9. se v =t entao
10. envie fluxo através do caminho p;
11. D= (s);
12. V= S;
13. fim se
14. senao RETORNE(v);
15. fim enquanto
16. fim
Procedimento: AVANCE(v) Procedimento: RETORNE(v)
1. inicio 1. inicio
2. p:=pUw; 2 v := bloqueado
3. v 1= w; 3. se v # s entao
4. antecessor(w) := v 4 v := antecessor(v)
5. fim 5. fim

Figura 4.7. Modificacao do algoritmo de menores caminhos para funcionar como um de
rede em camadas
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. 12 . . .
onde A = min{m2,n3}. Esta complexidade de pior caso é realmente a menor entre todos
os algoritmos conhecidos, até hoje, para resolver o problema de fluxo méximo. Contudo,

como serd visto Capitulo 6), ele ndo tem alcancado resultados tdo bons na prética.

A idéia geral deste algoritmo é calcular um fluxo bloqueante em uma rede aciclica,
construida de forma diferente da rede em camadas, e depois repassar este fluxo para a
rede original. As diferencas para o algoritmo de Dinitz residem na rede aciclica sobre a
qual é calculada o fluxo bloqueante e na forma como este fluxo é repassado a rede original.
E importante observar que o fluxo bloqueante calculado na rede modificada pode nao
corresponder a um fluxo na rede original. Diferentemente do algoritmo original de Dinitz,
o fluxo bloqueante nao pode ser simplesmente adicionado ao fluxo anterior, arco por arco.

E preciso portanto, um tratamento no fluxo antes e depois de calcular o fluxo bloqueante.

4.5.1. Construcao da rede aciclica

Como no algoritmo de Dinitz, é necessario construir uma rede de menores caminhos para
que depois seja calculado um fluxo bloqueante nesta. A rede aciclica é construida a partir
dos rétulos de distancia, mas utiliza uma funcao de comprimento bindria, ou seja, os arcos
recebem comprimento 0 ou 1, dependendo de um valor 7, chamado que grau de compressao

da rede, cujo significado sera discutido mais adiante.

Entao, a definicdo da funcao de comprimento binaria [/, para todo arco vw, é:

o [(v,w) =0se cp(v,w) > 37 ouse 217 < ¢cp(v,w) < 37 e cy(w,v) > 37; €

e [(v,w) =1, caso contrario.

A idéia de uma funcao de comprimento nao unitaria ja havia sido sugerida por Edmonds
e Karp [3], mas antes do algoritmo de Goldberg e Rao, nenhum trabalho tinha apresentado

melhorias significativas de complexidade.

Depois de definida a funcao de comprimento dos arcos, sao calculados os rétulos de

distancia. De acordo com a defini¢ao de arco admissivel dada na Secao 3.2.2, substituindo
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o valor de [, um arco é admissivel, para este algoritmo, se ele satisfaz uma das condigoes

abaixo:

d(v) > d(w) (4.1)
div) =d(w) e Il(v,w)=0 (4.2)

A Propriedade 4 vale também para uma fungao de comprimento bindria [3].

4.5.2. Descompressao do fluxo

Depois de construida a rede aciclica, um fluxo bloqueante é calculado, isto modifica o
fluxo passando em alguns arcos da rede original. Os arcos de comprimento 0, que parecem
essenciais para que seja alcancada a complexidade do algoritmo, causam o problema de

nos unificados e entao este fluxo precisa ser repassado dentro de tais nos.

Um ponto importante a salientar é o fato de no algoritmo de Dinitz, o que pode causar
uma complexidade pior é o fato de existirem arcos com grandes capacidades entre duas
camadas diferentes. Portanto este é o ponto que tenta ser evitado no algoritmo de Goldberg
e Rao, colocando-se um arco com grande capacidade “dentro” de uma mesma camada. Mas
depois de calculado o fluxo bloqueante na rede aciclica é necessario repassar este fluxo na

rede original.

Estas operagoes serao descritas com mais detalhes na Secao 4.5.5.

4.5.3. Grau de compressao

Existe uma estimativa do valor de fluzo residual (limite superior da quantidade de fluxo
que ainda pode ser enviada pela rede) e a medida que esta estimativa diminui, o parametro
T é recalculado e, consequentemente, o valor da func¢ao de comprimento e dos rétulos de
distancia sao atualizados. As redes residual e a aciclica sao reconstruidas. Neste ponto,

calcula-se entao um fluxo bloqueante.
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Deseja-se enviar, no maximo, 7 unidades de fluxo a cada cdlculo de fluxo bloqueante,
para que a distribuicdo desta quantidade de fluxo na rede original ndo se torne uma

operacao custosa.

Devido ao uso de uma funcao de comprimento bindria, alguns nés sao “identificados”,
ocasionando uma rede diferente da rede residual original. Neste contexto, considera-se nds
os do grafo original de entrada e nos contraidos o conjunto de nés que foram “identificados”.
E f4cil ver que a rede onde sera calculada o fluxo bloqueante pode ter ambos os tipos de

nos. Contudo, nesta rotina, os dois tipos sao tratados da mesma forma.

E importante observar que quanto menor o valor de 7, mais a rede serd comprimida,
contudo, pouco fluxo passard e cada fase. Caso contrario, ou seja, quanto maior o 7, a
execucao deste algoritmo e a rede formada ficam mais parecidos com o algoritmo de rede

em camadas da se¢ao anterior.

A diferenca com o algoritmo de Dinitz estd na construcao da rede aciclica C’, que
depende do valor de 7, que por sua vez, depende do valor de fluxo residual F. A constante
de proporcionalidade escolhida, entre estes valores (7 e F), é a/A, onde o é uma constante

positiva.

4.5.4. Formulacao genérica

Como no algoritmo de Dinitz, o algoritmo BBF (no original inglés - Binary Blocking Flow)
opera em iteracoes , em cada uma é calculado um fluxo bloqueante ¢’, em uma rede auxiliar
aciclica C'; e ¢’ é atualizado na rede original. O valor de 7 é mantido constante até que F
tenha diminuido S vezes, onde (3 é outra constante positiva. As iteragoes executados sob

um mesmo valor de 7 constituem uma fase.

Assim, uma fase diminui o valor total de fluxo que ainda pode ser enviado, F , para
aF /A. E este valor é alcancado, apé6s (3 iteragoes, cada um delas levando 7 unidades de

fluxo.s

Uma formulagao genérica do algoritmo BBF pode ser encontrada na Figura 4.8 [23].
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Algoritmo: BBF [GENERICO]

1.  inicio

2. f=0;

3. enquanto ESTIMATIVA FLUXO(Gy) > 1 faca % inicio de uma fase
4. F := EsTiMaTIVA FLUXO(G #);

5. 7 := [aF/A];

6. enquanto ESTIMATIVA FLUXO(G) > BF faga Y% 7 constante

7. Nova RESIDUAL(f,7); % célculo de [ e d em Gy
8. C'" := REDE AcicCLICA(Gy,T); % pré-processamento
9. g := FLUXO BLOQUEANTE(C");

10. f = f+FLuxo TRANSFERIDO(g',C',G); % pds-processamento
11. fim enquanto

12. fim enquanto

13. fim

Figura 4.8. Algoritmo BBF - Descrigao Genérica

Esta formulacao é dita genérica, pois este algoritmo se mostra bastante flexivel em

varios aspectos:

1. a escolha da estimativa inicial do fluxo residual, tem influéncia na eficiéncia do al-
goritmo, ou seja, quanto mais préximo do verdadeiro valor de fluxo maximo for a
estimativa do limite superior, menos iteracoes serao necessarias até que a estimativa

diminua;

2. os valores das constantes « e § servem como uma parametrizacdo do algoritmo, ou
seja, é possivel melhorar o tempo de execucdo do algoritmo na prética, dependendo
do tipo da instancia, variando os valores destas constantes. Como ja citado, a escolha
do valor de 7 deve tentar manter o equilibrio de tempo gasto com as operacoes de
compressao e descompressao da rede (passos de pré e pés-processamento do algoritmo,

respectivamente).

3. a forma como os ciclos induzidos pelos arcos de comprimento 0 sdo tratados (pro-
cedimento REDE AcCICLICA(GY, 7)), também influenciam na execugdo do algoritmo.
E possivel encontrar em [3] e [23] duas maneiras diferentes para formar as redes

aciclicas;
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4. como o fluxo bloqueante, calculado na rede aciclica, é depois distribuido para a
rede residual original. Este ponto tem relacao com o item anterior e refere-se ao

procedimento FLUXO TRANSFERIDO(¢',C’, G).

As secoes a seguir se dedicam a descrever as operagoes principais do algoritmo com

algum nivel de formalismo. A seguir é também mostrada sua complexidade.

4.5.5. Operacoes
As principais operagoes do algoritmo da Figura 4.8 sao:

e EsTiMATIVA FLUXO(GY)

A escolha do valor da estimativa de fluxo residual é bem simples. [3] sugere como
valor inicial F' = Y, ¢(s,w) ou F' = nU (o primeiro é mais recomendado). Contudo,

é necessario saber se esta estimativa diminuiu, para que seja iniciada uma nova fase.

Neste ponto, sao apresentadas duas possibilidades. A primeira utiliza o conceito de
volume de arco, ou seja, vol(a) = ¢;(a)l(a), para todo arco a na rede residual. E f4cil
ver que Z\mecf(cf(a)l(a)) /d(s) é um limite superior para o valor de fluxo residual.

Portanto, a estimativa de fluxo pode ser atualizada sempre que

ZVaEGf(Cf(a)l(a’)) -
a0s) =4

Uma outra maneira, ¢ manter um corte (S,7) tal que ¢/(S,T) = F. Quando
cp(S,T) < ﬁﬁ’ , a fase atual termina e 7 é atualizado. Para esta escolha, utiliza-se o
conceito de cortes canonicos descrito na Secao 2.1.3. Assim, dentre todos os cortes
canonicos (S, Ty), para k = 1,...,d(s), escolhe-se aquele de menor capacidade resid-
ual (S,T) para atualizar o valor da estimativa de fluxo. No inicio de cada iteragao,
é entdo verificado se o valor da estimativa se tornou menor (c;(S,T) < BE ). Caso
isto se verifique, uma nova fase é iniciada, com um novo valor de 7. Esta maneira é
mais interessante, pois, a cada fase, a diferenca entre a solucoes dos problemas primal

(fluxo méximo) e dual (corte minimo) é diminuida.
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e NOVA RESIDUAL(f, T)

Esta rotina constréi uma nova rede residual G ¢ a partir do valor de 7. Apesar deste
valor ser constante, este procedimento é repetido entre as iteracoes e nao entre fases,
pois quando um novo fluxo bloqueante é calculado e distribuido na rede, os fluxos
passando nos arcos se modificam, portanto, as fun¢oes de comprimento para os arcos
podem mudar (j& que esta é uma medida dependente da capacidade residual do arco
com relagdo a 7). Os rétulos de distancia, por sua vez, também serdo atualizados,

refletindo na escolha dos arcos admissiveis.

e REDE AcicLica(Gy,T)

Para se calcular um fluxo bloqueante (préximo procedimento) é necessirio que se
tenha uma rede sem ciclos, pois este deve ser calculado em uma rede de menores

caminhos.

Como j4 citado, o grafo (rede residual) formado pelos arcos admissiveis podem conter
ciclos induzidos pelos arcos de comprimento 0. Logo, estes devem ser tratados de
forma a desaparecer enquanto um fluxo bloqueante é calculado. A seguir, serao

apresentadas duas formas de construir tal rede.

Um forma bem simples de tratar os ciclos é mostrada em [3]. A idéia é contrair as
componentes fortemente conexas induzidas pelo arcos de comprimento 0. Ou seja,

elas sao substituidas por um tinico no.

Uma segunda maneira é proposta em [23]. Para esta, sejam as defini¢oes a seguir.
Um arco (u,v) € Gy é dito para baizo ou para frente se d(u) > d(v), para cima ou
para trds se d(u) < d(v) e horizontal se d(u) = d(v). Um nicleo C de Gy é um
subgrafo de G, contendo todos os nés, todos os arcos para baixo e um subconjunto
dos arcos horizontais. Tal subconjunto contém todos os arcos de comprimento 0 e
todo arco a com cy(a) > 27, cujo arco reverso ji pertence ao nicleo. Além disso,

nenhum arco, de algum ciclo do nitcleo, possui capacidade menor que 27.

Como citado anteriormente, as componentes fortemente conexas na primeira es-
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tratégia, sdo contraidas em um unico né. Aqui, contudo, cada componente forte-
mente conexa SCC' é substituida por uma componente aciclica. Para cada né v em
uma SCC, determina-se (ndo necessariamente distintos) nés de entrada e nds de
saida (no_entrada(v) e no_saida(v), respectivamente). A rede aciclica C' é portan-
to formada pela uniao de todas as componentes aciclicas, unidas por arcos do tipo
(no_saida(u),no_entrada(v)), onde (u,v) é um arco do nicleo de Gy e u e v pertencem
a diferentes SCC. O arco (no-saida(u),no_entrada(v)) possui a mesma capacidade

que o arco (u,v) do nicleo.

A seguinte propriedade deve ser atendida neste procedimento:

Propriedade 6. Para cada componente fortemente conexa SCC do nicleo e para
todos os nos u e v de SCC, existe um caminho na componente aciclica de u para v

de capacidade pelo menos T.

Esta propriedade é facilmente verificada pela propria construcao do niticleo e para
garantir a correta distribuicao do fluxo bloqueante calculado. Para isto, é necessario
também que cada arco da componente possua uma capacidade de pelo menos 27.
Assim, como o algoritmo limita a quantidade de fluxo passando pela rede, e por
conseguinte em cada né contraido, entao fica facil rotear o fluxo dentro destes se as

componentes obedecem a propriedade acima.

e FLUXO BLOQUEANTE(C")

Neste momento, a rede aciclica C' é uma rede de menores caminhos, contendo nés e
nos contraidos. Contudo, para o procedimento que calculard o fluxo bloqueante isto

é transparente, entao uma rotina qualquer para o problema pode ser usada.

e FLuxo TRANSFERIDO(¢',C’, G)

No passo anterior, um fluxo bloqueante foi calculado, isto modifica o fluxo passando
em alguns arcos da rede original. A restricao de conservacao de fluxo é atendida nos
noés da rede contraida, mas pode nao ocorrer o mesmo nos nés da rede original, em

outras palavras, é preciso rotear (distribuir) o fluxo dentro das componentes conexas.
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Considere uma componente que nao contem nem a fonte nem o sumidouro. O que
entra por esta componente menos o que sai, deve ser igual a zero, ja que esta pertence
a C' onde foi calculado um fluxo bloqueante. Se o valor de ¢’ > 7, entdo o primeiro
passo desta rotina é enviar ¢’ — 7 unidades de fluxo de volta para s. Isto é feito,
colocando excesso no sumidouro igual a ¢’ — 7 unidades e processando uma busca,
nos nés da rede ainda contraida, do sumidouro para a fonte, reduzindo fluxo nos

arcos para eliminar o excesso.

O restante serd entao distribuido na forma a seguir:

1. escolhe-se um né de cada componente para ser a raiz;
2. forma-se uma arvore de entrada e uma arvore de saida a partir da raiz;

3. os excessos positivos sao distribuidos pela arvore de entrada e os negativos, pela

arvore de saida

O fluxo resultante nao viola nenhuma capacidade, por causa da Propriedade 6.

Se a componente possui a fonte ou o sumidouro, um processo semelhante é executado,

escolhendo estes nés como raizes.

4.5.6. Corretude e complexidade

A prova de que o algoritmo BBF funciona corretamente, baseia-se na propriedade que
os rétulos de distancia nunca diminuem. Para os lemas a seguir, considera-se que uma
iteragao inicia com um fluxo f e termina com um fluxo f + ¢, onde g é o resultado do
procedimento FLUXO TRANSFERIDO(¢',C’,G). As provas dos lemas a seguir podem ser

encontradas em [3, 23].

Lema 2. Para todou €V, vale dy4(u) > df(u). Além disso, seja m um caminho minimo

de u para t na rede residual Gy.4. Se dsiq(u) = ds(u) < 0o, entdo, para todo né v em ,

vale djiq(v) = df(v).
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Este lema pode ser provado pela prépria escolha dos arcos admissiveis para este algo-
ritmo. A seguir, garante-se que se a quantidade de fluxo que passa em uma determinada
iteragao é no maximo 7, entao, pela construcao da rede, é facil distribuir o fluxo na rede

original.

Lema 3. Seja g um fluxo bloqueante em C'. Se |g| < T entao g é um fluxo bloqueante em

Gy.

A complexidade deste algoritmo é determinada pelo nimero de fases, pelo nimero de

iteragoes em cada fase e pelos custos de cada iteragao.

A cada iteragao, dominada pela computacao de um fluxo bloqueante, ou o valor do
fluxo aumenta de no minimo 2F /A ou a distancia da fonte ao sumidouro aumenta de pelo
menos uma unidade. Pode-se provar que quando a distancia excede cA, para uma dada
constante ¢, F' deve diminuir. Depois de O(A) iteracoes, F' deve diminuir, ou porque o fluxo
aumentou de pelo menos 513’ ou porque a distancia entre a fonte e o sumidouro excedeu

cA.

Assim, a cada fase, SF quantidades de fluxo sao enviadas (esta quantidade é dividida
em pedagos de tamanho no maximo 7) e, como os rétulos de distdncia apenas crescem, em

um momento, s ndo alcancard mais ¢. Neste momento o fluxo é maximo.

Utilizando cortes canonicos na atualizacao da estimativa de fluxo, é possivel realiza-lo
em tempo O(m). A nova rede residual, os comprimentos e rétulos podem ser calculados
também em O(m). A contracio e descontragio da rede aciclica podem ser feitas em O(n)

passos.

Como jé citado, a rotina mais rapida, proposta por Goldberg e Tarjan ([22]), conhecida

para calcular um fluxo bloqueante em uma rede aciclica executa em O(mlog(n®/m)).

A estimativa inicial de F' é limitada superiormente por nU inicialmente. A par-
tir da funcao de comprimento bindria e das definicoes de fase e cortes canonicos, sao

necessarias O(AlogU) fases para que a estimativa inicial diminua até 1. Como em cada
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fase sao calculados fluxos bloqueantes, pode-se ver que a complexidade deste algoritmo é

O(mAlog(n?/m)logU).

4.5.7. Sumario

Este algoritmo pode ser classificado como um de decomposicao de fluxo em caminhos pelas
seguintes equivaléncias com o algoritmo da Se¢ao 3.3.1 (além de ser uma generalizagao do

algoritmo de Dinitz):

1. A condicao de executar enquanto a estimativa de fluxo for maior que 1, pode ser

vista como equivalente a ainda existir um caminho s — ¢ na rede;

2. As iteragoes se resumem a identificar um caminho e enviar fluxo através deste. Ou se-
ja, os procedimentos REDE AcicLICA, FLUXO BLOQUEANTE e FLUXO TRANSFERIDO,
poderiam ser substituidos por uma tinica rotina de cdlculo de um fluxo bloqueante,
caso a funcdo de comprimento fosse unitaria para todos os arcos. Entdo, os cam-
inhos sao construidos de forma especial, mas esta é justamente a caracteristica que

diferencia os algoritmos desta abordagem.

A Tabela 4.1 mostra um resumo das formas de construir e escolher caminhos nos al-
goritmos apresentados neste capitulo. As maneiras de finalizacdo do algoritmo, ou seja,
determinar que nao existem mais caminhos da fonte para o sumidouro sao equivalentes

entre si, como ja mostrado anteriormente.
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Tabela 4.1. Resumo das formas de escolha de caminhos s — t dos algoritmos de decom-
posicao de fluxo em caminhos

Algoritmo Decomposigao Terminagao

Rotulamento Qualquer caminho t ndo é mais alcancado a partir de s

Escala de Capacidades Menores caminhos de grandes N3o existe mais unidade de fluxo
capacidades primeiro a ser enviada ou d(s) > n

Menores Caminhos Qualquer caminho s — ¢t de menor  d(s) > n
comprimento

Rede em Camadas Todos os caminhos s — ¢t de menor  d(s) > n ou t ndo é mais alcangado
comprimento primeiro a partir de s

BBF Todos os caminhos contraidos de N3o existe mais unidade de fluxo
menor comprimento primeiro a ser enviada ou d(s) > n




Algoritmos de Manipulacao de Pré-fluxos

Os algoritmos de decomposi¢do em caminhos encontram um caminho de s para t e sé
entao enviam fluxo através deste caminho. Esta estratégia, contudo, pode gerar um ponto
fraco nestes algoritmos como citado na Secao 3.3.2. Os algoritmos classificados dentro
da abordagem de manipulacao de pré-fluxo diferem dos primeiros no sentido de enviar
fluxo por um caminho entre algum né com excesso v e um predecessor de t. Isso pode
economizar tempo de processamento no caso de varios caminhos de nés com excesso para
t se interceptarem em algum n6 v. A Figura 5.1 ilustra este caso. Primeiro, todos os nés

com excesso u; descarregam fluxo até v, e depois v descarrega até t.

U1 U2 us

t

Figura 5.1. Exemplo da idéia do funcionamento dos algoritmos de manipulacao de pré-
fluxo
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Por este motivo, a restri¢ao de equilibrio (ou conservagao de fluxo) é relaxada. A idéia
de manipulagio de pré-fluxo surgiu com o algoritmo de Karzanov [6, 21]. Utilizou uma
modificagdo do algoritmo de rede em camadas, tentando enviar o maximo de fluxo possivel
de uma camada para a outra, a cada fase; e o que nao pudesse mais ser enviado retornaria
a camada anterior. Assim, este nao seria mais um algoritmo de decomposicao de fluxo em
caminhos. A idéia de Karzanov ficou também conhecida como algoritmo de fluzo bloqueante

em ondas.

Anos depois, Goldberg e Tarjan propuseram um novo algoritmo de manipulacao de pré-
fluxo [2]. VariagGes deste algoritmo, por muito tempo mostraram ser os melhores e mais

robustos na pratica, assim como de facil modelagem em programacao paralela ([24, 25]).

Mais recentemente, um algoritmo dentro desta abordagem, desenvolvido por Hochbaum
[26], com complexidade de pior caso parecida com a do anterior, mas com rotinas mais

complicadas.

Estes, e principalmente variacoes dos dois tltimos, encontram-se entre os algoritmos

mais rapidos, na pratica, para resolver o problema de fluxo maximo.

5.1. Algoritmo de Pré-fluxo em Camadas

Este algoritmo trabalha com rede em camadas, como o algoritmo de Dinitz, mas nao
decompoe a rede em caminhos. O algoritmo de Karzanov acha um fluxo bloqueante a
cada fase, mas utilizando o conceito de pré-fluxo e ndo de caminhos [6]. A idéia de seu

funcionamento é descrita a seguir.

Inicialmente, a cada fase, é construida a rede em camadas correspondente a rede residual

e saturam-se todos os arcos partindo da fonte para criar nds ativos(pré-processamento).

O algoritmo processa todos os nés de uma camada (em qualquer ordem) utilizando dois
procedimentos. O primeiro, descarrega os excessos de todos os nés de uma camada para
a préxima (mais perto do sumidouro - ordem decrescente das camadas) e continua pelas

camadas subsequentes até atingir o sumidouro ou nao ter mais como enviar fluxo. Entao,



5.1. Algoritmo de Pré-fluxo em Camadas 71

neste algoritmo, se e(v) > 0, toma-se um vizinho de v na camada seguinte como candidato

a predecessor de t.

O segundo, retorna os excessos dos nés que nao puderam atingir a camada vizinha.
Isto é feito apenas cancelando o fluxo no arco que chega ao né com excesso. Quando isto
acontece, s6 volta uma camada para tras, diferente do primeiro procedimento que empurra
fluxo para frente até ndo poder mais. Quando uma operacao de retorno de fluxo ocorre, o
né é bloqueado e n&o poderd mais receber fluxo através da operagio de envio (descarga).
O fluxo maximo é encontrado quando nao existem mais nds ativos, ou seja, a rede em

camadas foi construida, mas ¢ nao é mais alcangavel a partir de s.

Comparando este algoritmo com o apresentado na Secao 3.3.2, vé-se que:

e A operacao de pré-processamento (gerar nés com excesso) é feita sempre que uma

nova rede em camadas é construida. Pois a cada inicio de fase ndo existem nés ativos.

e A fase 1 (descarregar o maximo de fluxo possivel) é realizada enquanto existe né
ativo na atual rede em camadas, que, neste caso, devem apenas obedecer a condicao

e(v) > 0.

e A fase 2 (retornar fluxo para a fonte) acontece juntamente com a fase 1, pois, em
uma determinada rede em camadas, quando nao é mais possivel enviar fluxo para o
sumidouro, a operac¢ao de retorno retira os excessos, da forma citada anteriormente,
fazendo com que nao existam mais nés ativos ao fim de cada etapa. Por este motivo,
ao final de cada fase, o fluxo ja estd viavel, isto é, todos os nés obedecem as restricoes

de conservacao e capacidade.

Assim, a opera¢do DESCARREGUAR FLUXO(C), do algoritmo da Figura 3.4 nao sofre
muita alteracdo, pois 0 né mais baixo é um vizinho, ou seja o caminho serd composto
de apenas um arco. A alturas dos nés correspondem as camadas as quais eles pertencem
(quanto mais préxima da fonte, mais alto o nivel da camada), entdo, a operacao eleve nivel
fica subentendida no procedimento de retorno, com o cancelamento do fluxo em um arco

que chega a determinado né.
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Este algoritmo reduz o tempo de execucao do algoritmo de Dinitz, o qual este se baseou,
de O(n?m) para O(n®). Este valor é alcancado porque, em cada fase, as operagoes de
descarga e retorno de fluxo sao executadas n — 2 vezes, no maximo. A primeira, porque é o
nimero maximo de camadas que ela pode percorrer e a segunda, porque n — 2 nés podem
ser bloqueados (nem a fonte, nem o sumidouro sdo bloqueados). E uma vez bloqueado,
o fluxo nao podera mais ser enviado pelo n6. Como sao necessarias n rede em camadas,
no pior caso, para que s nao alcance mais ¢, pelo mesmo argumento dado no algoritmo de
Dinitz, tem-se portanto que este algoritmo acha um fluxo bloqueante em O(n?) passos e

termina sua execugdo, achando um fluxo méximo, em O(n?).

5.2. Algoritmo de Pré-fluxo com Rotulamento

O algoritmo define um rotulo de distancia usando uma funcdo de comprimento unittaria e
utiliza arcos admissiveis para identificar os candidatos a predecessores de ¢t que receberao

o fluxo originado dos nés com excessos.

5.2.1. Rétulo de distancia

Antes de descrever o algoritmo, duas questoes devem ser mostradas. Primeiro, qual a
ordem de escolha do né6 ativo a enviar fluxo. O caminho C,,, utilizado como parametro
na fungdo DESCARREGAR FLUXO(C,, ), deve ser formado por v com excesso, o qual foi
escolhido a partir de uma fun¢do que manipula a estrutura de dados para guardar os nés
com excesso. E w é um vizinho de v alcangado a partir de um arco admissivel. A segunda
questao é como estimar a distancia de um né para s ou para t. Para isto, como visto na
Secao 3.2.2, utiliza-se rdtulos de distincia d. Se arcos admissiveis para frente (na dire¢ao
do sumidouro) ndo existem, entdo aumenta-se o rétulo de distancia do né com a intengao

de criar arcos admissiveis para trds, isto é, de volta para a fonte.

O lema a seguir apresenta uma importante propriedade sobre rétulos de distancia.
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Lema 4. Se f é um pré-fluxo e d é um rétulo valido qualquer para f, entao o sumidouro

t nao é alcancavel a partir da fonte s na rede residual.

5.2.2. Descricao

O algoritmo de fluxo médximo comeca com um pré-fluxo f que é igual a capacidade do

arco, para aqueles que tem a fonte como origem (pré-processamento), e zero para todos os

outros.
Algoritmo: GOLDBERG E TARJAN [GENERICO]
1. inicio
2. f:=0;
3. para cada arco (s,v) € Ey faca % pré-processamento
4. £(,3) = cl5,);
5. d(v) =0, para todov € V — {s};
6. d(s) :=n;
7. enquanto a rede contém um né ativo v faga % d(v) <oo e e(v) >0
8. seleciona um ndé ativo v;
9. se a rede contém um arco admissivel (v, w) entdao Y% descarga
10. descarregue § := min{e(v), ¢y (v, w)} unidades
de fluxo do né v para o né w;
11. senao d(v) := min{d(w) +1: (v,w) € E}; % rotulamento
12. fim enquanto
13. fim

Figura 5.2. Algoritmo de Goldberg e Tarjan genérico

E fécil ver que a linha 10 é equivalente a linha 9 do algoritmo da Se¢ao 3.3.2, con-
siderando o caminho de um né mais alto para um mais baixo como sendo um tnico arco.

E a linha 11 é a forma de elevar o nivel de um né escolhida por este algoritmo.

Como no algoritmo de Karzanov, as duas fases do algoritmo da Figura 3.4 nao estao
bem separadas neste. Em [2, 6], pode-se encontrar uma facil modificagao do Algoritmo 5.2

para dividir seu processamento em duas fases bem definidas.

A operacao de pré-processamento realiza tarefas importantes, como ja visto anterior-
mente. Primeiro, coloca, em cada n6 adjacente a s, excesso de fluxo positivo, assim o

algoritmo pode comecar escolhendo algum né ativo. Segundo, como a operacdo de pré-
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processamento satura todos os arcos incidentes a s, nenhum dos arcos é admissivel. Ter-
ceiro, como d(s) = n, a Propriedade 3 implica que no existem caminhos direcionados do
né s para o né t na rede residual. Como os rétulos das distdncias ndo diminuem (Pro-
priedade 5), também é garantido que a rede residual nunca ird conter tais caminhos e,

portanto, nao precisa-se descarregar fluxo a partir de s novamente.

Uma parte do algoritmo que também deve ser especificada é a escolha dos rétulos
iniciais. Para facilitar as provas de corretude e complexidade, assume-se uma escolha
simplificada com d(s) = n e d(v) = 0 para todo v € V — {s}. Contudo, uma escolha
mais apropriada é fazer d(v) = min(dg,(v,t),dg,(v,s) + n) para todo v € V, onde f é
o pré-fluxo inicial. Ou seja, determinar os rétulos de distancia exatos, executando uma

busca em largura a partir de .

Para ilustrar a execugao deste algoritmo, considere a Figura 5.3. O item (a) da figura
representa a rede residual de fluxo com as respectivas capacidades e o rétulo d(v) para
todo v € V. Para este exemplo utilizou-se a segunda escolha de rétulos, por ocasionar
uma execuc¢ao mais rapida. O item (b), especifica o pré-fluxo determinado pela operagio

de pré-processamento.

Iteracdao 1. Suponha que o algoritmo selecione o né 2 para uma operacao de descarga
ou rotulamento. O arco (2,4) é o tunico admissivel e o algoritmo executa a descarga
de 6 = min{e(2),¢s(2,4)} = min{2,1} = 1. Esta descarga ¢ saturante. O item (c)

mostra a situacao da rede residual apds este passo.

Iteracao 2. Suponha que o algoritmo novamente selecione o né 2. Como nao ha mais arcos
admissiveis com origem no no 2, o algoritmo executa uma operagao de rotulamento e
atribui um novo valor para o rétulo da distancia de 2, d(2) = min{d(3)+1,d(1)+1} =
min{2,5} = 2. A rede residual é quase a mesma mostrada no item (c), com a exce¢ao

que d(2) = 2 ao invés de 1.

Iteragdo 3. Suponha que desta vez o algoritmo selecione o n6 3. O arco (3,4) é o dnico

admissivel a partir de 3. O algoritmo executa a descarga de § = min{e(3), cs(3,4)} =
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min{4,5} = 4. Esta descarga é nao-saturante. O item (d) mostra a situacao da rede

residual apos este passo.

Iteracao 4. O algoritmo seleciona o né 2 e executa uma descarga nao-saturante de valor

d = min = {1,3} = 1, obtendo a rede residual mostrada no item (e).

Iteracao 5. O algoritmo seleciona o né 3 e executa uma descarga saturante de valor
d = min{l,1} = 1 pelo arco (3,4), obtendo a rede residual dada no item (f) da

Figura 5.3.

Entao a rede nao contém mais nés ativos e o algoritmo termina. O valor do fluxo

méximo na rede é e(4) = 6 (excesso no sumidouro).

E facil notar que a cada momento, quando existe um né ativo, sempre é possivel executar
uma das duas operagoes bésicas neste né. A partir disto pode-se afirmar o lema a seguir

1,2, 5.

Lema 5. Se f é um pré-fluxo, d é um rétulo valido qualquer para f, e v é um no ativo

qualquer, entao ou uma operacgao de descarga ou de rotulamento pode ser aplicada a v.

E importante observar que a execugao do algoritmo nao é tnica, pois algumas decisoes
sao aleatorias. O leitor ird observar mais adiante que mesmo que as politicas de escolha do

no ativo estejam bem-definidas, ainda assim pode-se ter mais de uma execucao possivel.

5.2.3. Corretude e complexidade

Nesta secao serd mostrado que o algoritmo de pré-fluxo genérico é correto, ou seja, que
ele realmente termina e encontra um fluxo maximo. As provas dos lemas e teoremas aqui

apresentados podem ser encontradas em [2] e [5].

Primeiro é mostrado que se o algoritmo termina, entdao o pré-fluxo f encontrado é
méximo (Teorema 3). Depois é apresentada a terminagao. A prova da corretude utiliza o

conceito de caminho s — ¢ e é baseada no Teorema 1.



5.2. Algoritmo de Pré-fluxo com Rotulamento

&3)=0
d(3)=0

@)\

4//'T \5
meC |
d(1)=0 d(4)=0

2 \Aé>/ 1

&2)=0 a)
d(2)=0
e(3)=4
d@zl
3
4 T 5
g(1)=0 e(4)=1
d(1)=4 ( S | 3 t ) d(4)=0
2 ) ’ 1
&1)=0 e(4)=5
d(1)=4 < ) d(4)=0

76
e(3)=4
d@E)=1
3
4 T 5
&(1)=0 (D:E E } &(4)=0
d(1)=4 d(4)=0
2 1
&2)=2 b)
d2)=1
e(3)=0
d(3)=1
3 1
4 ~
. 2
d(1)=4 d(4)=0
2\\éf/’1
e2)=1 d)
d@2)=2
&(3)=0

Figura 5.3. Exemplo de uma execugao seqiiencial do algoritmo de pré-fluxo genérico.
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Algumas observagoes sobre os rotulos de distancia também sao necessarias. Pela Pro-
priedade 5 os rétulos de distancia nunca diminuem e os lemas a seguir mostram que eles

permanecem finitos durante a execucao do algoritmo.
Lema 6. Uma aplicacdo de uma operagao de rotulamento em v aumenta d(v).

Portanto, a aplicacao da operacao de rotulamento em um né aumenta o valor de seu
rétulo. O proximo lema mostra que os rétulos nao podem crescer muito, ou seja, per-

manecem finitos.

Lema 7. A qualquer momento da execu¢ao do algoritmo e para todo né v € V, d(v) <

2n — 1.

O tempo de execucao do algoritmo genérico depende da ordem na qual as operagoes
bésicas (descarga e rotulamento) sao aplicadas e de detalhes da implementacao, mas, como
serd visto a seguir, qualquer implementagao seqiiencial razoavel do algoritmo executa em

tempo polinomial.

A complexidade do algoritmo é dada entao pelo nimero total de operagoes bésicas,
pois estas nao podem ocorrer ao mesmo tempo, ou seja, em um né ativo v, ou aplica-
se rotulamento, ou descargas, onde estas ultimas podem ser de dois tipos - saturantes e

nao-saturantes.

O total de rotulamentos pode ser trivialmente provado a partir do Lema 7 e da suposicao

que s e t nunca sao ativos.

Lema 8. O nimero de operacgoes de rotulamento é no maximo 2n—1 por né e no maximo

(2n — 1)(n — 2) < 2n? no total.

Para que descargas saturantes ocorram em um mesmo arco (v, w), os rétulos vélidos de
v e w devem alterar-se de forma que d(v) +d(w) > 1 quando a primeira descarga saturante
acontece e d(v) + d(w) < 4n — 3 quando a tultima descarga acontece. Assim, para todos os

arcos temos um total de descargas saturantes mostrado no lema a seguir.
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Lema 9. O niimero de operacoes de descargas saturantes é no maximo 2nm.

Cada descarga nao-saturante diminui a soma de todos os rétulos dos nods ativos de 1
unidade. Enquanto as descargas saturantes e os rotulamentos aumentam este valor num
total de (2n — 1).2nm (Lema 9) e (2n — 1)(n — 2) (Lema 8), respectivamente. Como o
algoritmo comeca e termina com nenhum né ativo, esta soma deve possuir valor zero nas
duas situagoes. Logo, o numero total de descargas nao-saturantes deve ser a soma dos dois

valores anteriores, a fim de diminuir o valor da soma.

Lema 10. O niimero de operacoes de descargas ndo-saturantes é no maximo 4n’m.

O termo dominante na soma das operacoes basicas é o total de descargas nao-saturantes.

O teorema abaixo pode entao ser provado trivialmente a partir dos Lemas 8, 9 e 10.

Teorema 4. O algoritmo pré-fluxo genérico termina apds O(n?m) operagoes bdsicas.

5.2.4. Variacoes

Como foi visto no inicio desta secao, o algoritmo de Goldberg e Tarjan apresentado, foi
chamado de genérico, pois a forma de escolher o né ativo (entre outros fatores), no qual
se aplicard uma operacao de descarga ou rotulamento (linha 8), possui vérios tipos e
isto, influencia diretamente na eficiéncia deste algoritmo. Em [1] e [21] sdo apresentadas
algumas variacoes do algoritmo com relacdo a esta escolha e a influéncia destas decisoes
nas complexidades. A Tabela 5.1 resume algumas destas variagoes existentes e exibe suas

complexidades de pior caso.

No método LIFO, os nds vao sendo examinados na ordem de uma pilha, ou seja, o
ultimo que se tornou ativo, sera o primeiro a ser examinado. Este método é bastante ruim

na préatica.

Quando os nds ativos sao examinados na ordem de uma fila, tem-se entao o algoritmo

conhecido como pré-fluxo FIFO.
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Tabela 5.1. Variagées do Algoritmo de pré-fluxo com rotulamento

Algoritmo Tempo de Execucdo Caracteristicas

Pré-fluxo LIFO O(n?) 1.Examina nés ativos em ordem LIFO.
2.Método menos eficiente na, pratica.

Pré-fluxo FIFO O(n?) 1.Examina nés ativos em ordem FIFO.
2.Muito eficiente na pratica.

Pré-fluxo de maior r6tulo  O(n?y/m) 1.Examina nés ativos com maior rétulo

de distancia.
2.Possivelmente o algoritmo de fluxo méaximo
mais eficiente em préatica.
Escalonamento de excessos O(nm +n?logU) 1.Executa operagdes descarga/rotulamento
Original em nds com excessos suficientemente grandes e,
entre esses nés, seleciona o de menor rétulo
de distancia.
2.Alcanga excelentes tempos de execucdo sem
usar estruturas de dados sofisticadas.

2
1 ~
Escalonamento de excessos O(nm + 1’;{_,;—1‘;53—%) 1.Executa operagdes descarga/rotulamento
utilizando pilha em nds com excessos suficientemente grandes e,

entre esses nos, seleciona o de maior rétulo
de distancia.
2.0 mais rapido entre as trés variacoes
de escala de excessos.
Escalonamento de excessos O(nm +n?y/logU)  1.Mistura os dois métodos anteriores.
em ondas 2. Nao atinge bons tempos na pratica.

Para o método maior rétulo, seja h* = max{d(v) : v ativo}. Os néds ativos com d = h*
sdo escolhidos e enviam fluxo para os nés com d = h* — 1. Estes por sua vez enviam fluxo
para aqueles com d = h* — 2, assim sucessivamente até que uma das duas possibilidades a

seguir aconteca:

1. nao existam mais nds ativos, entao o algoritmo para;

2. uma operacao de rotulamento é feita, entdao o algoritmo recomeca.

Esta técnica é considerada e provada em varios estudos computacionais, um dos algo-

ritmos mais rdpidos para a maior parte das classes de grafos.

O método de escala de excessos foi originalmente proposto por Ahuja e Orlin [1]. O
algoritmo de pré-fluxo, como foi visto, trabalha de forma a produzir os chamados excessos
nos noés. Seja e* = max{e(v) : v ativo}, o maior valor de excesso. Observando as execugoes

do algoritmo de pré-fluxo, nota-se que nao existe um padrao particular para o valor que e*
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assume. A tnica certeza é que este valor diminue até 0.

A idéia desta modificagdo/método é semelhante ao algoritmo de escala de capacidades,
ou seja, o segundo melhora a complexidade do algoritmo genérico de caminhos aumentantes,
levando uma quantidade de fluxo suficientemente grande ao longo de um caminho. Da
mesma forma, descargas ndo-saturantes de pequenos valores sdo uma das causas (téoricas)
de uma complexidade maior nos algoritmos de pré-fluxo. Entdo, o algoritmo de escala de
excessos tenta garantir que a quantidade de fluxo que passard por arcos insaturados sejam

grandes o suficiente, para que o ntiimero de descargas nao saturantes seja pequeno.

Para mostrar o algoritmo (Figura 5.4), seja T um limite superior para o valor de e*,
chamado de ezcesso dominante. Se um né v possui e(v) > Y /2 > e*/2, entdo ele possui
excesso grande. caso contrario, o né v possui ezxcesso pequeno. O algoritmo escolhe, por-
tanto, sempre os nds ativos com ezxcessos grandes e que estao mais préximos do sumidouro
(menor rétulo). Além disso, o algoritmo nao permite que nenhum excesso seja maior que

T. Com isto, a operacao de descarga, sobre um arco vw, sofre uma modificacdo, ou seja,

§ = min{e(v), ¢s(v,w), T — e(w)}.

Algoritmo: EscALA DE EXCESSOS

1. inicio

2. pré-processamento;

3. Y := 2llog V]

4. enquanto T > 1 faga

5. % inicio de uma fase T-escalonada

6. enquanto a rede possui um nd com excesso grande faga
7. dentre todos os ndés com excesso grande,

8. escolha um né v com o menor rétulo de distancia;
9. execute descarga/rotulamento(v), garantindo que

10. nenhum e(w) > T, para todo né w;

11. fim enquanto

12. T:=7/2

13. fim enquanto

14. fim

Figura 5.4. Algoritmo escala de excessos (menor rétulo)

Além deste algoritmo de escala de excessos mais geral, existem também as técnicas de

escala de excessos escolhendo os de maior rétulo e uma que mistura os dois acima, chamado
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de escala de excessos em onda. O primeiro, se mostra mais eficiente na pratica que os outros
dois de escala de excessos. O segundo, utiliza um parametro para decidir qual das duas
formas anteriores ele ird usar para escolher um né ativo. Este parametro é a soma de todos
os excessos (Y e(v)). Se este valor é suficientemente grande (> e(v) > nY/y/logU), entao
aplicasse o método escala de excessos-pilha, caso contrario, ou seja, quando 0s excessos

diminuirem, escala de excessos original é entao aplicado.

Além destes varios métodos de escolha do né ativo, outros procedimentos e escolhas po-
dem ser aplicados ao algoritmo genérico, para melhorar o tempo de resposta. Por exemplo,
a cada vez que um né ativo é escolhido, pode-se aplicar apenas uma das duas operacoes
(descarga ou rotulamento) e entao escolher outro né para trabalhar; ou continuar com este
no, fazendo mais de uma operagao de descarga até que seu excesso se torne nulo ou uma
operacao de rotulamento aconteceu. Neste caso, diz-se que o né ativo serd examinado. A
maioria dos algoritmos escolhem esta alternativa de trabalhar com os nés ativos, ou seja, s6

escolhe outro ativo quando o que esta sendo utilizado ficou com excesso 0 ou foi rotulado.

Outras estratégias para melhorar o tempo deste algoritmo sdo as heuristicas rotula-
mento global e rotulamento de intervalo. A primeira executa, periodicamente, uma busca
em largura nos nés da rede residual, para determinar as distancias exatas destes até o
sumidouro. Para grafos com m < 10n, o procedimento é executado depois de n operagoes
de descarga. Para o caso contrario, ou seja, m < 10n, entao a heuristica de rotulamento
global é chamada depois de 2n operacoes de descarga. Estas freqiiéncias, contudo, podem

mudar de acordo com a estrutura do grafo de entrada.

Para a segunda heuristica, se existe um valor [ (0 < [ < n) tal que nenhum né tenha
rétulo de distancia igual a [, entdo todos os nés v com I < d(v) < n podem ser rotulados
para d(v) = n. Isto torna o retorno de excessos para a fonte mais rdpido. Ou seja,
esta técnica se mostra bastante eficiente quando utilizada nos algoritmos cuja divisao de

execucao em duas fases é bem definida.
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5.3. Algoritmo de Hochbaum

Por muito tempo, o algoritmo anterior era considerado o mais rdpido para resolver o
problema de fluxo maximo, principalmente por seus desempenhos praticos. Em 1997,
Hochbaum entao desenvolveu um outro método, ainda trabalhando com pré-fluxos, com

complexidade de pior caso semelhante ao anterior [6, 26].

O algoritmo de Hochbaum difere do algoritmo de Goldberg e Tarjan, por enviar fluxo
nao apenas para o proximo vizinho de um né com excesso. Neste, ¢ mantido um conjunto
de nos predecessores de t e, para cada um deles, tem-se um caminho que leva de um né

com excesso até ele.

O algoritmo possui duas fases e um pré-processamento. As variagoes no pré-processamento

e na busca dos caminhos podem melhorar a complexidade do algoritmo.

A seguir tem-se a descrigao geral do algoritmo, sua corretude e complexidade, assim

como as diversas variagoes existentes, visando a melhoria do caso geral.

5.3.1. Descricao

A idéia geral do algoritmo é dividir os nés da rede (V(G) — {s}) em conjuntos R. Estes,

por sua vez, devem atender as seguintes propriedades:

1. cada conjunto R de nds possui um noé r chamado de representante;

2. cada n6 sé participa de um unico conjunto por vez. Desta forma, a rede de entrada

pode ser vista como uma floresta (uma parti¢cdo do conjunto de nés em arvores);

3. apenas os nés representantes podem excesso positivo (e(r) > 0) no conjunto. Para
todos os outros e(v) = 0. Podem existir conjuntos onde todos os nés possuem excesso

nulo;

4. é sempre possivel encontrar um caminho orientado de qualquer né de um conjunto

até seu representante;
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5. o conjunto que contém o sumidouro R; é chamado de especial, e t é seu representante.

O algoritmo trabalha procurando arcos, na rede residual entre nés de qualquer conjunto
R para algum né do conjunto especial R;. Tais arcos sao chamados de arcos unido, ou seja,
se vw é um arco unido, entdo cf(v,w) >0, v € R e w € R;. Os dois conjuntos sdo entio
unidos (R; = R; U R). A intengédo é enviar o excesso do representante do conjunto R para
o sumidouro %, passando pelo arco escolhido. Quando arcos uniao nao mais existirem, o

algoritmo para.

Para mostrar o funcionamento do algoritmo de maneira mais formal, serao apresentadas
as operacoes basicas divididas em inicializacao, fase 1 e fase 2. A medida que estas sao

mostradas, uma comparagao com o algoritmo da Se¢ao 3.3.2 serd feita.

5.3.1.1. Operacoes e formulacdo

A criacao dos conjuntos deve ser feita como primeiro passo. Para isso, a fase de inicializacao
satura os arcos que saem da fonte para criar nds com excessos positivos. A partir dai, sao
feitos n — 1 — w conjuntos, onde w é o nimero de vizinhos de ¢. A Figura 5.5 ilustra o
resultado da operacao de inicializacao sobre uma rede G. Ou seja, o conjunto R; é formado

por t e seus vizinhos; e todos os outros nés, excluindo a fonte, formam conjuntos unitarios.

(a (b)

Figura 5.5. Exemplo de inicializa¢ao do algoritmo de Hochbaum: (a) rede original; (b)
criacao de nds com excesso e determinac¢ao dos conjuntos.
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Esta nao é a tinica forma de inicializar os conjuntos, contudo, é a mais simples. Outras

maneiras de inicializacao serao vistas na Secao 5.3.3.

E facil ver que esta operacao corresponde ao pré-processamento, pois criard nés com

excessos positivos.

Depois da inicializagao é possivel comecgar a fase 1. Nesta fase, os arcos uniao serao
examinados e os excessos serao enviados para t. A fase termina quando nao houver mais
estes arcos na rede residual. Neste momento, contudo, alguns nés podem nao estar respei-
tando a restricao de conservacao de fluxo, mas este problema serd resolvido na fase 2, a

qual retornard fluxo em excesso de volta para a fonte.

Para descrever o processo da fase 1, considere os conjuntos Ri, Ry,...,R; e a rede
residual G; obtida na inicializacdo. Seja 7 o né representante de um conjunto R e t
o representante do conjunto especial R;. E seja, também, vw um arco unido (v € R
e w € R,;) escolhido em determinado momento. Quando um arco unido é escolhido, o
conjunto R é unido ao conjunto especial R;, formando um novo conjunto R;. Assim,

tem-se duas possibilidades:

1. Se v € representante de R, entao o excesso de v é enviado para ¢ passando pelo arco
vw. Esta operac¢ao é uma aplicacao da fun¢ado a DESCARREGUAR FLUXO(C,_;), visto
na Secao 3.3.2, descarregando fluxo por um caminho v para t, passando por w. A
diferenca é que, quando um né fica com excesso, entdao o conjunto R; é partido, e o
novo conjunto terd como representante o né com excesso. Isto devido a Propriedade 3
que os conjuntos devem obedecer, ou seja, apenas o representante deve possuir excesso

positivo.

2. v nao € representante de R. Pela propria construgao dos conjuntos, existe um cam-
inho orientado de qualquer n6 até o representante do conjunto ao qual ele participa.
Quando um né v do conjunto R é escolhido e este nao é seu representante, se faz
entao necessario uma operacao chamada de reagrupamento para que o fluxo possa

passar de r para v e deste para t.



5.3. Algoritmo de Hochbaum 85

A Figura 5.6 mostra as operacoes para reagrupamento de um conjunto e descaga de
fluxo em um caminho. A varidvel sucessor(v) indica o préximo né no caminho de um né
qualquer v até o representante do conjunto ao qual v pertence (para um arco vw, diz-se
que sucessor(v) = w). Assim, se o sucessor de um né for igual a vazio, entdo este né é o

representante do conjunto.

Procedimento: REAGRUPAMENTO(R,v)

1. inicio

2. a := sucessor(v);

3. se a # () entao

4, REAGRUPAMENTO(R, a);
5. sucessor(a) := v;

6. sucessor(v) := ;

7. fim se;

8. fim

Procedimento: DESCARREGUAR FLUXO(C\_¢)

1 inicio

2 0 := e(r);

3 enquanto sucessor(r) # ) faga % o sucessor sé serd vazio
4. v := sucessor(r); % quando chegar em ¢

5. 0 :=min{d, cs(r,v)};

6 e(r) :==e(r) = 6;

7 e(v) = e(v) + J;

8 F(r0) = f(r0) +6;

9. se cs(r,v) = 0 entao % forma outro conjunto
10. sucessor(r) := ; % onde r é representante
11. ri=;

12. fim enquanto;

13. fim

Figura 5.6. Subrotinas de reagrupamento e envio de fluxo.

Portanto, a rotina REAGRUPAMENTO( R, v) inverte a dire¢do do caminho do represen-
tante do conjunto R até o n6 v escolhido. Vale ressaltar que as unicas direcoes afetadas sao
dos arcos que fazem parte do caminho. E o procedimento DESCARREGUAR FLUXO(C; ;)
envia o excesso de r, representante de R, até ¢, pelo caminho C,_, U C,_;, dividindo o

conjunto sempre que necessario para que as propriedades sejam atendidas.
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A partir destas duas operacoes é possivel entao apresentar o algoritmo de Hochbaum

na Figura 5.7.

Algoritmo: HOCHBAUM [GENERICO]

1 inicio

2 e(v) := 0, para todo v € V; % inicio do pré-processamento
3 fw,w) := 0, para todo vw € E; % ou rotina de inicializag&o
4. f(s,u) :=c(s,u); % satura arcos saindo da fonte
5. e(u) := c(s,u);

6 sucessor(v) := ), para todo v € V — {s}; % cria conjuntos R

7 sucessor(u) := t, para todo vizinho u de ¢; % conjunto especial R;

8. se e(u) > 0, para todo vizinho u de t entao % para o caso de u ser vizinho
9. 0 := min{e(u), c(u, t)}; % de t e de s

10. e(u) :=e(u) — J;

11. e(t) :=e(t) + J;

12. (u,t) := f(u,t) +6;

13. se e(u) > 0 entao % forma outro conjunto

14. sucessor(u) := 0

15. enquanto existe um arco unigo vw faga % fase 1

16. REAGRUPAMENTO(R, v); % R é o conjunto que contem v
17. sucessor(v) 1= w; % Une os conjuntos R e R;

18. DESCARREGAR FLUXO(Cr_y); % r representante de R

19. fim enquanto;

20. para todo v € V — {s,t} com e(v) > 0 faca % fase 2

21. determine um caminho C' em Gy iniciando em v; % para todo v com e(v) >0

22. 0 := min{cs (i, j)}, para todo ij € C; % descarregar fluxo em C),_g
23. diminua ¢ unidades de fluxo em C;

24. se C é um caminho de v para s entao

25. e(v) == e(v) — ;

26. fim para

217. f=e(t);

28. fim

Figura 5.7. Formulacao genérica do algoritmo de Hochbaum.

A Figura 5.8 mostra um exemplo da execu¢ao da fase 1 do algoritmo acima. Considere

a inicializacao da Figura 5.5.

Assim, este algoritmo também é classificado como um de manipulagao de pré-fluxo,
pois trabalha com nés com excessos e ¢é dividido nas trés fases vistas na Secdo 3.3.2. Um
pré-processamento criando nés ativos, uma fase onde tenta-se enviar o maximo de fluxo

para o sumidouro ¢ e uma outra que ajusta a condicao de conservacao, ou seja, retorna
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Figura 5.8. Exemplo de execucao da Fase 1 do algoritmo de Hochbaum.

87
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para a fonte o que nao pode ser enviado para t.

A visdo dada nesta sec¢do difere da encontrada em [6, 26]. No algoritmo visto aqui, é
criado apenas um conjunto especial e somente a fonte nao participa de nenhum conjunto.
Uma outra forma seria criar n — 2 conjuntos, dentre estes, w conjuntos especiais (w é o
nimero de vizinhos de t) e considerar a rede sem a fonte, sem o sumidouro, sem os arcos
partindo da fonte e sem aqueles chegando ao sumidouro. Entao, os nés vizinhos a ¢ teriam
um excesso negativo. Contudo, a definigdo de arco unido vw seria a mesma, c;(v, w) > 0,
v € Rew € R, onde R é um conjunto qualquer, com representante r de excesso positivo

(e(r) > 0), e R, é um conjunto especial qualquer, com representante ¢’ de excesso negativo
(e(t") < 0).
Portanto, a fase 1 do algoritmo da Figura 5.7 continuaria do mesmo jeito. Contudo,

a inicializagdo e a fase 2 sofreriam pequenas modificagoes como mostra o algoritmo da

Figura 5.9.

As duas versoes sao equivalentes. Como serd visto, a eficiéncia nao se altera, pois a fase

1, que determina o valor de complexidade, por ser a mais custosa, nao ¢ modificada.

Escolheu-se mostrar a idéia de um 1nico conjunto especial por ser mais simples. Assim,
é possivel imaginar esta segunda forma de construcao dos conjuntos apresentada, como se

a rede possuisse mais de um sumidouro.

A seguir, tem-se a corretude e complexidade deste método.

5.3.2. Corretude e complexidade

7.

E preciso mostrar que o algoritmo termina, que ele encontra um fluxo méaximo e qual o
custo de suas operacoes. As provas dos lemas e teoremas aqui apresentados podem ser

encontradas em [6, 26].

E importante notar que a uniao de um conjunto R ao conjunto especial pode criar zero
ou mais conjuntos R, mas o conjunto especial é sempre tinico. Além disso, um né pode

alternar entre pertencer a um conjunto R e o conjunto R;. Entao, para a fase 1, pode-se
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e e

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Algoritmo: HOCHBAUM [MODIFICADO]

e(v) := 0, para todo v € V;

fw,w) := 0, para todo vw € E;

f(s,u) := c(s, u);

fw,t) = c(w, t);

e(u) :=c(s,u);

w) := e(w) — ¢(w, t);

sucessor(v) := (), para todo v € V — {s,t};

®

fase 1

para todo v € V — {s,t} com e(v) # 0 faga
se e(v) > 0 entdo
determine um caminho C' em G iniciando em v;
0 := min{cs (4, §) }, para todo ij € C;
diminua § unidades de fluxo em C
se C é um caminho de v para s entao

) e(v) :=e(v) — §;
f(v,) = f(v,1) + e(v);
e(v) := 0;
fim para
fi=e(t);
fim

%

inicio do pré-processamento
ou rotina de inicializacgdo
satura arcos saindo da fonte
satura arcos chegando em ¢

cria conjuntos R e R

fase 2
retorna para a fonte

retorna para a sumidouro

Figura 5.9. Visao diferenciada da formacao dos conjuntos da versao genérica do algoritmo
de Hochbaum.
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afirmar o seguinte lema:

Lema 11. Cada iteracao ou reduz o excesso total dos representantes dos conjuntos R, ou

o numero de conjuntos com todos os nés com excesso nulo.

E facil ver que isto é verdade, pois, como o arco unido é escolhido da rede residual, entao
pelo menos uma unidade de fluxo chegard a t. Por outro lado, se o conjunto escolhido ndo
possui nenhum né com excesso, entao ele sera simplesmente adicionado ao conjunto R;,

diminuindo assim o numero destes tipos de conjuntos.

Como as capacidades sao finitas, os arcos unidao da rede residual vao acabar. Isto
significa que ¢ ndo é mais alcancgdvel, logo, pelo Teorema 1, o fluxo neste instante é maximo.

A fase 2 ndo modifica o valor escalar deste fluxo e o torna vigvel.

A complexidade deste algoritmo é facilmente calculada. A inicializacdo pode ser feita
em O(m). Na fase 1, pode-se encontrar no pior caso O(m) arcos unido. Se cada um pode
levar uma unidade de fluxo para ¢, entao esta fase termina apés O(nmW) iteragoes, onde

W = Z(s,v)e 5 ¢(s,v), que é a quantidade total de excesso gerada no inicio do procedimento.

E f4cil ver que a fase 2 retorna fluxo para s em O(nm) iteracdes (O(n) nés com excesso

e O(m) arcos a percorrer até a fonte).

Assim, tem-se o teorema a seguir:
Teorema 5. A complexidade total do algoritmo genérico de Hochbaum é O(nmW).

Como ja visto, esta é uma complexidade pseudopolinomial, pois depende do valor W
(diferentemente do algoritmo de Goldber e Tarjan que possui complexidade polinomial
mesmo na versao genérica). Em [6] é possivel encontrar variagoes na fase 1 do algoritmo,
a qual é a mais custosa, melhorando a complexidade do algoritmo genérico de O(nmW)

para O(nmlogn).
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5.3.3. Variacoes

Assim como o algoritmo da Secao 5.2, este possui variagoes no método genérico que in-
fluenciam na complexidade do algoritmo. Algumas destas variagoes sao descritas nesta

secao.

O que pode ser mudado na versao genérica é a forma de escolha de um arco uniao, assim
como a inicializacdo dos conjuntos. Primeiramente, serdo apresentadas duas maneiras de
escolha: menor rdtulo e maior rétulo. Ambas as escolhas (menor ou maior rétulo) sio

modificagoes apenas na fase 1.

5.3.3.1. Algoritmos Menor e Maior Rétulo

No algoritmo menor rétulo associa-se um rétulo d(v) para todo v € V — {s}. Durante a
inicializacao, coloca-se rétulo 0 para todos os nés do conjunto especial e rétulo 1 para os
outros. Entdo, o algoritmo executa procurando por arcos unido vw onde d(v) = d(w) + 1.
Se nenhum arco deste tipo pode ser encontrado, entao eleva-se os rétulos dos nés dos

conjuntos R (v € R) de uma unidade.

A cada iteragdo do algoritmo, escolhe-se um conjunto R que possui nés com menor
rétulo [. Se algum vizinho destes nés possui rétulo [ — 1, entdo este, com certeza, participa
do conjunto especial R;. As operagoes de reagrupamento, unido e descarga de fluxo sao
realizadas como descrito anteriormente. Se nenhum vizinho deste tipo é encontrado, entao

os rotulos dos nés do conjunto R sao aumentados.

Este processo continua até que o menor rétulo dos nés dos conjuntos R seja maior que

n, pois neste momento, a rede esta desconexa e nao é mais possivel enviar fluxo para t.

Neste método, é importante observar que a heuristica de rotulamento de intervalo,
descrita na Se¢ao 5.2.4, possui um efeito maior neste algoritmo que no de Goldberg e
Tarjan. Isto é, ao invés de deixar de examinar apenas os nés ativos com rétulo maior que
um determinado [/, nao serao examinados todos os conjuntos com rétulo maior que [. Fato

que agiliza a passagem para a fase 2.
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A Figura 5.10 mostra a fase 1, utilizando esta estratégia.

Algoritmo: MENOR ROTULO

1 inicio

2 inicializagao

3 d(v) := 1, para todo v € R;

4 d(v) := 0, para todo v € Ry;

5. escolhe R com menor rétulo;

6 1 :=d(r), onde r é o representante de R;

7 enquanto | < n faca % fase 1
8 N :=nés v de R com d(v) = [;

9. para todo v € N faca

10. para todo w vizinho de v faga

11. se d(w) =1 —1 entao

12. REAGRUPAMENTO(R, v);

13. sucessor(v) = w;

14. DESCARREGUE FLUXO(r, f, R;);
15. retorne enquanto;

16. fim se;

17. fim para;

18. fim para;

19. para todo v € N faga % ndo houve nenhuma unifo
20. dw):=1+1;

21. fim enquanto;

22. fase 2

23. fim

Figura 5.10. Algoritmo de menor rétulo para exame dos arcos uniao.

Pelo algoritmo, é ficil ver que o rétulo do representante de um conjunto é menor ou
igual ao rétulo dos outros nés participantes deste mesmo conjunto. Isto acontece pela

prépria formagao dos conjuntos. A prova desta caracteristica pode ser encontrada em [6].

Esta estratégia pode ser vista como uma tentativa de agrupar os nés no conjunto especial

R; na direcdo do sumidouro para a fonte.

Uma outra forma seria fazer um procedimento contrario ao descrito acima, ou seja,
aumentar o tamanho dos conjuntos R até chegar ao conjunto especial R;, ou seja, agrupar

os conjuntos na direcdo da fonte para o sumidouro. Esta estratégia serd vista a seguir.

Como a melhor varia¢ao do algoritmo de Goldberg e Tarjan é examinar os nds ativos com
maior rétulo (considerado o melhor na pratica), Anderson [6] resolveu fazer uma variagao

no mesmo sentido no algoritmo de Hochbaum. Este é semelhante ao de menor rétulo,
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contudo, sao escolhidos os conjuntos R com nés de maior rétulo . E, da mesma forma,
sao procurados vizinhos com rétulo [ — 1. Neste caso, contudo, a uniao dos conjuntos pode
nao acontecer entre um conjunto R e o conjunto especial R;, mas sim entre dois conjuntos
R. Portanto, um arco uniao vw é escolhido levando em consideragao apenas a capacidade
residual e os rétulos de v e w. Contudo, v e w ainda precisam pertencer a conjuntos
distintos, mas nao mais necessariamente a definicdo que tinha-se antes (v € R e w € R/,

onde R’ pode ser um conjunto R ou Ry).

Assim, escolhido o conjunto com maior rétulo /, se nao existir nenhum arco uniao como
descrito acima, aumenta-se o rétulo destes nés de uma unidade. Vale notar que o mesmo

conjunto serd escolhido novamente.

E importante observar que apenas os representantes dos conjuntos sao analisados neste
caso, pois, como dito anteriormente, o rétulo do representante é sempre menor ou igual
ao rotulo dos outros ndés do conjunto. Entao, se nao existir um arco uniao vw, com
d(v) = d(w) + 1, para o representante, logo também néo existirdo tais arcos para os outros

nos.

A grande diferenca deste método para o de menor rétulo estd na forma de lidar com os
intervalos de rétulos. Isto é, no anterior, assim que um intervalo é encontrado (existe um
[ tal que nenhum conjunto possui rétulo igual a este valor), entdo a fase 1 termina imedi-
atamente. No caso de maior rétulo, o processo continua, mesmo existindo um intervalo.
No momento que nao é possivel descarregar o excesso de um conjunto R para t, entao este

conjunto é isolado e nao mais processado.

Formalmente, seja R o conjunto de maior rétulo [ e d(r) o rétulo do representante de
R. Se nao existe nenhum arco rw onde d(r) = d(w) + 1, entao todos os nds deste conjunto
R recebem rétulo n. Deste modo, este conjunto nao serd mais executado. O algoritmo

entao termina quando nao existir mais conjuntos R com rétulos menores n.

A complexidade deste método é a mesma do algoritmo de menor rétulo.
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5.3.3.2. Inicializacdo

Além das possibilidades de escolha dos arcos uniao existem também outras formas de

inicializar os conjuntos.

Na Sec¢ao 5.3.1 foi descrita um inicializagao simples, saturando os arcos partindo da fonte
e criando o conjunto especial com ¢ e seus vizinhos. A seguir serao apresentadas outras

formas de inicializacdo, para todas elas, a simples é utilizada antes de seus procedimentos:

Caminho Para cada né v com excesso positivo, procura-se um arco residual para al-
gum vizinho w de v com capacidade para todo o excesso (cs(v,w) > e(v)). Ca-
so seja encontrado, w passa a ser representante do conjunto formado por v e w
(sucessor(v) = w e sucessor(w) = @). O processo é repetido para w até que nen-
hum vizinho com as caracteristicas acima seja encontrado, ou o sumidouro tenha sido
atingido. Portanto, a idéia desta inicializacao é enviar os excessos para a frente o

mais possivel.

Gulosa No processo anterior, quando um arco vw, v com excesso, nao é encontrado, o
processo para e passa para outro com excesso positivo que ainda nao foi analizado.
Neste caso, se um arco vw do tipo c¢s(v,w) > e(v) é encontrado, entdo o mesmo
procedimento anterior acontece. Caso contrario, ou seja, nao existe arco vw com
capacidade residual capaz de suportar todo o excesso de um né v, entao, envia-se
para w o que pode (cs(v,w)) e os dois conjuntos resultantes desta operacao sdo: um
conjunto Ry, com v representante (e(v) = e(v) — c¢f(v,w)) e Ro, com representante

w (e(w) = e(w) + ¢f(v, w).

Menor Caminho Esta estratégia é parecida com a primeira, contudo, em vez de tentar
aumentar o tamanho dos conjuntos R, enviando o excesso para nds mais proximos
ao sumidouro, tenta-se aumentar o tamanho né conjunto R;. Isto é, inicialmente,
realiza-se uma busca em largura a partir de ¢, para determinar as distancias dos

nos. Entao, o conjunto R; serd formado por ¢, seus vizinhos e, para cada um destes
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vizinhos (cuja distancia d(v) para t é 1), procura-se por nés u com excesso nulo e

d(u) = d(v) + 1, para adicionar este ao conjunto especial.

Todas essas inicializagoes podem ser feitas em O(m) passos.

Em [6] é possivel encontrar os algoritmos e outras heuristicas para o algoritmo genérico

de Hochbaum.

5.3.4. Sumario

Assim como foi possivel encontrar uma forma de equivaléncia dos algoritmos de decom-
posi¢do de fluxo em caminhos com o algoritmo genérico desta abordagem, descrito na
Secao 3.3.1, serd apresentada agora uma tabela que resume os trés algoritmos, apresenta-
dos neste capitulo, dentro da abordagem mostrada na Se¢ao 3.3.2. Isto é, a forma de criar
nos ativos,de enviar o maximo de fluxo possivel até o sumidouro, ou seja, de escolher um
caminho de um n6 v com excesso até um predecessor de t; e de retornar excessos para a

fonte.
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em camadas
2. Satura arcos saindo
da fonte

“empurrar” 0 maximo de
fluxo de camada em
camada. O caminho C,_,,
escolhido para descarga
de fluxo é de um né

v da camada k para

um w na camada k — 1.

Algoritmo Inicializacao Fase 1 Fase 2
Pré-fluxoem 1. Ocorre a cada Calculo de fluxo Ocorre dentro da fase 1
camadas construcdo da rede bloqueante. A idéia é com o bloqueio de nés

e cancelamento de fluxo
nos arcos incidentes.

Pré-fluxo com

1. Ocorre uma unica vez

Envia fluxo de arco

Duas possibilidades:

de nds

2. Ocorre uma tnica vez
3. Satura arcos saindo
da fonte

envio de fluxo de nés com
excesso para o sumidouro,
através de caminhos
pré-estabelecidos.

Envio de fluxo por
caminhos mais “longos”

rotulamento 2. Satura arcos saindo em arco, por caminhos junto ou separado
da fonte de menor comprimento. da fase 1. Retorno por um

Virias formas para caminho de menor
escolher um né comprimento para a fonte.
com excesso. O caminho
Cy—w, escolhido,
é de um né v com excesso
para um vizinho w
com d(v) = d(w) + 1.

Hochbaum 1. Criacdo de conjuntos  Unido de conjuntos para Ocorre depois da fase 1,

com o cancelamento
de fluxo em um caminho
para a fonte.




Eficiéncia

Nos capitulos anteriores, varios algoritmos e suas respectivas complexidades de pior caso
foram apresentados. Porém, muitas vezes, um algoritmo funciona melhor na pratica que
na teoria, pois, como a complexidade calculada é de pior caso, pode ser dificil encontrar
uma instancia que cause esta possibilidade de execucao. Entao, devido ao tempo gasto na
maioria das instancias, determinado algoritmo acaba se tornando preferivel com relacio a
outro que, para obter uma complexidade pequena, utiliza recursos de dificil implementacao.
Isto além dos motivos ja citados na Secao 2.3 - habilidade do programador, arquitetura da

maquina, consumo de memoéria por determinada estrutura de dados etc.

A andlise experimental, embora nao exata em muitos casos, é feita para que se pos-
sa identificar o comportamento dos algoritmos na pratica. Os resultados contidos neste
capitulo foram colhidos principalmente em [6, 23, 27]. Estes foram reunidos com o objetivo
de mostrar ao leitor qual algoritmo wvale a pena implementar ou qual seria mais adequado
para determinados tipos de instancias, ou, ainda, se existe algum algoritmo que se mostre

mais rapido para uma maioria de tipos de grafos.

As tabelas comparativas, aqui mostradas, apresentam apenas o tempo total gasto.
Quando alguma variacao (ou heuristica) do algoritmo for utilizada para alcangar deter-

minados tempos, esta serd devidamente especificada. Outra abordagem de andlise exper-
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imental, onde as operagoes de cada algoritmo sao comparadas, e nao o tempo de CPU,

pode ser encontrada em [21, 23].

Este capitulo se divide em trés partes:

1. comparacao dos algoritmos de decomposicao de fluxo em caminhos;
2. comparac¢ao dos algoritmos de manipulagao de pré-fluxos;

3. comparacgao entre os melhores das duas abordagens.

Antes, serao apresentadas as classes de instancias utilizadas nos testes a fim de mostrar

a densidade e forma dos grafos.

6.1. Classes de Instancias

As instancias sdo criadas a partir de geradores bem conhecidos utilizados pelos desafios
DIMACS. Todos os grafos sao gerados aleatoriamente, a partir de um valor de semente. A

seguir, tem-se a descricao sumadria dos tipos utilizados.

1. Genrmf-Comprido(rmfl): as dimensoes do grafo sao controlados por um parametro
x. Dois outros parametros a = 2%/ e b = 2%/2 determinam a forma como o grafo
é conectado. Ou seja, o grafo gerado contem b conjuntos com a? nés. Os nés sao
organizados em uma malha. Cada né de um conjunto possui arcos para 4 vizinhos.
Conjuntos vizinhos sao conectados por arcos que formam um emparelhamento per-
feito entre os nds dos conjuntos. As capacidades dos arcos sao escolhidas de acordo
com os parametros ¢; = 1 e ¢; = 10%. Os arcos dentro do mesmo conjunto possuem

capacidade cpa? e aqueles entre conjuntos sao escolhidos uniformemente do intervalo

[c1, Cal;

2. Genrmf-Largo(rmfw): é construido da mesma forma que o anterior apenas com

valores diferentes para a e b, isto é a = 22¢/5 ¢ b = 2%/5;
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3. Aciclico-Denso(ad): para cada né k, existe um arco para todos os outros numerados
comk+1,k+2,k+3,...,n. Pode-se notar que a fonte terd n — 1 vizinhos e todos
os nés do grafo possuem um arco para o sumidouro. As capacidades destes arcos sao

selecionadas aleatoriamente do intervalo [1, 10°];

4. AK(ak): esta classe ndo é aleatdria, ou seja, para um parametro k especifico, o
grafo é gerado deterministicamente com 4k nés. Foi criada para ser uma instancia
ruim para os algoritmos de Goldberg e Tarjan. Sua descricao detalhada pode ser

encontrada em [27];

5. Washington-Nivel-Aleatério-Comprido(wrlgl): o nimero total de nés é especi-
ficado por um parametro z (n = 2%). O grafo é uma malha retangular de 64 linhas e
2276 ¢olunas. Cada né é conectado com trés nés escolhidos aleatoriamente da coluna
mais proxima. Este grafo é aciclico. As capacidades dos arcos entre colunas sao

numeros entre zero e 10°;

6. Washington-Nivel-Aleatdério-Largo(wrlgw): o grafo é construido da mesma for-

ma que o anterior, com 2% ° linhas e 64 colunas;

7. Washington-Moderado-Linear(wlm): as dimensoes deste grafo sdo: n = 2%, 292
linhas e 4 colunas. Assim, a fonte e o sumidouro possuem 4 vizinhos cada. Cada né
i € V—{s,t} possui mais de y/n/4 arcos para nés escolhidos no intervalo [i+1, i++/n].
As capacidades sdo escolhidas uniformemente entre [1,10°]. Este grafo também ¢é

aciclico.

6.2. Algoritmos de decomposicao de fluxo em caminhos

Dentre os algoritmos que decompoem o fluxo maximo de uma rede em caminhos, os mel-
hores sao os que trabalham em uma rede em camadas, como visto no Capitulo 4. Isto se

verifica também na pratica com os algoritmos de Dinitz e de Goldberg e Rao.
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Em [27] é possivel verificar que o algoritmo de Dinitz é o melhor entre os algoritmos
de decomposicao de fluxo em caminhos aqui apresentados. Contudo, nao é feita uma
comparacao com o BBF. Por este motivo, a tabela a seguir mostra os tempos dos algoritmos
de Dinitz e Goldberg e Rao (BBF). Sdo mostradas as trés maiores instancias - em nimero
de nds. A tabela completa pode ser encontrada em [23].

Tabela 6.1. Tempos de execugao (em segundos) para os algoritmos de Rede em Camadas

e Fluxo Bloqueante Bindrio (BBF), utilizando as instancias descritas acima. Os melhores
tempos estao destacados

n m| Dinitz BBF

rmfl
9000 41300 92.34 6.02

15488 71687 | 200.31 15.00
30589 143364 | 695.96 40.30

rmfw
8664 40964 91.69 3.49

16807 80262 | 285.35  8.18
32768 157696 | 783.04 19.32

ad
128 8128 | 0.23  0.47

256 32640 | 1.08 2.92
512 130816 | 5.02 16.43

ak
8191 12295 709.29 9.91

16390 24583 | 3090.65  38.77
32774 49159 | 12942.90 151.59
wrlgl
4098 12224 | 6.16 63.13
8194 24512 | 22.53 229.95
16386 49088 | 81.76 719.52
wrlgw
8194 24448 | 19.15 171.29

16386 48896 | 44.48 482.81
wlm
1026  8069.6 | 1.16  34.08
2050 22293.6 | 3.11 165.10
4098 65020 | 9.94 829.28

A partir da Tabela 6.1 verifica-se que o algoritmo de Goldberg e Rao, apesar de pos-
suir a menor complexidade de pior caso, apresenta-se melhor que o algoritmo de Dinitz,
considerado o melhor dentro desta abordagem até o aparecimento do algoritmo BBF, em
apenas trés das sete classes. O algoritmo de Dinitz mostrou-se melhor nas classes de grafos

aciclicos.
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6.3. Algoritmos de manipulacao de pré-fluxo

O melhor algoritmo de manipulacdo de pré-fluxo, encontrado nos estudos experimentais,
era uma variagao do algoritmo de Goldberg e Tarjan, chamada de maior rétulo primeiro,
apresentada anteriormente. Em [21] e [27], o leitor pode comprovar este resultado. Junto
com a heuristica de rotulamento global, este e, em alguns casos, a variagao FIFO, eram

consideradas as melhores na pratica.

Contudo, com o aparecimento da algoritmo de Hochbaum, este se mostrou melhor em
alguns casos, principalmente, utilizando-se de heuristicas bem especificas para cada uma
das classes de instancias ([23]). Assim, a tabela a seguir mostra uma comparagao entre os

melhores algoritmos de manipulagao de pré-fluxo.

A partir da Tabela 6.2 nota-se que o algoritmo de maior rétulo é o melhor para a
maioria das classes de instancias. Em [6] é apresentada uma comparacao mais detalhada
e uma maneira de encontrar o melhor conjunto de variacoes do algoritmo de Hochbaum

para cada classe.

Portanto, pode-se concluir que os algoritmos de manipulagao de pré-fluxo, em especial,
o algoritmo de maior rétulo primeiro e uma parametrizacao especifica do algoritmo de
Hochbaum apresentam melhores tempos, na pratica, para resolver o problema de fluxo

maximo em redes.
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Tabela 6.2. Tempos de execu¢ao (em segundos) para as variagoes do algoritmo de Gold-
berg e Tarjan - Maior Rétulo(HL) e FIFO - e do algoritmo de Hochbaum - inicializa¢do
simples e maior rétulo (PFS). Os melhores tempos estao destacados

n m| HL FIFO PFS

rmfl

15488 71687 | 0.12 0.26 0.28
30589 143364 | 0.28 0.79 0.60
65536 310040 | 0.69 2.40 1.57

rmnfw

16807 80262 | 0.73 1.01  1.67
32768 157696 | 1.89  3.06  5.33
63503 307440 | 6.83 10.88 14.84

ad
512 130816 | 0.12 0.19 0.13

1024 523776 | 1.21 1.65 0.62
2048 2096128 | 3.89 6.20 1.79

ak
16390 24583 2.80 446 1.34

32774 49159 | 1041 17.41 5.28
64006 96007 | 41.27 71.17 43.50
wrlgl
32770 98240 | 0.17 0.36 0.50
65538 196544 | 0.44 1.28 1.45
131074 393152 | 0.96 3.32 3.89
wrlgw
32774 97792 | 0.32 0.55 0.75
65538 195584 | 1.38 2.25 2.00
131074 391168 | 3.18 3.87 3.12

wlm

16386 522249 | 0.22 0.25 0.94
32770 1470473 | 0.66 0.77 3.05
65538 4186093 | 2.16 2.50 9.69




Conclusao

Ao final deste trabalho, o leitor pode perceber que o problema de fluxo maximo em redes
tem varias aplicagoes praticas. Apesar de ser um problema fdcil, pois existem algoritmos de
tempos polinomiais para ele, é extensivamente estudado ha muitas décadas e existem varios
algoritmos que o solucionam. Um documento reunindo os algoritmos mais importantes e
comparando-os, mostrando o atual estado da arte, ¢ uma boa ferramenta para alunos de

graduacao e especializagoes.

Outro ponto é a verificagao que o algoritmo de Fluxo Bloqueante Binario transpos a
barreira do limite inferior dos algoritmos que utilizam a decomposi¢ao de fluxo em caminhos
que era, naturalmente, Q(nm). Contudo, sua complexidade é fracamente polinomial, ja
que depende do valor U, entdo serd possivel um algoritmo que quebre esta barreira, mas

seja fortemente polinomial?

Na questao pratica, a variacao do algoritmo de Goldberg e Tarjan, maior rétulo, mostra-
se mais facil de implementar e mais eficiente em grande parte das classes de grafos comu-
mente testadas. Sendo, por estes motivos, preferivel para implementacoes sequenciais e

paralelas.

Pretende-se dar continuidade a esta pesquisa no sentido de implementar uma biblioteca

de funcoes, onde as abordagens gerais apresentadas no Capitulo 3 possam ser decompostas
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em funcoes parametrizadas, de tal modo que a implementagao de determinado algoritmo
seja obtida colocando-se parametros nas funcoes gerais. Espera-se ser também possivel,
experimentar outras combinacgdes de estratégias para produzir algoritmos diferentes. A
construcao desta biblioteca objetiva uma implementagao mais facilitada também em ar-

quiteturas paralelas.
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