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RESUMO

Arvores Bindrias de Busca (BST’s) pertencem as estruturas de dados cldssicas dentro da Ciéncia
da Computacdo e, apesar de sua simplicidade, possuem muitas questdes em aberto apds décadas
de pesquisa. A principal questio em aberto sobre BSTs é a seguinte: “Qual é a melhor Arvore
Binaria de Busca sobre uma dada sequéncia de buscas qualquer de elementos da arvore?”. Em
1983, a Arvore Splay foi proposta e conjecturada que seu custo para realizar qualquer sequéncia
de buscas S nesta BST € tdo bom, assintoticamente, quanto o menor custo possivel, denotado por
OPT(S). Esta é a famosa conjectura da otimalidade dindmica, onde qualquer BST que realiza
qualquer sequéncia de buscas S com custo O(OPT(S)) é dita dinamicamente 6tima. Desde que a
conjectura foi proposta, houveram muitas tentativas de prova-la, mas ainda nio foi mostrado que
a Arvore Splay, ou qualquer outra BST, é dinamicamente 6tima. O melhor custo conhecido é
O(loglogn-OPT(S)), onde 1 é a quantidade de nés na drvore, da Arvores Tango, Multi-Splay
Tree e Chain-Splay Tree. Em 2009, foi proposto um modelo de pontos no plano Cartesiano que
equivale ao problema de busca em uma BST. Este resultado € surpreendente, pois representa uma
maneira visual da execu¢@o de um algoritmo BST sobre uma sequéncia de buscas. Finalmente,
esta dissertacdo trata-se de um survey da literatura sobre a otimalidade dindmica, onde reunimos

os principais resultados relacionados ao problema.

Palavras-chave: arvore binaria de busca; otimalidade dindmica; estrutura de dados; limitantes.



ABSTRACT

Binary Search Trees (BSTs) belong to the classic data structures within Computer Science and,
despite their simplicity, have many open questions after decades of research. The main open
question about BSTs is the following: “What is the best Binary Search Tree over any given search
sequence of elements in the tree?”. In 1983, the Splay Tree was proposed and conjectured that
its cost to perform any search sequence S on this BST is as good, asymptotically, as the lowest
possible cost, denoted by OPT(S). This is the famous conjecture of dynamic optimality, where
any BST that performs any search sequence S with cost O(OPT(S)) is said to be dynamically
optimal. Since the conjecture was proposed, there have been many attempts to prove it, but it
has not yet been proven that the Splay Tree, or any another BST, is dynamically optimal. The
best known cost is O(loglogn - OPT(S)), where n is the number of nodes in the tree, from the
Tango Tree Multi-Splay Tree and Chain-Splay Tree. In 2009, a point model in the Cartesian
plane was proposed, which is equivalent to the search problem in a BST. This result is surprising,
as it represents a visual way of executing a BST algorithm on a search sequence. Finally, this
dissertation is a survey of the literature on dynamic optimality, where we gather the main results

related to the problem.

Keywords: binary search tree; dynamic optimality; data structure; bounds.
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1 INTRODUCAO

O problema de busca ¢ um dos problemas classicos de Ciéncia da Computagao.
Supondo que precisamos armazenar um conjunto R de n elementos de algum universo ordenado
U e queremos realizar consultas do tipo: um certo elemento x € U estd em R? E em caso de
resposta “SIM”, recuperamos dados adicionais associados a x. Para verificar se uma chave x
estd em R, podemos comparar x com cada elemento de R. Esta estratégia nos leva a resposta
corretamente, mas pode despender tempo da ordem do nimero de elementos de R, que pode
ser muito grande. Uma outra estratégia € fazer comparagdes, dos tipos <, > e =, entre x € 0S
elementos de R, pois como U é um universo ordenado, quando comparamos x comy € Re x <y,
ndo precisamos mais comparar x com elementos de R maiores ou iguais a y. De forma simétrica,
esta observagdo também € vélida quando x > y. Nesse sentido, para verificar se x € R com esta
nova estratégia, na maioria dos casos, ser feita com menos comparagdes do que a primeira e,
consequentemente, pode demandar menos tempo.

Para este problema, podemos utilizar uma Arvore Binaria de Busca (do inglés, Binary
Search Tree - BST), pois uma BST pode armazenar um conjunto ordenado de chaves e, além
disso, podemos realizar buscas por tais chaves de modo eficiente. Arvores Bindrias de Busca sdo
estruturas de dados cléssicas, e foram apresentadas, inicialmente, por Hibbard [1] em 1962. Uma
BST € uma estrutura de dados simples, mas que apesar de décadas de pesquisa, ainda possui
muitas questdes em aberto. Uma das principais questdes sobre BSTs, apresentada por Sleator e
Tarjan [2] em 1983, ainda permanece sem solu¢do: “Qual é a melhor Arvore Bindria de Busca
sobre uma dada sequéncia de buscas qualquer de elementos da drvore?”. As Arvores Binarias
de Busca sdo utilizadas em kernels de sistemas operacionais e em memoria cache em redes de
computadores [3].

O problema de busca em BST possui duas versoes, a estdtica e a dindmica, que é
quando a BST tem sua estrutura fixada e quando a estrutura da BST pode ser modificada durante
as buscas, respectivamente. Esses problemas sdo descritos com mais precisao no Capitulo 3.
Nesta dissertagdo estamos mais interessados na versdao dinamica, pois esta versao ainda possui
muitas questdes em aberto. Para a versio estdtica ja é conhecido um algoritmo de custo O (n?),
proposto por Knuth [4] em 1971, para obter uma BST que pode atingir o menor custo possivel
para uma sequéncia de buscas especifica S.

Uma busca em uma BST € realizada por um algoritmo A, chamado de algoritmo

BST, que pode mover-se entre as chaves da drvore e deve visitar a chave buscada, caso pertenca
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a arvore. O custo de uma busca é a quantidade de chaves visitadas por A durante a busca. No
Capitulo 2 descrevemos o modelo BST formalmente. Ademais, uma busca em uma BST utiliza a
segunda estratégia descrita anteriormente, na tentativa de reduzir o custo da busca. O menor custo
possivel para realizar uma sequéncia de buscas S, dentre todos os algoritmo BST, é chamado de
custo 6timo, e denotado por OPT(S).

Dizemos que A é dinamicamente 6timo se, para qualquer sequéncia de buscas S,
A pode realizar a sequéncia de buscas com custo O(OPT(S)). Ou seja, um algoritmo BST
dinamicamente 6timo é, assintoticamente, tio bom quanto o melhor algoritmo BST para qualquer
sequéncia de buscas. Sleator e Tarjan [5] apresentaram a Arvore Splay, uma BST, e conjecturaram
que esta arvore € dinamicamente 6tima, ou seja, o custo para realizar qualquer sequéncia de
buscas S em uma Arvore Splay é O(OPT(S)). Lucas [6] também propds um algoritmo BST
guloso e conjecturou que seu algoritmo fornece uma aproximacao de fator constante para o custo
6timo. Munro [7] propds um algoritmo semelhante ao de Lucas, independentemente, mais de
uma década depois. No entanto, ainda nio foi provado que a Arvore Splay, ou qualquer outro
algoritmo BST, é dinamicamente 6timo.

Por muito tempo o melhor custo provado para realizar uma sequéncia de buscas
S em uma BST era O(lognOPT(S)). Este custo pode ser obtido buscando por S em uma
BST balanceada (BST de altura O(logn)). Recentemente, Demaine ef al. [8] apresentaram
a Arvore Tango, que tem custo O(loglogn - OPT(S)) para buscar por S. Este é o melhor
resultado conhecido atualmente. Posteriormente, Wang et al. [9, 10] propuseram a Multi-
Splay Tree e Georgakopoulos [11] propds a Chain-Splay Tree, que também possuem custo
O(loglogn - OPT(S)).

Recentemente, Demaine et al. [12] apresentaram uma representacdo de uma sequén-
cia de buscas em BST através de um conjunto de pontos no plano Cartesiano, chamada de Visao
Geométrica, para visualizar as buscas em uma BST de forma mais simples. Os autores definiram
um problema através dessa representacio equivalente ao problema dindmico de busca em BST.
Além disso, na tentativa de provar a otimalidade dindmica através desta representacdao, Demaine
et al. [13] propuseram dois modelos de programacao linear inteira, mas ndo obtiveram bons
resultados. Derryberry et al. [14] também apresentaram uma representagdo no plano Cartesiano
semelhante, independentemente.

Por néo ter sido provado que nenhum algoritmo BST é O(OPT(S)), alguns limitantes,

superiores e inferiores, sao mostrados para determinar a distancia entre o custo de um algoritmo
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BST e o valor da solugdo 6tima. O custo de qualquer algoritmo BST € um limitante superior,
mas, como o objetivo é aproximar este custo o maximo possivel do custo 6timo, nem todo
algoritmo resulta em um bom limitante superior. O melhor limitante superior conhecido é
O(loglogn - OPT(S)), obtido nas Arvores Tango [8], Multi-Splay Tree [9] e Chain-Splay Tree
[11]. Por outro lado, um limitante inferior mostra que a solug¢do 6tima € pelo menos o valor
deste limitante. Um limitante inferior trivial € o tamanho da sequéncia de buscas, pois em cada
busca, pelo menos um n6 € visitado, mas este limitante pode ser muito distante da solugdo
otima. Wilber [15] propds dois limitantes inferiores, descritos no Capitulo 5. Recentemente,
Lecomte e Weinstein [16] responderam a conjectura apresentada por Wilber de que o seu
segundo limitante domina o primeiro. Outros limitantes inferiores foram propostos usando a
visdo geométrica. Demaine et al. [12] e Derryberry et al. [14] propuseram, independentemente,
limitantes inferiores baseados na visdo geométrica. Outra forma de tentar atingir otimalidade
dinamica € caracterizar algumas sequéncias S de buscas, nas quais um determinado algoritmo
BST tem custo O(OPT(S)).

Esta dissertagio trata-se de um survey a respeito do problema de busca em Arvores
Bindarias de Busca. Artigos dos principais autores da drea em estudo foram utilizados como fonte
de pesquisa, possibilitando que este tomasse forma para ser fundamentado.

Este survey é organizado como segue. No Capitulo 2 formalizamos os conceitos
e definicdes de Arvore Bindria de Busca necessdrios para a compreensio do problema. No
Capitulo 3 apresentamos a definicdo do problema de busca em BST nas versdes estitica e
dindmica. No Capitulo 4 apresentamos a defini¢do da visdo geométrica proposta por Demaine
et al. [12] e mostramos a equivaléncia com o problema de busca em BST. No Capitulo 5
apresentamos limitantes superiores e inferiores para o custo 6timo propostos na literatura.
No Capitulo 6 descrevemos algumas tentativas recentes de provar a otimalidade dinamica.

Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos as consideragdes finais.
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2 ARVORES BINARIA DE BUSCA E SEUS MODELOS

Neste capitulo, formalizamos os conceitos e defini¢des de Arvore Bindria de Busca
necessarios para a compreensao do problema estudado (Secao 2.1). Além disso, apresentamos
alguns modelos BST propostos na literatura e definimos o modelo usado nesta dissertagao
(Secao 2.2). Os conceitos e terminologias aqui apresentados seguem os utilizados por Szwarcfiter
e Markenzon [17] e Cormen et al. [18]. Alguns termos e abreviacdes usadas neste capitulo sdo

mantidas como no inglés por ser de uso comum na literatura.

2.1 Arvore Binaria de Busca

Supondo que precisamos armazenar um conjunto R de n elementos de algum universo
ordenado U e queremos realizar consultas do tipo: um certo elemento x € I/ estd em R? E em
caso de resposta “SIM”, queremos recuperar dados adicionais associados a x. Para este problema,
podemos utilizar uma Arvore Bindria de Busca.

Uma Arvore Bindria T é um conjunto finito de elementos denominados nés, tal que:
T =0, e a arvore € dita vazia; ou existe um noé especial r, denominado raiz de T e denotado por
raiz(T), e os nds restantes podem ser particionados em dois subconjuntos: Ty (r) e Tr(r), as
subdrvores esquerda e direita de r, respectivamente, as quais sdo arvores bindrias. A raiz da
subdrvore esquerda (direita) de um no x, se existir, ¢ denominada filho esquerdo (direito) de x,
denotado por esq(x) (dir(x)), enquanto x é o n6 pai de esq(x) (dir(x)). O nd pai de x é denotado
por paiy(x), ou simplesmente pai(x) quando estd claro qual a drvore referenciada. O né raiz
€ o unico n6 que nao possui pai. Se o filho esquerdo (direito) de um né x nao existir, entdo a
subarvore esquerda (direita) de x é vazia. Um n6 que ndo possui ambos os filhos é chamado de
folha.

Uma subdrvore T' de T é uma arvore bindria, tal que os nés de T’ s3o um subcon-
junto dos nés de T e para todo né x, que ndo é raiz de 77, paiy(x) = paiy(x). A subdrvore
contendo exatamente um no x e todos os nds das suas subdrvores, esquerda e direita, ¢ chamada
de subdrvore enraizada em x. O tamanho da drvore, denotado por |T|, é a quantidade de nds con-
tidos na drvore. Um caminho em uma drvore bindria é uma sequéncia de nés P = (x1,x2,...,xp)
sem repeticoes, tal que ou pai(x;) = x;41 ou pai(x;;1) = x;. Dizemos que um conjunto de nés Q
induz uma subdrvore bindria 7’ de uma 4rvore bindria T, se T’ é subdrvore de T com conjunto

de nés Q. Além disso, dizemos que um subconjunto Q dos nés de T € conexo, se para quaisquer
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dois nés x,y € Q existe um caminho iniciando em x e terminando em y em 7 contendo apenas
nos de Q.

A profundidade de x (depth, do inglés) em uma arvore T € a quantidade de arestas
no caminho entre x e raiz(7'), denotada por dr(x). A altura de T é a maior profundidade dentre
todos os nds de 7. J4 um nivel em uma drvore bindria consiste de todos os nés com a mesma
profundidade. Ou seja, um né x estd no nivel d se dr(x) = d. Além disso, os niveis sdo ordenados
da menor profundidade para a maior. Portanto, a raiz pertence ao primeiro nivel e o né mais
profundo da arvore pertence ao tltimo nivel.

A espinha esquerda (direita) de uma arvore bindria € o maior caminho iniciando
na raiz da 4rvore contendo apenas filhos esquerdo (direito). Uma arvore bindria € enviesada a
esquerda (direita), se todos os nds, exceto a raiz, sao filhos esquerdo (direito). Os ancestrais de
um né x em uma arvore bindria T’ sdo os nés no caminho de x a raiz(7'). Um né y é descendente
de um né x se x € ancestral de y. Desse modo, todo n6 € um ancestral e um descente dele mesmo.
O menor ancestral comum (Lowest Common Ancestor - LCA, do inglés) de x e y em uma 4rvore
T € o ancestral mais profundo compartilhado por x e por y. Denotamos, portanto, 0 menor
ancestral comum em uma arvore 7' por LCA7(x,y). Quando estd claro sobre qual drvore estd
sendo referenciada, representamos simplesmente por LCA(x,y).

Uma érvore bindria € completa se, para todo né x que possui alguma de suas subérvo-
res vazia, x estd no dltimo ou penultimo nivel da drvore. E uma 4rvore bindria é cheia se todos os
nos que possuem alguma de suas subdrvores vazias estdo no ultimo nivel. O Lema 2.1.1 mostra
uma relagdo entre a quantidade de nds e altura de uma arvore bindria completa, e o Lema 2.1.2
mostra que as arvores bindrias completas sdo aquelas que possuem altura minima. Esses dois

lemas sdo adaptados de Szwarcfiter e Markenzon [17].

Lema 2.1.1 ([17]). Se uma drvore bindria T com n nos é completa, entdo sua altura é h =

[logyn].

Demonstracdo. Antes de mostrar que h = |log,n|, precisamos fazer algumas observagdes.
Primeiro, podemos observar que em cada nivel k de uma arvore bindria existe pelo menos 1 n6 e
no maximo 2% nés. A partir disso, podemos concluir que uma arvore bindria cheia de altura k
possui YK 2/ = 2k1 1 nés.

A seguir, mostraremos que & = |log,n|. Seja T’ a drvore bindria obtida de T pela

remogdo dos r nés do tltimo nivel. Como T é completa, T’ € uma drvore binaria cheia com altura
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h— 1 e, portanto, possui n’ = 2h=1+1 _ 1 =2h _ 1 nés. Pela observacgdo feita anteriormente,

1 < r < 2" Assim, temos que:

n+1 < n < n42h
2h 141 < n < 21420
oh < n < 2l
2h < n < 2h+1
h < logyn < h+1
h = [logn|

Lema 2.1.2 ([17]). Se T é uma drvore bindria completa, entdo T possui altura minima.

Demonstragdo. Seja T) uma arvore bindria de altura minima com n nds. Se 77 € completa, entdo,
pelo Lema 2.1.1, T e T; possuem a mesma altura, isto €, 7 possui altura minima. Caso contrario,
efetuamos a seguinte operacdo em 77: retiramos uma folha w de seu ultimo nivel e tornamos w
filho de algum nd v, localizado em algum nivel menor do que o penultimo que possui alguma de
suas subdrvores vazia. Repete-se esta operacdo enquanto for possivel. Ou seja, até que a arvore
T5, resultante da transformacao, seja completa. Podemos observar que a altura de 75 ndo pode ser
menor do que a de 71, pois 77 possui altura minima, nem maior, pois nenhum né foi movido para
um nivel maior. Dessa forma, as alturas de 7} e 7 sdo iguais. Como 7> € completa, novamente

pelo Lema 2.1.1, as alturas de T e 7> sdo iguais. Portanto, 7' possui altura minima. [

Uma Arvore Bindria de Busca (Binary Search Tree - BST, do inglés) T é uma
arvore bindria, tal que cada né x de 7 tem uma chave em um conjunto ordenado U/, denotada
por chave(x). Além disso, as chaves possuem a seguinte propriedade de ordenagdo: se x,
y1 € y2 sdo nds de uma BST, tal que y; € Tr(x) e y» € Tr(x), entdo chave(y;) < chave(x)
e chave(yz) > chave(x). O (dnico) caminho entre a raiz de uma BST e um de seus nds x é
chamado de caminho de busca por x. Para simplificar a notac¢ao, considere que os nés da BST
sdo elementos do conjunto /. Assim, para dois nds x e y em uma BST, podemos comparar
seus valores escrevendo simplesmente x < y ao invés de chave(x) < chave(y), por exemplo.
Observamos que em uma BST T, min{x,y} < LCA7(x,y) < max{x,y}. Dizemos que duas BSTs
T' e T" sdo idénticas se ambas sdo vazias ou se ambas possuem a mesma raiz r, Ty (r) é idéntica

a Ty (r) e T)(r) é idéntica a T} (r).
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Na Figura 1 temos uma representacdo visual de uma BST com o conjunto de chaves
{1,...,8}. O nd raiz desta BST é 5. Os descendentes de 3 sdo {1,2,3,4}, e os ancestrais sdo
{3,5}. Os nés {2,4,6,8} formam o seu nivel 2. Também temos que LCA(1,4) = 3. O caminho

em destaque, (5,3,2), é o caminho de busca por 2.

Figura 1 — Arvore Bindria de Busca (BST).

Fonte: Elaborada pelo autor

Dizemos que uma classe de arvores bindrias € balanceada se suas arvores com n nos
possuem altura O (logn). As AVL Trees e Red-Black Trees, apresentadas por Adelson-Velskii e
Landis [19] e por Guibas e Sedgewick [20], respectivamente, sdo exemplos de BSTs balanceadas.
A estrutura de uma BST pode ser modificada para outra BST através de uma rotagdo

de um né e seu pai. Na Definicdo 2.1.1 apresentamos a defini¢do de rotacao.

Definicao 2.1.1 (Rotacdo). Se T} e T> sao BSTs, tal que T, é resultante da rotacdo do no x e seu
pai'y em Ty, entdo pair, (y) = x e pair, (x) = pair, (), se paiy, (y) existir. Além disso, se x é filho
esquerdo (direito) de y e z € o filho direito (esquerdo) de x, entdo pair, (z) =y, se z existir, e para

todo né v que ndo é x, y ou z, pair, (v) = pair, (v).

Uma rotagdo do n6 x, denotada por Rot(x), modifica a estrutura da BST, mas preserva
a propriedade de ordenagdo da BST. Se o n6 rotacionado x € filho esquerdo (direito), entdo esta
rotacdo é chamada de rotacdo direita (esquerda). Segundo Kozma [21], as rota¢des foram usadas
primeiramente por Adelson-Velskii e Landis [19] na AVL Tree. A seguir, na Figura 2 temos

exemplos dos dois tipos de rotacdes, direita e esquerda.

2.2 Modelos BST

Para consultar se um certo elemento x € U/ estd em um conjunto R, podemos utilizar
uma BST cujas chaves correspondem aos elementos de R. Esta consulta é chamada de busca.

Para realizar uma busca em uma BST € utilizado um ponteiro z apontando para um n6 da drvore,
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Figura 2 —Rotac¢do em BST.

“ Rot(x)

= TRab)
AAA

Fonte: Elaborada pelo autor

de tal maneira podemos realizar as seguintes operacdes BST com z: moveé-lo ou para o pai
ou para o filho esquerdo ou para o filho direito do n6 apontado ou rotacionar o né apontado.
Estas operagdes sdo denotadas por z <— pai(z), z < esq(z), z < dir(z) e Rot(z), respectivamente.
Quando um né € apontado por z, dizemos que o né foi visitado nesta busca.

Nesta dissertacdo, consideramos que os valores das chaves em uma BST sdo os
inteiros 1,...,n e que todas as chaves buscadas estdo na drvore. Uma busca por uma chave x em
uma BST T consiste em fazer z apontar para a raiz de 7', onde podemos realizar uma sequéncia
de operacdes BST em qualquer ordem com z; no entanto, z deve visitar o né com chave x em
algum momento da busca.

Alguns modelos BST foram propostos. Wilber [15] definiu um modelo em que
cada operacdo BST tem custo 1. Desta forma, o custo para buscar uma chave € a quantidade
de movimentos do ponteiro mais a quantidade de rotagdes. Outro modelo BST € definido por
Demaine et al. [12], onde o custo de uma busca é a quantidade de nés visitados pelo ponteiro
durante a busca.

Na Figura 3 temos um exemplo de uma busca por 5, onde o0s nds visitados estdo em
destaque, e o n6 6 é rotacionado para a raiz da arvore. Na Figura 3a temos a BST em que a busca
¢ realizada, e na Figura 3b, a BST resultante da busca. O menor custo possivel para esta busca é
4, no modelo de Wilber, com a sequéncia de opera¢des BST: z < dir(z), z < esq(z), z + pai(z)
e Rot(z), e custo 3 no modelo de Demaine et al., por definigdo.

Os modelos BST de Demaine et al. e de Wilber sdo assintoticamente equivalen-
tes. Mostramos esta equivaléncia no Lema 2.2.3, mas antes disso apresentamos o Algoritmo
TRANSFORMAR, que transforma uma BST em uma arvore enviesada a direita, e o Lema 2.2.1,
que mostra que uma BST pode ser transformada em outra BST com o0 mesmo conjunto de nés
com custo linear. Esse algoritmo e esse lema s@o ferramentas para o Lema 2.2.3.

O Algoritmo TRANSFORMAR usa o Algoritmo LIMPAESQUERDA, que realiza ope-
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Figura 3 — Exemplo de busca em uma BST.
(a) Busca pela chave 5 em T; (b) BST resultante 75

Fonte: Elaborada pelo autor

ragdes BST para que a subdrvore esquerda do né apontado seja vazia, para isSo, movemos o
ponteiro para o filho esquerdo, se existir, e o rotacionamos. O algoritmo recebe uma pilha P para
empilhar operagdes BST, onde armazena em P as operagdes BST reversas as realizadas. Além
disso, tal algoritmo tem acesso ao ponteiro z do TRANSFORMAR. Para cada z <— esq(z) e Rot(z),
sdo empilhadas as operagdes z < dir(z) e Rot(z) pelo comando Empilha(P,opy,...,op,), onde
a sequéncia de operacdes (opy,...,op,) é empilhada em P na ordem op,,...,op; para que a

ordem de remocgdo da pilha seja op| para op,,.

Algoritmo 1: LIMPAESQUERDA
Entrada: Pilha de operacdes BST P

1 inicio

2 | enquanto Tp(z) # 0 faca

3 7 < esq(2)

4 Rot(z)

5

6

7

Empilha(P,z < dir(z),Rot(z))
fim

fim

Na Figura 4, temos um exemplo da aplicagdo do Algoritmo LIMPAESQUERDA, em
que, na Figura 4a, temos a BST T do Algoritmo TRANSFORMAR, e na Figura 4b, a BST resultante.
A pilha P possui a seguinte sequéncia de operagdes BST: z <+ dir(z),Rot(z),z < dir(z),Rot(z).

O Algoritmo TRANSFORMAR tem como entrada uma BST T e transforma 7' em
uma BST enviesada a direita, o qual se inicia com um ponteiro z apontado para a raiz de
T. O Algoritmo LIMPAESQUERDA ¢ executado enquanto a subarvore esquerda de z ndo é
vazia, e entdo z move-se para seu filho direito, se existir. Esse algoritmo termina quando as
subarvores esquerda e direita de z sdo vazias, ou seja, quando a drvore € enviesada a direita.
Além disso, o algoritmo armazena em uma pilha P as operacdes BST reversas as realizadas. Para
cada movimento de z para o filho direito ¢ empilhada a operacéo z < pai(z). E cada vez que

LIMPAESQUERDA ¢é executado, P € passada. Ao final da execu¢do, 0 TRANSFORMAR retorna a
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Figura 4 — Exemplo da aplicacao do Algoritmo LIMPAESQUERDA.
(a) BST T do Algoritmo TRANSFORMAR (b) BST resultante

Fonte: Elaborada pelo autor

pilha de operacgdes gerada.

Algoritmo 2: TRANSFORMAR
Entrada: BST T
Saida : Pilha de operagoes BST P
1 inicio
2 | z<raiz(T)
3 Pilha <— 0
4 LIMPAESQUERDA(P)
5 | enquanto Tr(z) # 0 faca
6
7
8
9

7+ dir(z)
Empilha(P, z < pai(z))
LIMPAESQUERDA(P)

fim

10 retorne P

1 fim

Observacao 2.2.1. No Algoritmo TRANSFORMAR, como as opera¢oes na pilha sdo inversas as
operagoes realizadas sobre z, desempilhar as operacdes uma a uma e realizd-las na ordem de
remogdo com z na mesma posi¢do que no final do algoritmo (ao final do algoritmo z estd no

tinico no folha da BST resultante R), R é transformada de volta em T.

No Lema 2.2.1 mostramos que uma BST com n nds pode ser transformada em outra
BST, com o mesmo conjunto de nds, usando uma quantidade linear de operagdes BST. Culik
e Wood [22] mostraram que esta transformacgdo pode ser feita utilizando no méximo 2n — 2

rotacodes.

Lema 2.2.1. Uma BST Ty, onde |T\| = n, pode ser transformada em uma BST T, com o mesmo
conjunto de nos com no mdximo 6n — 6 operacoes BST. Além disso, essa transformagdo pode

ser feita com no mdximo 2n — 2 rotacoes.
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Demonstragcdo. Sejam T e T, BSTs com o mesmo conjunto de n nds. Para transformar 77 em
T, podemos primeiramente transformar 77 em uma BST enviesada a direita R com o Algoritmo
TRANSFORMAR. Ademais, podemos ver que as rotagdes realizadas pelo algoritmo sdo feitas
sempre em filhos esquerdos e o n6 rotacionado passa a fazer parte da espinha direita da arvore
apds a rotacdo. Assim, nenhum né da espinha direita é rotacionado e, portanto, nenhum no é
rotacionado mais do que uma vez. Como existem no maximo n — 1 nds que ndo estdo na espinha
direita de 77, entdo 71 pode ser transformada em R com no méximo n — 1 rotacdes. Para cada
rotacdo o ponteiro move-se para o filho esquerdo (né rotacionado) e, portanto, sao realizados no
maximo n — 1 movimentos para o filho esquerdo. Além disso, quando a subérvore esquerda do
n6 apontado € vazia, o ponteiro € movido para o filho direito, se existir. Assim, sdo realizados
exatamente n — 1 movimentos para o filho direito, pois em R todos os nds possuem filho direito,
exceto seu unico no folha. Portanto, a transformacao de 77 em R pode ser feita com no maximo
3n — 3 operacdes BST.

Ademais para transformar R em 73, pela Observagdo 2.2.1, se aplicarmos o Algo-
ritmo TRANSFORMAR com 7, como entrada, serd retornada uma pilha de operacdes BST que
transformam R em 7. Além disso, como as operacdes BST da pilha retornada sao inversas as
realizadas pelo algoritmo, entdo esta pilha contem no maximo 3n — 3 operagdes BST. Assim, Tj
pode ser transformada em 7, com no mdximo 6n — 6 operacdes BST. Ainda pela Observagao
2.2.1, observamos que para cada rotacdo realizada pelo algoritmo, uma rotagao é empilhada.
Assim, como 77 € transformada em R com no maximo n — 1 rotagdes, R pode ser transformada
em 7> com no maximo n — 1 rota¢des. Portanto, 77 pode ser transformada em 7; com no méximo

2n — 2 rotagdes. O

Esse resultado de Culik e Wood foi melhorado por Sleator et al. [23] para BSTs
de tamanho pelo menos 11 (n > 11), para 2n — 6 rotagdes como descrito no Lema 2.2.2. A

demonstracio deste lema ndo € apresentada por ser complexa e ndo estar no escopo do trabalho.

Lema 2.2.2 ([23]). Uma BST Ty, onde |Ti| = n e n > 11, pode ser transformada em uma BST

T, com o mesmo conjunto de nés com no mdximo 2n — 6 rotagaoes.

Para ver a equivaléncia assintética do custo dos modelos BST propostos por Wilber
[15] e por Demaine et al. [12] (Demaine et al. enunciaram este resultado sem prova) fazemos a

seguinte observacao sobre o custo minimo de uma busca.
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Observacao 2.2.2. Sejam A um algoritmo no modelo BST que busca por uma chave s em uma
BST T, T, a BST resultante apds a busca por s e Q o conjunto de nds de Ty visitados por A
durante esta busca. O custo de A no modelo de Wilber é pelo menos |Q| — 1, que é a quantidade
minima de movimentos do ponteiro para visitar os nos de Q, e o custo de A no modelo de

Demaine et al. é |Q| por defini¢do.

Por outro lado, nao € necessario muito mais que isso. Como mostramos no Lema
2.2.3, um algoritmo BST pode realizar uma busca com O(|Q|) operac¢des BST, o que indica que

realizar mais operagdes que O(|Q|) seria ineficiente.

Lema 2.2.3. Existe um algoritmo A’ que transforma Ty em T», busca por s e tem custo no
mdximo 6|Q| — 6 no modelo de Wilber, onde Q é o conjunto dos nds visitados durante a busca

por s.

Demonstragdo. Como uma busca inicia na raiz da drvore e as operagdes BST sao realizadas
entre nds conectados (pai e filho), Q induz uma subérvore conexa Q; de 77, contendo a raiz
de T, e uma subarvore conexa O, de T> contendo a raiz de 7>. Além disso, s € Q. Portanto
podemos observar que 7] pode ser transformada em 7> com no maximo 6|Q| — 6 operagdes BST
ao transformar Q1 em 5, pelo processo descrito no Lema 2.2.1. Desta maneira, € possivel fazer

estas operagdes com custo O(|Q|). O

Pela Observagdo 2.2.2 e pelo Lema 2.2.3 podemos concluir que o algoritmo A pode
realizar uma busca por uma chave em uma BST com custo O(|Q|). Assim, dado o resultado
anterior, no restante do texto, ssmpre que mencionado o modelo BST, nos referiremos ao modelo

BST proposto por Demaine et al., cujo o custo de uma busca € a quantidade de nds visitados.
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3 ESTUDO DO PROBLEMA DE BUSCA EM BST

O problema de busca em BST € definido da seguinte forma: dada uma BST T,
realizamos uma sequéncia de buscas em 7' no modelo BST. Neste capitulo, apresentamos as
versoes deste problema: a versdo estética (Secdo 3.1) e a versdo dinamica (Se¢do 3.2), com suas
variagdes offline (Subsecdo 3.2.1) e online (Subsecao 3.2.2).

Além disso, neste capitulo também descrevemos a anélise competitiva, que € uma
maneira de analisar algoritmos fazendo comparacdes entre algoritmos online e offline (Subse-
¢d0 3.2.2), e a Conjectura da Otimalidade Dinamica, que foi apresentada por Sleator e Tarjan [5]

e permanece em aberto ha mais de 30 anos (Secao 3.3).

3.1 Problema estatico

A versdo estética do problema tem como objetivo projetar um algoritmo que, dada
uma sequéncia de buscas S, construa uma arvore bindria de busca T que minimize o custo
total para buscar S em 7'. Nesta versdao do problema, a BST construida pelo algoritmo tem sua
estrutura estatica, isto €, ndo pode ser reestruturada por rotagdes durante as buscas.

Podemos observar que o custo minimo para buscar uma chave s em uma BST estética
T é visitar apenas os nés do caminho de busca de s, ou seja, esse custo é dr(s) + 1. Assim, o
custo minimo para realizar uma sequéncia de buscas S = (s1,52,...,8,)em T Y7 (dr(si))+1) =
m~+Y."  dr(s;). Denotamos por costz(S) o custo para realizar uma sequéncia de buscas S em
uma BST T. Além disso, podemos observar que quando uma BST estdtica é balanceada, o
custo para realizar uma sequéncia de buscas S de tamanho m é O(mlogn), pois cada né possui
profundidade O(logn).

O menor custo possivel para buscar uma sequéncia S em uma BST estdtica € chamado
de étimo estdtico de S e denotado por OPT#(S), ou seja, OPT*#(S) = miny costy (S). Desse
modo, dizemos que uma BST estética T é dtima para uma sequéncia de buscas S, se costr(S) =
OPT*"“(§). Notamos, portanto, que OPT*%(S) depende apenas da frequéncia em que as chaves
aparecem em S.

Para este problema, Gilbert e Moore [24] apresentaram um algoritmo de programagao
dindmica de tempo O(n?®) e espago O(n?). Knuth [4] também apresentou um algoritmo de
programacio dindmica capaz de encontrar uma BST estética 6tima, mas com custo O(n?). Esse

algoritmo de Knuth precisa conhecer a frequéncia que as chaves aparecem na sequéncia de
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buscas. Yao [25] também apresentou um algoritmo de programagcio dinimica com custo O(n?).

Mehlhorn [26] apresentou um algoritmo de custo O(n) que, dada uma sequéncia de
buscas S, constr6i uma BST estética T, tal que costy(S) = O(OPT*#(S)). Levcopoulos et al.
[27] também apresentaram um algoritmo de custo linear que constréi uma BST estéitica em que o
custo para buscar esta sequéncia nesta arvore estd dentro de um fator de 1 + € do custo 6timo,
para uma constante € > 0. Essas drvores de custo O(OPT"#(S)) sdo chamadas drvores quase
Otimas para a sequéncia de buscas S.

Uma versdo deste problema é quando as chaves sdo armazenadas nas folhas da
BST. Hu e Tucker [28] propuseram um algoritmo para esse problema com tempo O(n?) e com
espaco O(n). Mais tarde, Garsia e Wachs [29] também propuseram um algoritmo que melhora o
tempo para O(nlogn). Outra versdo é quando a altura da arvore é limitada por uma constante
L. Podemos observar que, L > |log,n|, pelos Lemas 2.1.1 e 2.1.2. Para esta versdo, Garey
[30] propds um algoritmo de custo O(an), onde as chaves sdo armazenadas nos noés folhas.
Wessner [31] e Itai [32] também propuseram algoritmos de custos O(an), mas com as chaves
armazenadas nao apenas nas folhas. Becker [33] mostrou que, para qualquer A fixo, uma BST
estdtica 6tima de altura h < hpin(n) + A, onde hpyi(n) € a altura minima de uma BST com
n nés, pode ser construida em tempo O(n?). Portanto, este algoritmo de Becker melhora os
resultados de Wessner e Itai, pois como L > |log, n|. Ja os algoritmos de Wessner e Itai tém

custo O(n*log, n) para construir uma BST estética 6tima de altura limitada por Ay, (1) + A.

3.2 Problema dinamico

Para a versdo do problema dinadmico, o objetivo € executar uma sequéncia de buscas
S = (s1,52,...,5,) em uma BST dada (chamada de BST inicial), onde esta arvore pode ser
reestruturada por rotacdes. A instancia para esse problema é uma sequéncia de buscas S e uma
BST T. Tal problema pode ser offline ou online, que € quando a sequéncia de buscas € conhecida
antes de iniciar e quando sdo conhecidas uma a uma, respectivamente.

Como durante uma busca em uma BST T} podem ser realizadas rotac¢des, ao final
uma outra BST T, resultante da reestruturacao feita por estas rotacdes € obtida. Dizemos, entdo,

que essa reestruturacdo ¢ feita por um rearranjo de Ty para T, como definido abaixo:

Definicao 3.2.1 (Rearranjo). Sejam Ty e T, BSTs com o mesmo conjunto de nés e Q um subcon-

junto conexo dos nds de Ty contendo raiz(T). Dizemos que T| pode ser rearranjada para T», se
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toda subdrvore enraizada em x de Ty, tal que x ¢ Q, € idéntica a subdrvore enraizada em x de T.

Denotamos um rearranjo de 7 para 7 por T; g T,. Se QO contém todos os noés de

T}, denotamos simplesmente por 77 — 7>. O custo desta operacdo é

Q|. Na Figura 5a temos um
exemplo de uma BST com o conjunto de nés {1,...,7} e na Figura 5b uma BST resultante do
rearranjo 7; % T, onde Q = {2,3,4,6} (0s nds 4 e 2 sdo rotacionados, nesta ordem, em 7; para

obter 73).

Figura 5 — Exemplo de rearranjo.
(a) BST Th (b) BST T»

Fonte: Elaborada pelo autor

Um algoritmo BST A é um algoritmo que, dada uma instincia (7, S) do problema
dindmico, executa a sequéncia de buscas S = (s1,52,...,5,) na BST Tj. Dizemos que A executa
a instancia (Tp,S) por uma execugdo E = (Ty,01,T1,02,T», - .., Om, Tn), se todos os rearranjos
T4 % T; transformam 7;_; em T e s; € Q; paratodo i € {1,...,m}. O custo da execugdo E por
AéY"™  |Qi|, denotado por cost 4(Tp,S).

3.2.1 Problema offline

O problema dinamico offline conhece toda a sequéncia de buscas dada na instancia an-
tes de inicid-las. Assim, por conhecer as proximas buscas, apds cada uma delas, o algoritmo BST
pode reestruturar a arvore na tentativa de reduzir o custo das buscas futuras e, consequentemente,
reduzir o custo total da sequéncia de buscas.

O custo offline étimo para uma sequéncia de buscas S, denotado por OPT(S), é
definido como OPT(S) = min 4 7 cost4 (7, S). Ou seja, OPT(S) é o custo minimo para executar
S dentre todos os algoritmos BST offline e todas BSTs iniciais com n nés. Podemos observar que
dadas duas instincias (S,77) e (S,7»), onde T e T> sdao BSTs com o mesmo conjunto de n nds

e S é uma sequéncia de buscas, temos que min_4 cost4(77,S) < miny4 cost 4(72,S) + O(n), pois
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antes de iniciar a execugdo, 77 pode ser reestruturada com custo linear para ser idéntica a 73 e,
portanto, acrescenta no maximo O(n) a cost4(73,S) [22, 23].
Podemos ver no Teorema 3.2.1 que o custo 6timo do problema dinamico offline €,

no maximo, o 6timo estatico.
Teorema 3.2.1 ([21]). Para toda sequéncia de buscas S, temos que OPT(S) < OPTY¥ ().

Demonstragdo. No problema dinamico, podemos simular a execucao de uma sequéncia de bus-
cas S em uma BST T do problema estético. Definimos uma execucdo E = (T, Q1, T, - -, Om, Tnm)
para o problema dindmico, onde cada Q; (1 <i < m) contém apenas os nés do caminho de busca

de s; e cada T; é idéntica a 1. L]

Para este problema, Lucas [6] prop0s um algoritmo BST offline guloso (Demaine et
al. [12] chamaram este algoritmo de Greedy Future), que segue dois principios: (1) visitar apenas
0s n6s do caminho de busca da chave buscada; e (2) rearranjar o caminho de busca movendo a
subdrvore contendo a proxima chave a ser buscada o mais proximo possivel da raiz e aplicando
recursivamente esses rearranjos para as buscas seguintes.

O Greedy Future executa uma instancia (7p,S), onde S = (s1,52,...,5y,), por uma
execucdo E = (Ty,Q1,T1,02, T, ...,Om, T;), onde cada Q; contém apenas os nés do caminho
de busca por s; em T;_1. Seja §" a subsequéncia (s;y1,-..,85x,) € seja T; a subarvore induzida
por Q; em T;_1, definimos uma BST Tl-l sobre os nds de Q;, como a descreveremos a seguir,
e construiremos 7; ao fazer o rearranjo 7; — Ti/ . Definimos ’L'i/ , recursivamente, a partir de Q;
e 8, como segue: se Q; = 0, o algoritmo ndo executa nenhuma operagdo. Se S’ = 0, entdo
escolhemos 7/ como uma BST qualquer contendo os nds de Q;; se S’ # 0, seja s o primeiro
elemento de ', e defina R = {s}, se s € Q;; caso contrdrio, R contém precisamente o predecessor
e o sucessor de s em Q;, se existirem. Seja S’Jr a subsequéncia de S, restrita aos valores
estritamente maiores que os valores de R, e seja §" a subsequéncia de §’ restrita aos valores
estritamente menores que os valores de R. Como R possui no maximo dois nés, entdo raiz(7)
¢ 0 né de menor valor em R, e se R possui um segundo nd, entdo dir(raiz(7])) é este n6.
Em seguida, as subdrvores esquerda do n6 minimo de R e direita do n6 méaximo de R, se
existirem, em 7/ sdo definidas repetindo este processo recursivamente para o subconjunto de
nés Q" = {x|x € Q;ex <min(R)}, com a subsequéncia S" e para o subconjunto de nés

' ={x|x € Qjex>max(R)}, com a subsequéncia ', , respectivamente. Notamos que, no
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caso em que R possui dois nos, o filho esquerdo do né méximo de R ndo estd em Q;, pois, caso
contrdrio, esq(max(R)) < max(R) e, portanto, max(R) ndo seria o sucessor de s em Q;.

Na Figura 6 temos um exemplo de uma execugdo do Greedy Future em que € feita a
busca pela chave s; = 5 em 7;_; (Figura 6a) da sequéncia de buscas S = (...,5,8,6,13), onde os
nés em destaque sdo os nds visitados. Desta forma, temos Q; 1 = {3,5,7,9}, 8 = (8,6,13) e
R={7,9}. Assim, 7 é araiz de ’L'i’ , pois € o menor valor em R, e 9 seu filho direito. Além disso,
hd, também, Q', =0, Q" = {3,5}, 8, = (13) e S = (6). Em seguida, a subdrvore esquerda
de 7 € definida recursivamente pelo mesmo procedimento. J4 para a subdrvore direita de 9, o
algoritmo néo realiza nenhum procedimento, pois Q' = 0. Assim, apés as execucdes recursivas,
a BST T; (Figura 6b) é definida.

Figura 6 — Exemplo do Greedy Future.
(a) BST T;_, (b) BST T;

Fonte: Elaborada pelo autor

Os principais aspectos gulosos do Greedy Future € visitar apenas os nés do caminho
da chave buscada e a forma em que o caminho de busca € rearranjado, movendo as préximas
chaves a serem buscadas o mais préximo possivel da raiz. Ademais, um algoritmo semelhante

ao de Lucas foi proposto por Munro [7], independentemente, mais de uma década depois.
3.2.2 Problema online

A versao online do problema dinamico recebe uma busca por vez da sequéncia de
buscas da instancia. Dessa maneira, devido ao fato de que o algoritmo n@o conhece as buscas
seguintes a uma busca s; de uma sequéncia de buscas S = (s1,...,5,), podemos observar que,
nesta versao, as rotacdes durante esta busca ndo dependem das buscas seguintes (S;41,...,Sn)-

Uma forma de analisar um algoritmo BST online € através da andlise competitiva,
onde o custo de um algoritmo BST online € comparado com o valor 6timo offline. O termo andlise
competitiva foi apresentado primeiramente por Karlin ef al. [34], mas Sleator e Tarjan ja haviam

comparado algoritmos offline e online antes [5, 35]. Dizemos que um algoritmo BST online A é
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f(n)-competitivo se seu custo para qualquer sequéncia de buscas S € limitado por uma fungéo
f(n) do valor 6timo offline para aquela sequéncia, ou seja, cost4(7,S) < f(n) OPT(S) + O(n).
O fator aditivo O(n) da-se pelo motivo de que OPT(S) é obtido de uma BST especifica T*.
Dessa forma, como A recebe uma BST inicial T, A pode transformar 7 em 7" antes de iniciar
sua execucdo com custo linear, como apresentado no Lema 2.2.1. Chamamos f(n) de fator
competitivo.

Para este problema, Allen e Munro [36] apresentaram um algoritmo simples chamado
Simple Exchange (também chamado de Rotate Once, por Kozma [21]). Este algoritmo visita os
nds do caminho de busca da chave buscada s e rotaciona s uma tdnica vez, se pai(s) existir. O
Simple Exchange € baseado na heuristica Transposition proposta por Rivest [37] para o problema
de busca em listas lineares. Allen e Munro mostraram que o custo deste algoritmo é @(y/n), se
as chaves forem buscadas com probabilidades iguais e independentes.

Allen e Munro também apresentaram o algoritmo Move to Root, no qual a chave
buscada € rotacionada até a raiz da arvore. Tal chave é rotacionada enquanto possuir nd pai, ou
seja, enquanto nao € a raiz da arvore. Esse algoritmo também € baseado em uma heuristica para
o problema de busca em listas lineares, a Move to Front [37, 38]. O custo do Move to Root é
Q(4/n), quando os acessos possuem distribui¢do de frequéncias independentes.

Sleator e Tarjan [2] apresentaram a Arvore Splay que é uma BST e, assim como o
Move to Root, move a chave buscada s para a raiz da arvore, mas de forma diferente. Enquanto
no Move to Root as rotacdes sio realizadas sempre em s, a Arvore Splay também rotaciona o
no pai(s), se ou s ou pai(s) ndo € a raiz da arvore. Em uma busca por uma chave s em uma
Arvore Splay T, os nés do caminho de busca de s sdo visitados e o algoritmo SPLAY, descrito
abaixo, é executado. As operagdes (1), (2) e (3) destacadas no algoritmo SPLAY sdo ilustradas
nas Figuras 7a, 7b e 7c, respectivamente, nas quais a chave buscada sempre € s. Sleator e Tarjan
denominaram estas operacdes por Zig, Zig-Zig e Zig-Zag, respectivamente.

Sleator e Tarjan [5] também propuseram uma variacio da Arvore Splay, a Ar-
vore Semi-Splay, onde a operacio Zig-Zig é modificada. Os autores mostraram que a Arvore
Semi-Splay resulta em um fator constante menor em relagio ao da Arvore Splay para algumas
sequéncias de buscas.

Subramanian [39] apresentou um algoritmo sugerido por Daniel Sleator, em comu-
nicagdo pessoal, como um problema em aberto, em que apenas os ndés do caminho de busca

da chave buscada sdo visitados e a subarvore correspondente a este caminho € balanceada.
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Algoritmo 3: SPLAY
Entrada: BST T e chave buscada sde T

1 inicio
2 enquanto s # raiz(7') faca
3 se pai(s) = raiz(7T') entdo (1)
4 | Rot(s)
5 senao
6 se pai(s) e s sd@o ou ambos filhos esquerdos ou ambos filhos direitos entdo (2)
7 Rot(pai(s))
8 Rot(s)
9 senao (3)
10 Rot(s)
1 Rot(s)
12 fim
13 fim
14 fim
15 fim

Figura 7 — Operagdes Splay.
(b) Zig-Zig

ARN A? Eﬁi

(c) Zig-Zag

(a) Zig

Fonte: Elaborada pelo autor

Balasubramanian e Raman [40] mostraram que este algoritmo tem complexidade amortizada

O (lognloglogn

Togloglogn ) . Mais recentemente, essa complexidade foi melhorada por Dorfman et al. [41]

para O (logn2'°2 " (log* n)?), onde log* (x) denota a fungdo de logaritmo iterado de x (esta fungio
cresce muito lentamente).
Demaine et al. [8] propuseram a Arvore Tango, que é uma BST online. A Arvore

Tango é O(loglogn)-competitiva. Esta foi a primeira BST a atingir este fator competitivo.
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Quando a Arvore Tango foi introduzida, o custo de uma busca no pior caso era O(lognloglogn),
mas Demaine et al. [42] apresentaram uma modifica¢do que melhora esse custo para O(logn).

Outras BSTs online semelhantes 2 Arvore Tango e de mesmo fator competitivo
foram apresentadas, a Multi-Splay Tree € a Chain-Splay Tree, propostas por Wang et al. [9, 10]
e Georgakopoulos [11], respectivamente. Ambas possuem ideias semelhantes a utilizada na
Arvore Tango. Além destas, a Skip-Splay Tree [43] e a Zipper Tree [44] também sdo BSTs online

de mesmo fator competitivo.

3.3 A conjectura da Otimalidade Dinamica

Um algoritmo BST online que é O(1)-competitivo (ou constante-competitivo) é dito
dinamicamente 6timo. Sleator e Tarjan [2], quando propuseram a Arvore Splay, conjecturaram
que sua drvore é dinamicamente 6tima. Ja Lucas [6] e Munro [7] conjecturaram que o Greedy
Future também € dinamicamente 6timo. Apesar de décadas de pesquisa, ainda ndo foi provado
nem que a Arvore Splay nem o Greedy Future ou qualquer outro algoritmo é dinamicamente
6timo. A competitividade da Arvore Tango O(loglogn) foi um dos principais avancos na
tentativa de provar a otimalidade dinamica, pois até entdo o melhor fator competitivo conhecido
era logn.

Kozma [21] apresentou trés perguntas relacionadas a conjectura da otimalidade
dindmica: (1) “Qual a melhor sequéncia de rearranjos para realizar uma determinada sequéncia
de buscas?”’. Ainda ndo foi apresentado um algoritmo eficiente para resolver esse problema.
(2) “Existe uma lacuna significativa entre os algoritmos online e offline?”’. Podemos imaginar
que algoritmos offline sao mais poderosos, pois podem se preparar com antecedéncia para toda
a sequéncia de buscas. No entanto, a conjectura da otimalidade dindmica sugere que esse
conhecimento do futuro nao déd vantagens para os algoritmos offline. (3) “Algum algoritmo

online se comporta bem para qualquer sequéncia de buscas?”.
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4 VISAO GEOMETRICA

Para facilitar a visualizacdo de uma execu¢do BST, Demaine et al. [12] apresentaram
uma representagdo de uma execugdo através de um conjunto de pontos no plano Cartesiano.
Esta representacdo é chamada de visdo geométrica. Demaine et al. definiram o problema do
superconjunto de pontos arboreamente satisfeito (Arborally Satisfied Superset - ArbSS, do inglés)
e mostraram que este problema equivale ao problema dinamico de busca em BST.

Neste capitulo apresentamos a defini¢cdo da visdo geométrica de Demaine et al.
(Secao 4.1) e mostramos a equivaléncia entre um conjunto de pontos arboreamente satisfeito
e uma execucao BST (Secdo 4.2). Além disso, descrevemos o problema ArbSS (Secéo 4.3)
e o algoritmo online proposto por Demaine et al.. Derryberry et al. [14] propuseram uma

representacio no plano semelhante a de Demaine et al., independentemente.

4.1 Definicao

Na visdo geométrica definida por Demaine et al. [12], nos referimos as coordenadas
x e y no plano pelas chaves contidas na BST (1,...,n) e o tempo que a chave ¢ visitada (1,...,m),
respectivamente. Um ponto a se refere a um ponto em Z2, com coordenadas inteiras (a, ay), tal
que 1 <a, <nel<ay, <m. Denotamos por Llab o retdngulo alinhado aos eixos definido pelos

pontos a e b ndo alinhados horizontalmente ou verticalmente, isto é,
Oab = {(x,y) € Z* | min{ay, by} < x < max{ay,b,} e min{ay, by} <y < max{ay,by}}.

Dizemos que um ponto ¢ estd nos lados incidentes de a em Uab se ¢ estd no segmento
de reta de (ay, min(ay,by)) até (ay, max(ay,by)), ou no segmento de reta de (min(ay, by),ay) até
(max(ay,by),ay). Acrescentamos, ainda, que dois pontos a,b € P sdo arboreamente satisfeitos
com relacdo a um conjunto de pontos P se: (1) a e b sdo ortogonalmente colineares (sio alinhados
horizontalmente ou verticalmente); ou (2) existe pelo menos um ponto ¢ € P\{a,b}, tal que
¢ € Uab. Desse modo, um conjunto de pontos P ¢é dito arboreamente satisfeito se todos os pares
de pontos em P sdo arboreamente satisfeitos.

A visdo geométrica de uma sequéncia de buscas S é o conjunto de pontos P(S) =
{(s1,1),...,(sm,m)}, e avisdo geométrica de uma execu¢do BST E = (Tp, 01, 11,02, T2, - - -, Om, Tin)
¢ o conjunto de pontos P(E) = {(x,i) | x € Q;}, ou seja, na visdo geométrica de uma execucdo

BST mapeamos para a linha i (tempo i) os nds visitados em 7;_.
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Abaixo temos um exemplo da visdo geométrica de uma sequéncia de buscas e
da visdo geométrica de uma execucao BST. Na Figura 8a temos a visdo geométrica de S =
{2,4,5,3,1} e na Figura 8b temos a visdo geométrica de uma execugio BST E = (Typ, 01,11, 0>,
T>,03,T3,04,T4,Qs,Ts) da instincia (Tp,S). Além disso, temos a representacdo das BSTs Ty, 71,

1>, Tz, Ty e Ts de E nas figuras 8c, 8d, 8e, 8f, 8g e 8h, respectivamente.

Figura 8 — Visdo geométrica.

(a) Conjunto de pontos P(S) (b) Conjunto de pontos P(E)
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Fonte: Elaborada pelo autor

Abaixo, apresentamos uma demonstracdo para o Lema 4.1.1 apresentado por De-

maine et al. [12].

Lema 4.1.1. Em um conjunto de pontos P, arboreamente satisfeito, para quaisquer dois pontos
a,b € P ndo ortogonalmente colineares, existe pelo menos um ponto de P\{a,b} nos lados de
Ulab incidentes a a, e existe pelo menos um ponto nos lados incidentes a b. Esses pontos ndo

sdo necessariamente distintos.

Demonstragdo. Supomos que o resultado seja falso e Lab um retangulo que nio satisfaz o lema
e de drea minima e, além disso, por simetria, assuma que ndo ha um ponto de P\{a,b} nos lados
de Oab incidentes a a. Como P é arboreamente satisfeito, existe um ponto ¢ € P\{a,b} em

Uab, e como Uab € um retdngulo de drea minima que ndo possui pontos nos lados incidentes a
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a, no retangulo [lac, que tem drea menor do que Lab, existe, pelo menos, um ponto nos lados

incidentes a a. Logo, chegamos a uma contradicao. [

4.2 Equivaléncia entre execucao BST e conjunto arboreamente satisfeito

A equivaléncia entre uma execucdo BST e um conjunto arboreamente satisfeito foi
apresentada por Demaine et al. [12]. Apresentamos esta equivaléncia de forma mais detalhada

nos Lemas 4.2.1 € 4.2.2.

Lema 4.2.1. O conjunto de pontos P(E) para qualquer execucdo BST E é arboreamente

satisfeito.

Demonstragdo. Seja E = (T, Q1,T1,02,T»,...,0m, Tin) € sejam dois nés x € Q; e y € Q. Sem
perda de generalidade, assumimos que x < ye i < j. Se LCAz,_ (x,y) # x, entdo para visitar x
¢ necessdrio visitar LCA7, | (x,y) no tempo i, portanto, LCA7, , (x,y) € Q;. Além disso, como
x <LCA7_,(x,y) <y, entdo o ponto (LCA7, ,(x,y),i) satisfaz arboreamente O(x,i)(y, j). Si-
milarmente, se LCA7, | (x,y) # v, entdo é necessdrio visitar LCA7, , (x,y) para visitar y, assim
LCA7,_,(x,y) € Qj; e como x <LCA7,_, (x,y) <y, o ponto (LCA7,_, (x,y), j) satisfaz arborea-
mente [J(x,7)(y, j). Resta agora analisar o caso em que LCA7,_, (x,y) = x e LCA7,_ (x,y) = .
Analisando os lados incidentes a (x,i) em (x,7)(y, j), se existe um ponto (z,i) no lado hori-
zontal, onde x < z <y, entdo [(x,i)(y, j) estd satisfeito, e no lado vertical, além do ponto (x,i),
existe um ponto (x, k), onde i < k < j, pois, na primeira vez que algum né da subdrvore enraizada

em x é visitado, x também € visitado. Assim, (I(x,1)(y, j) € satisfeito. O

Antes de mostrar o outro lado desta equivaléncia, precisamos de algumas defini¢cdes
para construir a execu¢do BST correspondente a visdo geométrica. A propriedade heap para uma
arvore bindria é definida da seguinte forma: se x = pai(y), entdo a prioridade de x é menor ou
igual a prioridade de y em uma heap minima, e, analogamente, se x = pai(y), entéo a prioridade
de x é maior ou igual a prioridade de y em uma heap maxima.

Uma treap é uma estrutura de dados que armazena pares (x,y) em cada né de uma
arvore bindria 7T, de tal forma que 7 € uma arvore bindria de busca com a propriedade de
ordenacdo por x e ordenado pela propriedade heap bindria por y. Uma treap de minimo é uma
treap, onde a heap bindria € de minimo, e uma treap de mdximo é uma treap, em que a heap

binaria é de maximo.
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Figura 9 — Exemplos de Treap.
(a) Treap de minimo. (b) Treap de maximo.

Fonte: Elaborada pelo autor

Lema 4.2.2. Para qualquer conjunto de pontos arboreamente satisfeito P, existe uma execu¢do

BST E com P(E) = P.

Demonstragdo. Seja o proximo tempo de acesso de a (1 < a < n) no tempo i, denotado por
i (a,i), como a menor coordenada y de um ponto qualquer em P na semirreta de (a,i) até (a, o).
Se tal ponto ndo existe, entdo (L (a,i) = co. Seja Ty uma treap de minimo, onde o né a corresponde
ao par (a,t(a,1)). Construiremos uma execucdo E = (T, 01,T1,02, T2, - . ,Om, T;n), onde T;_;
¢ uma treap de minimo e seus nés sio definidos pelos pares (a, i(a,i)) e Q; contém exatamente
os pontos de P com coordenada y = i. Observe que os nés de Q; induzem uma subdrvore de 7;_{
contendo a raiz, pois i € o valor minimo para u(a,i), coma € {1,...,n}, critério de ordenagio
da heap de minimo em 7;_;. T; € obtida pelo rearranjo 7;_ % T;, onde os nés de Q; em T;_; sdo
rearranjados com base no préximo tempo de acesso, ou seja, Q; induz uma treap de minimo em
T; pelos pares {(a,u(a,i+ 1)) |a € O;}.

O rearranjo 7;_ 23 T; mantém a propriedade de ordenagdo BST e, portanto, vamos
mostrar apenas que a propriedade heap € mantida em 7; analisando todos os nds a em 7;. Nesse
sentido, se a e pai(a) estdo em Q;, a propriedade ¢ mantida por construcdo, e se a e pai(a)
ndo estdo em Q;, a propriedade também é mantida, pois t(x,i) = u(x,i+ 1), para todo x com
e (x,i) # i. Agora resta apenas o caso em que pai(a) € Q; e a ¢ Q;. Dessa forma, se p(a,i+ 1) >
i (pai(a),i+ 1), a propriedade heap é mantida, e se t(a,i+ 1) < u(pai(a),i+1),0Lema4.1.1¢é
violado, pois ndo existe um ponto nos lados de ((pai(a),i)(a, t(a,i)) incidente a (pai(a),i). No
lado vertical ndo existem pontos, visto que assumimos que U (a,i+ 1) < u(pai(a),i+ 1), nem
no lado horizontal, uma vez se existe um ponto (¢, i) no lado horizontal, temos que ¢ pertence
a subdrvore enraizada em a e, portanto, a deveria ser visitado para visitar ¢, mas como a ¢ Q;,
entdo ¢ ¢ Q;. Assim, chegamos a uma contradi¢do e, por fim, podemos notar que o caso em que

pai(a) ¢ Q; e a € Q; ndo acontece, pois Q; é uma subdrvore induzida de 7;_;. L]
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4.3 O problema do superconjunto arboreamente satisfeito (ArbSS)

O problema do superconjunto arboreamente satisfeito (ArbSS) é encontrar um super-
conjunto arboreamente satisfeito P’ de um conjunto de pontos P dado. Chamamos de algoritmo
ArbSS um algoritmo projetado para encontrar um superconjunto arboreamente satisfeito P’. O
custo de um algoritmo ArbSS A para encontrar P’, denotado por costArbSS4 (P), corresponde ao
tamanho de P’. Denotamos por minASS(S) o tamanho do menor superconjunto arboreamente sa-
tisfeito de P(S) e assim, pela equivaléncia entre uma execug¢do BST e um conjunto arboreamente
satisfeito mostrada na sec@o anterior (Sec¢do 4.2), temos que OPT(S) = minASS(S).

A versao online desse problema (ArbSS online) € projetar um algoritmo que receba
um conjunto de pontos (s1,1),(s2,2),...,(su,m), nesta ordem, e depois de receber o ponto
(si,i), 0 algoritmo deve produzir um conjunto de pontos P; na linha i (coordenada y = i), tal que
{(s1,1),(52,2),...,(s;,0) JUPLUP, U- - - U P, seja arboreamente satisfeito.

A partir desse problema, Demaine ef al. [12] mostraram que para qualquer algoritmo
ArbSS online existe um algoritmo BST online. Para construir este algoritmo BST online é
necessaria a definicdo de drvore split, que é uma estrutura de dados que implementa duas
operagdes no modelo BST: MakeTree(xy,xy,...,x,), que constréi uma Arvore Split com os nds
X1,X2,. - .,Xp, onde estes nds sdo conexos através de um rearranjo, e Split(x), que move x para
a raiz da Arvore Split, remove x, deixando as suas subdrvores esquerda e direita como arvores

split.

Lema 4.3.1 ([12]). Existe uma estrutura de dados de drvore split que suporta MakeTree e

qualquer sequéncia de n Splits em tempo O(n), onde n é o tamanho da drvore.

As arvores split podem mover um né para a raiz e, em seguida, excluir este né
deixando duas drvores split com custo O(1) amortizado. Usando-as, no Lema 4.3.2 ¢ mostrada
a equivaléncia entre algoritmos ArbSS online e BST online. Esse resultado é enunciado por
Demaine et al. [12].

Precisamos de algumas defini¢des para o Lema 4.3.2. Uma drvore de busca é uma
arvore usada para buscar chaves especificas dentre as chaves contidas na arvore. Em uma 4rvore
de busca, um n6 pode conter k > 1 chaves chy,...,ch, onde ch| < ... < chy, permitindo que
cada n6 possua k + 1 filhos, identificados por fo, fi,..., fr. Além disso, se y estd na subarvore
enraizada em fy, entdo y < chj, se y estd na subarvore enraizada em f;, entdo chy <y, esey

estd na subdrvore enraizada em f; (0 < i < k), entdo ch; <y < ch;,1. Uma general treap ¢ uma
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estrutura de dados que armazena pares (x,y) em uma arvore de busca de tal forma que as chaves
da arvore sdo os valores de x e a arvore é ordenada com a propriedade heap pelos valores de
y. Ademais, as chaves de um mesmo né tem o mesmo valor de y, que chamamos do valor de y
deste n6. Nesse sentido, uma general treap de minimo € uma general treap, tal que se um né
¢ pai do outro, entdo o valor de y do né pai € menor do que o valor de y do n6 filho. Ja uma
general treap de mdximo € uma general treap, tal que se um n6 € pai do outro, entdo o valor de y
do no pai é maior que o valor de y do n¢ filho. Na Figura 10 temos o exemplo de uma general
treap de minimo (Figura 10a) e uma general treap de maximo (Figura 10b), onde em cada n6 o
numero representa a coordenada x e o indice entre parénteses representa a coordenada y do par

armazenado.

Figura 10 —Exemplos de General treap.

(a) General treap de minimo. (b) General treap de maximo.
6y | 8y | 100) 56) | 965)
20 (4o | |Te) | | 2@ 12(3) 3w 4w | %) |80 )
Ig)y | 3@ | | 5@ ) 13(4) lo) | 2 Ty || 103) 120y | 13y)

Fonte: Elaborada pelo autor

Sejam G| e G, general treaps com 0 mesmo conjunto de chaves e Q um subconjunto
conexo das chaves de G; contendo uma chave do né raiz de G|. Dizemos que G; pode ser
rearranjada para G», se, para toda chave x ¢ Q, suas subérvores, esquerda e direita, sdo idénticas
as suas subdrvores de x em G;. Além disso, dizemos que um algoritmo .A executa uma instancia
(Go,S), onde Gy é uma general treap e S = (s1,...,s,) uma sequéncia de buscas, por uma
execugdo E = (Go, 01,G1,02,G2,...,0m, Gp), se todos os rearranjos G;_ % G; transformam
Gi-1emG;es; € Q;paratodoi € {1,...,m}.

Na visdo geométrica, definimos o #ltimo tempo de acesso de a (1 < a < n) no tempo
i, denotado por &(a,i), como a maior coordenada y de um ponto do algoritmo .A na semirreta de
(a,i) até (a,—o0). Se tal ponto ndo existe, entdo o (a,i) = —co.

Abaixo, apresentamos uma demonstracdo de forma mais detalhada para o Lema

4.3.2.

Lema 4.3.2 ([12]). Para qualquer algoritmo ArbSS online A, existe um algoritmo BST online A’
tal que em qualquer sequéncia de buscas S e BST T, cost 4 (T,S) = O(costArbSSa(P(S)) +n).
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Demonstra¢do. Vamos construir uma execucdo E = (Go, Q1,G1,...,0Om,Gn), onde G; é uma
general treap de maximo definida por todos os pontos (a, o (a,i)). Podemos observar, portanto,
que Gy possui um tnico né com todas as chaves, pois ¢ (a,0) = —oo para todo a.

Os rearranjos de G;_ % G;, onde Q; contém os nds correspondentes aos pontos na
linha i no algoritmo A, ocorrem com todos os nés de Q; sendo visitados em G;_| e movidos
para um nd na raiz de G;, pois i é o maior valor para 6(a,i). Quando um né a é visitado em
Gi_1, seu predecessor p e sucessor s em seu nd pai também devem ser visitados, se existirem.
Isso corresponde a satisfazer os retangulos C((p, o (p,i)),(a,i)) e O((s,0(s,i))(a,i)). Pelo
Lema 4.1.1, para um retangulo ser satisfeito € necessario ter pelo menos um ponto nos lados
incidentes a cada ponto que define este retangulo. Para (J((p, o (p,i))(a,i)), suponhamos que
existe um ponto (b, (p,i)) no lado horizontal incidente a (p,c(p,i)). Se o(b,i) = o(p,i),
temos uma contradi¢do, pois p < b < a e p ndo € o predecessor de a no né pai de a. Agora, se
o (b,i) > o(p,i), pela propriedade de ordenacéo BST, também temos uma contradi¢io, pois como
LCA7z,_,(p,b) # p e p é ancestral de a, entdo a estd na subarvore esquerda de LCA7,_,(p,b),
mas a > LCAyz, | (p,b). Dessa forma, nio existe um ponto (b,k), onde o(p) < k < i. Logo,
p € o predecessor de a no seu nd pai e nao existe um ponto no lado horizontal incidente a
(p,o(p,i)) em O((p,o(p,i)),(a,i)). Assim, resta apenas o ponto (p,i) para satisfazer o Lema
4.1.1. Portanto, sempre que um no6 a € visitado, seu predecessor em seu nd pai também € visitado.
O retangulo O((s,o(s,i)), (a,i)) é simétrico ao retangulo O((p,o(p,i)),(a,i)). Assim, para
cada né visitado, pelo menos um né em seu nod pai também € visitado. Logo, todos os nds
visitados sdo conexos € podemos mové-los para a raiz de G;. Primeiro movemos os nds visitados
que estdo na raiz G;_ para um novo no raiz e, depois, enquanto houver algum né visitado em
algum né filho da raiz, os movemos para o n6 raiz. Dessa forma, temos um algoritmo online,
pois a execugdo € baseada apenas em buscas passadas.

Ademais, iremos mostrar que o custo do algoritmo construido € limitado por um
fator constante do custo de algum algoritmo ArbSS online. A estrutura é organizada de forma
que para cada n6 de G; as chaves sejam armazenadas em uma arvore split, € os nos raiz de cada
arvore split serdo filhos de um né folha da arvore split correspondente ao seu né pai em G;,
obedecendo a propriedade de ordenacdo. Em cada busca, o algoritmo percorre G; iniciando pela
raiz e, para cada chave x visitada, é aplicado um Split(x). Agora, aplicamos um MakeTree com
todos os nés excluidos durante a busca para formar uma nova arvore split T' e colocamos 7' na

raiz de G, 1. Conectamos as arvores split esquerda e direita restantes das operagdes de Split(x)
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a T', de modo que as propriedades da drvore de ordenagdo de G, seja mantida. Pelo Lema
4.3.1, cada Split custa tempo O(1) amortizado e cada MakeTree custa O(n), logo, o custo de

uma busca no tempo i € uma constante vezes o nimero de pontos nessa linha. 0

Demaine et al. [12] propuseram o algoritmo guloso e online GreedyASS para o
problema ArbSS online. O algoritmo varre o conjunto de pontos com uma linha horizontal
iniciando na coordenada y menor e terminando na maior (de 1 até m). Em cada linha i o algoritmo
adiciona a quantidade minima de pontos para que o conjunto de pontos, onde a coordenada y < i,
seja arboreamente satisfeito. Na Figura 8b temos o superconjunto resultante do GreedyASS para
o conjunto de pontos representados na Figura 8a, nos quais os pontos cinzas representam os
pontos adicionados pelo GreedyASS.

A decisdo gulosa de visitar apenas o caminho da busca do Greedy Future é equiva-
lente a adicionar o nimero minimo de pontos na linha de varredura no GreedyASS, quando a
BST inicial Ty no Greedy Future é uma treap de minimo sobre o conjunto de nés { (x, t(x,0))},

onde x € {1,2,...,n}. No Lema 4.3.3 mostramos esta equivaléncia.

Lema 4.3.3. Um né y € Q; de uma execugdo E = (Ty,01,1T1,02, 1>, ...,0Om, Tn) do Greedy

Future equivale ao ponto (y,i) no superconjunto arboreamente satisfeito gerado pelo GreedyASS.

Demonstragdo. Suponhamos que até o tempo i — 1 cada né visitado pelo Greedy Future cor-
responde a um ponto no GreedyASS. Para ambos os lados da prova, podemos observar que, se
y = x;, é vélido, pois no Greedy Future a chave buscada x; deve pertencer a Q; e o ponto (x;, i)
faz parte da entrada do GreedyASS. Portanto, assumimos sem perda de generalidade que y < x;.

Para mostrar que um né y visitado pelo Greedy Future no tempo i corresponde ao
ponto (y,i) no GreedyASS, suponhamos que o Greedy Future visitou o né y na busca por x; € o
GreedyASS nio adicionou o ponto (y,i). Seja j = o(y,i). Suponhamos que j = —oo, Ou seja, y
ndo foi visitado antes do tempo i. Entdo, na construgdo de 7y, a prioridade de x; € menor que
a prioridade de y, uma vez que x; € acessado antes de y. Assim, y ndo pode ser ancestral de x;,
pois, como y nao foi visitado antes do tempo i, ndo pode ganhar novos descendentes, portanto,
nao € um ancestral de x; no tempo i. Dessa forma, assumimos que 0 < j < i. Como o ponto
(y,7) nao foi adicionado, entdo existe um ponto (z,k), onde y < z < x; e j < k < i, que satisfaz
o retdngulo CI((y, j)(x;,i)). Seja (z,k) tal ponto com maior valor possivel para z e maior valor
possivel para k. Podemos observar que z é ancestral de x; em T;_, pois se LCA7, ,(z,x;) #z

temos que LCA7, ,(z,x;) > z e zndo foi escolhido como maior valor possivel. Também podemos
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observar que y € ancestral de x; em T}, pois, se LCAy, (y,x;) # v, entdo y ndo seria visitado no
tempo i, visto que a subarvore enraizada em y nao € modificada entre os tempos j e i — 1, x;
ndo seria ancestral de y e, portanto, y ndo estaria no caminho de busca por x;. Logo, como y
ndo foi visitado no intervalo de tempo (j+ 1,i), seus descendentes ndo mudam e, assim, pela
propriedade de ordenacdo de BSTs, temos que y também € ancestral de z. Desse modo y é
visitado no tempo k na busca por z e consequentemente temos que k = j. Por y ser ancestral
de z em T}, temos que o proximo acesso de y € menor do que o proximo acesso de z, que € no
maximo i, e, assim, o préximo acesso de y € menor do que i. Dessa maneira, y estd no caminho
de busca de x;, onde j <t < i. Isto contradiz que j = o (y,i), pois j < t.

Para o outro lado da prova, suponhamos que o GreedyASS adicionou o ponto (y,i) e 0
né y ndo estd no caminho de busca por x;. Seja (y, j), onde —eo < j < i, 0 ponto com 0 maior valor
para j. Observamos que se j = —oo, 0 ponto (y,i) ndo seria adicionado pelo GreedyASS, pois
O((y, j), (xi,i)) ndo é um retdngulo. Logo, temos que 0 < j < i. Pelo fato do ponto (y, i) ter sido
adicionado, ndo existe um ponto (z,k), onde y < z < x; e j < k < i, no retangulo CI((y, j)(x;,i)).
Agora em T}, observamos que, se LCA7, | (y,xi) #y, entdo o nd LCA7,_, (y,x;) tem que ser
visitado para visitar y e, como y < LCA7;_, (y,%;) < x;, 0 ponto (LCArT;_, (y,x:), ) satisfaria
o retangulo CJ((y, j), (x;,i)), mas j4 mostramos que este ponto ndo existe. Assim, temos que
LCA7,_, (y,xi) =. Como y ndo € visitado no intervalo de tempo (j + 1,i), seus descendentes ndo
mudam neste intervalo, entdo y é ancestral de x; em 7;_;. Logo, LCA7, | (y,x;) =y e, portanto, y

estd no caminho de busca de x;. Dessa forma, temos uma contradi¢do. O]

Este resultado apresentado no Lema 4.3.3, juntamente com o resultado do Lema 4.3.2,
¢ surpreendente, pois Lucas [6] e Munro [7] apresentaram o Greedy Future, independentemente,
como um algoritmo BST offline, mas Demaine et al. [12] mostraram que o Greedy Future pode
ser transformado em um algoritmo BST online. Esta transformacao € feita quando olhamos para
0 Greedy Future na visdao geométrica como um problema ArbSS online e aplicamos o Lema
4.3.2.

Para manter a correspondéncia para uma BST inicial Ty qualquer e uma sequéncia
de buscas S, podemos fazer um pré-processamento adicionando o seguinte conjunto de pontos
a P(S): Pr, = {(x,—dr,(x)),(x,—dg(x) —1),...,(x,—n+ 1)} para todo x € {1,2,...,n}. O
conjunto de pontos P, ja € arboreamente satisfeito e as coordenadas y de seus pontos possuem
valor no maximo 0. Assim, o conjunto de pontos gerados pelo GreedyASS para P(S) U P, com

coordenada y > 1 € a visdo geométrica da execugdo do Greedy Future para a instincia (T, S).
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O GreedyASS é um algoritmo ArbSS online, porque suas decisdes dependem apenas
do passado (pontos em coordenadas y menores). Assim, pelo Lema 4.3.2, o GreedyASS pode ser

transformado em um algoritmo BST online com 0 mesmo custo assintotico.
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S LIMITANTES

Quando ha dificuldade para resolver um problema, alguns limitantes sdo mensurados
para delimitar a distancia entre o valor de uma solug@o e o valor da solu¢do 6tima. Neste capitulo,
apresentamos limitantes superiores (Se¢do 5.1) e limitantes inferiores (Se¢do 5.2) para OPT(S)

propostos na literatura.

5.1 Limitantes superiores

Um limitante superior trivial para OPT(S) € o custo de qualquer algoritmo BST para
executar a sequéncia de buscas S, pois qualquer algoritmo BST tem custo maior ou igual ao
valor OPT(S) e, analisando, é possivel descrever alguns limitantes. Juntamente com a Arvore
Splay, Sleator e Tarjan [S] mostraram alguns limitantes para arvores com o conjunto de chaves
{1,...,n}: o Static Optimality Bound, o qual para todas as sequéncias de buscas suficientemente
longas S = {s1,...,8x,}, 0 custo total para buscar por S em uma Arvore Splay é, no maximo, um
fator constante do custo para buscar por S em uma BST estatica 6tima para S, ou seja, 0 custo para
essa busca em uma Arvore Splay é O(OPT*'“(S)); o Static Finger Bound, onde para qualquer
chave s fixada da drvore, o custo para buscar por s ¢ O(nlogn+m-+Y"  log(|s;—s|+1)); e
o Working Set Bound, onde para uma chave s; qualquer na drvore, seja 7(s;) a quantidade de
chaves distintas acessadas entre s; € a ultima ocorréncia de s; na sequéncia de buscas (ou o inicio
da sequéncia, se s; € a primeira ocorréncia da chave na sequéncia), o custo para buscar por S é
O(nlogn+m+ Y log(t(s;) +1)).

Tarjan [45] mostrou, ainda, que realizar uma sequéncia de buscas em uma Arvore
Splay, onde a sequéncia é ordenada, tem custo O(n), e chamou esse limitante de Sequential
Access. Sundar [46] e Elmasry [47] também mostraram tal resultado, o Gltimo com um fator
constante menor. J4 Sleator e Tarjan [5] apresentaram a conjectura do Traversal Access que,
quando a sequéncia de buscas € a sequéncia pré-ordem de uma BST qualquer com o mesmo
conjunto de nés da BST inicial, o custo de buscar esta sequéncia é O(n). Esta conjectura
permanece aberta. Mais adiante, Chaudhuri e Hoft [48] provaram um caso especial desta
conjectura, que € quando a sequéncia de buscas € a sequéncia pré-ordem da drvore inicial. Kozma
[21] também provou um caso especial desta conjectura, que é quando a BST inicial € uma treap
de minimo sobre o conjunto de nés {(x, 1(x,0))}, onde x € {1,...,n}. Nota-se que o Sequential

Access € um caso especial do Traversal Access. Tarjan também apresentou o limitante Balance
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Bound, onde o custo total para realizar uma sequéncia de buscas é O((m+n)log(n+m)).

Sleator e Tarjan [5] apresentaram a conjectura do Dynamic Finger Bound, onde o
custo de um algoritmo que satisfaz esta conjectura ¢ O(m+n+ Z;.”:_ll log(|sj+1—sj|+1)). Apds
15 anos, Cole et al. [49, 50] provaram o Dynamic Finger Bound para a Arvore Splay. Tacono [51]
apresentou um limitante, que ¢ uma combinacao dos limitantes Working Set Bound e Dynamic
Finger Bound, chamado Unified Bound (UB). No Unified Bound o custo amortizado para acessar
uma chave s; € O(min; log(t(s;) + |s; — s;| +2)). Elmasry et al. [52] mostraram que o Working
Set Bound é assintoticamente equivalente ao Unified Bound.

Lucas [6] conjeturou que seu algoritmo Greedy Future fornece uma aproximacao de
fator constante para OPT(S). Munro [7] conjecturou que o Greedy Future tem custo OPT(S) +
O(m). Fox [53] provou que Greedy Future tem os limitantes: Balance Bound, Static Optimality
Bound, Static Finger Bound, Working Set Bound e Sequential Access. Independentemente, Goyal
e Gupta [54] também mostraram o limitante Balance Bound e que o algoritmo GreedyASS €
O(logn)-competitivo.

Para a Multi-Splay Tree [9] foi provado os limitantes: Static Finger Bound, Static
Optimality Bound, Working Set Bound e Sequential Access. Derryberry e Sleator [43] provaram
que o custo do algoritmo Skip-Splay é O(mloglogn+ UB(S)).

5.2 Limitantes inferiores

Um limitante inferior trivial para OPT(S) € o tamanho da sequéncia de buscas, pois
pelo menos um né serd visitado durante cada busca, mas esse limitante pode estar muito distante
de OPT(S). Wilber [15] foi um dos primeiros autores a estudar limitantes inferiores e propos dois
limitantes para OPT(S). No seu primeiro limitante, chamado de Limite Inferior de Alternagdes
(Interleave Lower Bound - 1LB, do inglé€s) por Wilber, uma BST balanceada P, chamada de
drvore de limite inferior, com o mesmo conjunto de chaves da BST inicial € usada. Para cada n6
y em P, chamamos por filho preferido, o n6 filho de y que foi visitado mais recentemente em uma
busca. Se y ndo possui n6s filhos ou nenhum de seus filhos foi visitado ainda, entdo y ndo possui
filho preferido. Executando a sequéncia de buscas S em P, definimos como uma alternagdo cada
vez que o filho preferido de um no € alterado. O limitante inferior de alterna¢des, denotado por
Wi(S), é a quantidade de alternagdes mais o tamanho de |S|.

Na Figura 11, temos um exemplo da BST P para a sequéncia S = {6,3,4,5,7,2,1},

onde os filhos preferidos definidos apds a busca pela chave 5 estdo em destaque. Para a sequéncia
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de buscas S, temos W (S) = 12.

Figura 11 — Exemplo do primeiro limitante inferior de Wilber.

Fonte: Elaborada pelo autor

O segundo limitante proposto por Wilber ndo depende da arvore de limite inferior
nem da BST inicial. Iacono [55] apresenta uma defini¢cdo através da visdo geométrica. Dado
um ponto (s;,i) € P(S), para uma sequéncia de buscas S, seja F(s;) o conjunto de pontos, com
coordenada y menor do que i, que formam retangulos insatisfeitos com (s;,7). Para cada F (s;),
observamos os pontos, ordenados pela coordenada y, e contamos o numero de alternincias entre
os lados esquerdo e direito de (s;,i) que ocorrem. A soma das alternincias para todo s; em S
fornece o limitante inferior. Este limitante é denotado por W, ().

Na Figura 12 temos um exemplo do segundo limitante de Wilber para a sequéncia
de buscas S = (6,5,2,3,7,1,4), no qual temos a representacdo dos pontos de P(S). Os pontos
em cinza, sdo os pontos de F (4) ={(5,2),(3,4),(7,5),(1,6)} e as linhas em cinza representam
as alternincias entre pontos do lado esquerdo e direito de (4,7), quando os pontos de F(4) estdo

ordenados pela coordenada y.

Figura 12 —Exemplo do segundo limitante inferior de Wilber.

7 [
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Fonte: Elaborada pelo autor

Wilber conjecturou que este segundo limitante domina o primeiro. Tal conjectura
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ficou em aberto por 30 anos e foi provada em 2020 por Lecomte e Weinstein [16] que é verdadeira.

Outro limitante inferior foi proposto por Demaine ef al. [12] usando a visao geomé-
trica (apresentada no Capitulo 4), o Limite de Retdngulos Independentes (Independent Rectangles
Bound - IRB, do inglés), que é valido quando as coordenadas x dos pontos de P sdo distintas.
Dizemos que dois retangulos [ab e Ulcd sao independentes, onde a,b,c,d € P, em P se os
retangulos ndo sdo arboreamente satisfeitos € nenhum canto de qualquer dos retangulos estiver
estritamente dentro do outro retangulo. Denotamos, entdo, a quantidade maxima de retangulos
independentes dois a dois em um conjunto de pontos P por maxIRB(P). Temos exemplos de
retangulos independentes nas Figuras 13a, 13b e 13c, e de retangulos dependentes nas Figuras
13d e 13e.

Figura 13 —Retangulos independentes e retangulos dependentes.

(a) (b) (©) (d)

(e)
—.
T —@ I
o—
Fonte: Elaborada pelo autor

Demaine et al. apresentaram uma constru¢ao de conjuntos de retangulos indepen-
dentes para cada limitante inferior proposto por Wilber. O Teorema 5.2.1, abaixo, mostra que a
cardinalidade de um conjunto de retangulos independentes / € utilizada em um limitante inferior

para minASS(P), dado um conjunto de pontos P.

Teorema 5.2.1 ([12]). Se um conjunto de pontos P, onde as coordenadas x dos pontos de P sdo
distintas, origina um conjunto de retdngulos independentes I, entdo minASS(P) > @ + |P|. Em

. L - 1
particular, se P = P(S) para uma sequéncia de buscas S, entdo OPT(S) > |—2| +1S|.

Na representacdo geométrica apresentada por Derryberry et al. [14], é apresentado
um limitante inferior chamado Rectangle Cover Lower Bound. Os autores também mostram que
seu limitante é uma generalizacdo dos dois limitantes de Wilber.

Dizemos que um retangulo [ab é um D-retangulo (N-retangulo) se a inclinag¢do
da reta ab é positiva (negativa). Um conjunto de pontos P é M-satisfeito se todo par de pontos
(a,b) € P que formam um -retdngulo é arboreamente satisfeito. Denotamos por minASSy (P)

o tamanho do menor superconjunto [J-satisfeito de P.
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Para encontrar um superconjunto [7-satisfeito de um conjunto de pontos P, Demaine
et al. [12] propuseram o algoritmo guloso Signed Greedy, descrito abaixo. O algoritmo funciona
de forma semelhante ao GreedyASS, mas ignorando os N-retangulos.

O Signed Greedy varre o conjunto de pontos P com uma linha horizontal, incre-
mentalmente na coordenada y. Além disso, para cada [@-retangulo (N-retangulo) insatisfeito
formado por um ponto na linha de varredura e um ponto abaixo da linha de varredura, um ponto
¢ adicionado no canto superior esquerdo (direito) do retangulo para torna-lo satisfeito.

Assim, podemos executar o Signed Greedy em suas duas versdes, para satisfazer os
D-retangulos e para satisfazer os N-retangulos de um conjunto de pontos P, e obter o melhor
limitante inferior por max{minASSy (P), minASSg(P)}. Demaine et al. [12] mostram que este

limitante obtido com o Signed Greedy esta a um fator constante de maxIRB(P).
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6 RESULTADOS RECENTES

Neste capitulo, descrevemos algumas tentativas recentes de atingir a otimalidade
dinamica. Na Secdo 6.1, apresentamos uma formulacao linear inteira de Demaine ef al. [13] para
encontrar 0 menor superconjunto arboreamente satisfeito de um conjunto de pontos dado. Na
Secdo 6.2, apresentamos uma proposta de Levy e Tarjan [56] de provar que a Arvore Splay é

dinamicamente 6tima.

6.1 Aproximacao com Programacao Linear

Demaine et al. [13] propuseram uma abordagem de programacao linear para o pro-
blema ArbSS. Dois modelos de programacao linear inteira para calcular o menor superconjunto
arboreamente satisfeito dado um conjunto de pontos P foram propostos.

Os pontos com coordenadas inteiras do grid n x m sdo considerados. Uma varidvel
bindria b;; corresponde ao ponto (i, j) no grid, onde recebe o valor 1, se o ponto ¢ incluido na
solugdo, ou 0, caso contrdrio. A fungdo objetivo dos modelos consiste na soma das variaveis b;;
a qual queremos minimizar.

As Inequacdes 6.1 e 6.2 sdo as restricdes do primeiro modelo para garantir que
o conjunto de pontos seja arboreamente satisfeito. A Inequacdo 6.1 garante a satisfacao dos

W-retangulos e a Inequacdo 6.2 a satisfacdo dos N-retangulos.

min Zn: in:bij

i=1j=1

ro s
s.a. 2bij+2bs— Y Y by <1 Vi<rnj<s (6.1)
k=il=j
ros
2bis+2b,j— ) Y by <1 Vi<rnj<s (62)
k=il=j
by =1 V(u,v)eP (6.3)
bijE{O,l}VISiSn,lﬁjSm (6.4)

Na restrigao 6.1, se b;j = 1 e b, = 1, entdo o retangulo 1((i, j), (r,s)) existe e este
retdngulo deve ser satisfeito por um ponto (k, ), diferente de (i, j) e (r,s),onde i <k <r, j <[ <s.
No termo Y ;Y by, da restrigdo, deve existir algum by = 1, sendo Yy jbu=2eo

lado esquerdo da desigualdade serd maior do que 1. Ou seja, ndo existe nenhum ponto além dos
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pontos (i, ) e (r,s) no A((i, j), (r,s)) e, portanto, o retdngulo ndo ¢é satisfeito. A restri¢do 6.2,
simetricamente a 6.1, garante a satisfacdo dos N-retangulos.

Ademais, pelo Lema 4.1.1, em um conjunto de pontos qualquer arboreamente
satisfeito, existe pelo menos um ponto nos lados do retangulo incidentes a cada ponto que
definem o retdngulo. A partir deste lema, Demaine et al. [13] definiram um novo modelo, onde
as restricdes garantem que exista pelo menos um ponto nos lados incidentes aos pontos que

definem um retangulo. As Inequagdes 6.5 e 6.6 sdo as restrigdes do segundo modelo.

min Z Zbu

i=1j=
r—1 s—1
sa. bij+bs— | Y, (bij+bi)+ Y, (bi+by)+bis+br | <1 Vi<rj<s (6.5)
I=i+1 I=j+1
r—1 s—1
bis+brj— | Y, (brj+bi)+ Y (biu+by)+bij+bys | <1 Vi<rj<s (6.6)
I=i+1 I=j+1
by =1 V (u,v) €P (6.7)
bije{0,1}VI<i<nl<j<m (6.8)

A Inequacg@o 6.5 € a restricdo que garante a satisfacdo dos [A-retdngulos. Se b;; = 1
e bys = 1, entdo o retdngulo A((, j), (r,s)) existe e esse retdngulo deve ser satisfeito por um
ponto (k,l), diferente de (i, j) e (r,s), nos lados incidentes a (i, j) ou (r,s) no A-retdngulo
((i,),(r,s)). Na restri¢do, o termo <Z;;l-1+1(b[j+b[s) + f;jl-H(b,-l +by) +bl~s+brj> soma
as varidveis by; dos lados incidentes a (i, j) e (r,s) no @-retangulo ((,j),(r,s)). Assim, se
bij =1, by, =1, entdo o termo (Zl ,+1(blj+b1s)+zl j+1( 1+brl)+b,~s+brj> deve ser
maior do que 0, ou entdo o lado esquerdo da desigualdade serd maior do que 1. O termo
<Zz i1 (brj+big) + X J+1( i1+ b)) + bis —i—brj> > 0 significa que o A-retangulo ((i, j), (r,s))
¢ satisfeito, pois algum by, é 1 e, portanto, o ponto (k,[) existe. A restrigdo 6.6, simetricamente,
garante a satisfacdo dos N-retangulos.

Demaine et al. [13] mostraram que ambos os modelos, em sua relaxacdo linear,
podem ser satisfeitos definindo todas as varidveis correspondentes aos pontos vizinhos (pontos
cuja diferen¢a ou da coordenada x ou da coordenada y € 1 no grid) dos pontos em P em . Na Fi-
gura 14, temos um exemplo para o conjunto de pontos P = {(6,1),(2,2),(4,3),(3,4),(1,5),(5,6)},
onde os pontos pretos sdo as varidveis com valor 1, pontos cinza sdo as varidveis com valor % e

0s pontos brancos sio as varidveis com valor 0.
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Esta solucao serd sempre vidvel. Observamos que cada restricdo correspondente a
retangulos formado por dois pontos de P serd satisfeita, uma vez que eles contém pelo menos
outros 2 pontos de valor % As restrigOes correspondentes a retangulos em que um canto é
definido como 1 e o outro canto € definido como % serdo satisfeitas, pois existe pelo menos uma
outra variavel de valor % (adjacente ao canto definido como 1), que serd subtraida. Por fim, cada
restri¢ao correspondente a um retdngulo com cantos definidos como % serd satisfeita diretamente.

Com a relaxagdo linear dos modelos, dificilmente serd encontrada uma aproximagao, pois 0

intervalo para a integralidade é grande.

Figura 14 — Exemplo da relaxagdo linear dos modelos de programacao linear.
®

Fonte: Elaborada pelo autor

6.2 Monotonicidade

Levy e Tarjan [56] tentaram provar que a Arvore Splay é dinamicamente Gtima
combinando os conceitos de monotonicidade e simulagdo de instancias. Antes de introduzir
estes conceitos, dizemos que R € uma subsequéncia de uma sequéncia S, se R € obtido através
de uma sequéncia de eliminagdes de chaves de S. Por exemplo, (2,4,6) é subsequéncia de
(1,2,3,4,5,6). Dizemos que um algoritmo A é aproximadamente mondtono (ou simplesmente
mondtono), se existe alguma constante b > 0 tal que cost4(7,R) < b costy(7T,S) para toda
sequéncia de busca S, subsequéncia R de S e arvore inicial 7, onde cost 4(7p,Z) € o custo para o
algoritmo A executar a sequéncia Z com a arvore inicial Tp. Se b = 1, entdo dizemos que A é
estritamente monotono.

Levy e Tarjan [56] definem uma simulation embedding S 4 de um algoritmo BST A
como um mapeamento de execugdes de sequéncias de buscas em uma BST inicial Ty, tal que,

para algum ¢ > 0, cost 4(Tp, SA(E)) < c¢-costs(Tp,S), para toda sequéncia de buscas S, onde S é
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uma subsequéncia de S4(E) e E é uma execugdo da instancia (7p, S).

A simulation embedding pode ser usada para simular qualquer execu¢ao E de uma
determinada insténcia (7, S), inclusive uma execucdo cujo custo ¢ OPT(S). Assim, o custo para
um algoritmo A executar uma simulagao €, por defini¢do, no maximo uma constante de vezes de
OPT(S). Além disso, pela defini¢do de simulation embedding, a simulagdo de E contém S como
uma subsequéncia. Se A também for aproximadamente monétono, o custo de £ € no maximo
um multiplo constante do custo da simulagdo e, consequentemente, de OPT(S). Assim, se um
algoritmo € aproximadamente mondtono e com simulation embedding, entdo este algoritmo é

dinamicamente 6timo, como apresentado no Teorema 6.2.1.

Teorema 6.2.1 ([56]). Algoritmos aproximadamente mondtonos com simulation embedding sdo

O(1)-competitivos.

Para continuar, precisamos de algumas defini¢des. Rotacdes restritas sao rotagdes
apenas nos nds cujo nd pai ou € araiz ou € o filho esquerdo da raiz da drvore. Cleary e Taback [57]
e Lucas [58] provaram que qualquer BST T; de tamanho n pode ser transformada em qualquer
outra BST T, com o mesmo conjunto de ndés com no maximo 4n rotagdes restritas. Na técnica
apresentada por Levy e Tarjan [56] para tentar provar que a Arvore Splay é dinamicamente 6tima,
0s autores assumem que as rotacdes no modelo BST sdo rotagdes restritas. Levy e Tarjan [56]
mostram que com custo no maximo 80n € possivel transformar uma BST T} em qualquer outra
BST T> com o mesmo conjunto de nds aplicando operagdes de Splay, como descrito no Teorema

6.2.2.

Teorema 6.2.2 ([56]). Sejam T\ e T, BSTs de tamanho n > 4 com o mesmo conjunto de nos.

Existe uma sequéncia de operagoes de Splay que transforma Ty em T, com custo de no mdximo

80n.

Dadas duas BSTs T} e T» com o mesmo conjunto de nés, denotamos por T(77,73)
a sequéncia dos n6s em que sdo aplicadas operacdes de Splay descritas no Teorema 6.2.2 para
transformar 71 em 7>. Se Ty = T», entdo T(Ty,T>) = (raiz(77)). Além disso, denotamos por
SE@R a concatenacio das sequéncias S = (s1,...,5;) e R= (ri,...,r7) em (S1,..., Sk, 71,---,17).
A entrada de uma simulation embedding é uma execugio E = (T, 01, T1,- - -, Om, Tin)
de uma sequéncia de buscas S em uma BST inicial 7y. Seja 7; a subarvore induzida por Q; em

/ , . .
T;_ e 7; a subdrvore induzida por Q; em T;.
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Teorema 6.2.3 ([56]). O mapa S(E) =T(11,7]) D ... D T(Tm, T,,) de uma sequéncia de buscas

S =(s1,...,8,) é uma simulation embedding para a Arvore Splay.

Demonstragdo. Por construgio, na execugdo de cada bloco T(7;, ‘L'l-' ) (1 <i<m), 1 é substituida
por 7/ em 7;_;. Como a Arvore Splay sempre rotaciona a chave buscada para a raiz da drvore,
a ultima chave de T(7;,7]) é sempre s;, 0 que significa que S é subsequéncia de S(E). Por
fim, cost(T,S(E)) = Y7 cost(T;—1,T(7;, 7)) < 80(|7{|+ ... +|1,|). A desigualdade é dada
pelo Teorema 6.2.2. O custo da execug@o inicial é |7]|+...+|1,,|. Portanto, uma constante
multiplicativa do custo da execucdo inicial é um limite superior para a Arvore Splay executar a

simulag@o. Assim, concluimos que S é uma simulation embedding para a Arvore Splay. [
A partir deste teorema, conclui-se que:

Teorema 6.2.4 ([56]). Se a Arvore Splay é aproximadamente mondtona, entio ela é dinamica-

mente otima.

A prova do Teorema 6.2.4 € consequéncia dos Teoremas 6.2.1 e 6.2.3.
Levy e Tarjan mostram que a otimalidade dindmica requer a monotonicidade. Entdo
os autores mostram que o valor de OPT(S), para uma sequéncia de buscas S, é monétono. Este

resultado € apresentado no Teorema 6.2.5.
Teorema 6.2.5 ([56]). OPT(S) é estritamente mondtono.

Demonstracdo. Seja R uma sequéncia estrita de S = {s1,...,5,} e Tp a drvore inicial contendo
as chaves de S. Seja E = (1,01, T, ..,0Qm, T;,) uma execuc¢do 6tima de S iniciando com a
arvore Ty, construiremos uma execu¢do E’ de R, iniciando com Tj, de custo menor do que
OPT(S).

Observamos que R € formado por eliminagdes de algumas buscas de S corres-
pondentes a um subconjunto de indices de 1 a m. Seja j o menor indice eliminado e seja
k > j o menor indice que ndo foi eliminado de S para formar R. Se k ndo existir, (isto &,
as buscas {s;,...,s,} foram eliminadas), entdo definimos E' = (Ty,01,T1,...,Qj-1,Tj-1), €
a execucdo de R estd definida. Caso contrario, substituimos 7} % Tj,...,Tr—1 % Ty por
T; % Ty, onde Q = Q;U...U Q. Os rearranjos T;_; 25 T; (j <i < k) sao aplicados em
ordem em T_;. Assim, definimos E' = (Ty, 01,T1,...,Qj-1,Tj-1,0, Tk, ..., Om, Tn). Veja que
10| < 1Qj|+...+|0Qk| — (k—j) e como k— j > 1, o custo de Tj_; 4 Ty é estritamente menor

do que as operagoes T % T;,..., T % Ty.. Repetimos esse processo para cada subsequéncia
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contigua de buscas eliminadas de S. Dessa forma, é definida uma execugdo E’ de R com custo
menor do que E. Como E é uma execugdo 6tima de S, entdo OPT(R) < OPT(S) com a mesma

arvore inicial. [l
A partir do Teorema 6.2.5, conclui-se que:

Teorema 6.2.6 ([56]). Se a Arvore Splay é dinamicamente 6tima, entdo ela é aproximadamente

monotona.

Demonstragdo. Para toda subsequéncia R de S:
costspiay(T,R) < c-OPT(R) < ¢-OPT(S) < ¢ costgpiay(T,S).
O]

Uma outra proposta para tentar provar a otimalidade dinamica através da mono-
tonicidade foi apresentada hd mais de uma década por Harmon [59]. Em seu trabalho, o
autor tenta mostrar que o Algoritmo GreedyASS (apresentado na Secao 4.3) é dinamicamente
6timo, se ele é aproximadamente mondtono. Harmon constréi sua simulagdo da seguinte
forma: seja E = (Tp,01,Th,---,0m, T;,) uma execucgdo da sequéncia de buscas S e drvore ini-
cial Tp. Definimos para uma BST T G(T) = (EBEI (¢i,i)) @ q1, onde qi,..., g7, sdo os nés
de T em ordem crescente. A simulation embedding do GreedyASS € o conjunto de pontos
P(E)=G(Q1)®...BG(Qy). Desse modo, seu estudo prova que o GreedyASS adiciona no
maximo O(|Q1|+ ...+ |Qm|) pontos para satisfazer P(E).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

No presente capitulo, apresentamos as consideracdes finais acerca do estudo realizado
sobre a otimalidade dindmica do problema de busca em BST'.

Neste survey sobre a otimalidade dindmica do problema de busca em BST, realizamos
uma coleta de artigos, dissertacoes e teses sobre a otimalidade dindmica e reunimos neste trabalho
os principais resultados e melhorias propostas na literatura no decorrer de 35 anos, desde que a
conjectura foi apresentada.

Arvores Bindrias de Busca sdo estruturas de dados fundamentais para a Ciéncia da
Computacdo, que sdo utilizadas na pratica em kernels de sistemas operacionais € em memoria
cache em redes de computadores [3]. Durante muito tempo o melhor fator competitivo de um
algoritmo BST para o problema de busca em BST dinimico foi O(logn), onde n é a quantidade
de chaves na arvore. Até que em 2004, Demaine et al. [8] melhoraram esse fator competitivo
para O(loglogn), quando propuseram a Arvore Tango. Posteriormente, tal fator também foi
alcancado por Wang et al. [9] e Georgakopoulos [11] nas drvores Multi-Splay Tree e Chain-Splay
Tree, respectivamente. O fator competitivo O(loglogn) é o melhor conhecido. Para o problema
de busca em BST estatico existem dois algoritmos de programacdo dindmica que constroem uma
BST estatica 6tima com custo O(nz) propostos por Knuth [4] e Yao [25].

A visdo geométrica proposta por Demaine et al. [12] e, independentemente, por Der-
ryberry et al. [14], € um resultado surpreendente, pois € uma maneira mais simples de visualizar
uma execugdo BST e, além disso, o problema do superconjunto de pontos arboreamente satisfeito,
da visdo geométrica, € equivalente ao problema dinamico de busca em BST. Contribuimos com
uma prova dessa equivaléncia e outras provas relacionadas a visao geométrica, de forma mais
detalhada do que as provas apresentadas por Demaine et al.

Por fim, espera-se que este trabalho possa contribuir através desta sumarizagao dos

principais resultados relacionados a otimalidade dindmica propostos na literatura.
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